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СочиненНя по элементарной математик рЪзко длятся на два типа 
Олни представляютъ собой учебники въ собственномъ смысл этого сло- 
ва, по которымъ можно систематически изучать предметь безъ предвари- 
тельной подготовки; друпя представляютъ собою трактаты, содержаше 
научное изложеше дисциплины и разсчитанные на подготовленнаго чита- 
теля. Въ то время, какъь новые учебники появляются очень часто, цфнныя 
сочиненя второго рода появляются разъ въ четверть вфка и даже рЪже. 
Появленше новаго трактата такого рода всегда указываеть на то, что въ 
изложении и въ разработкф дисциплины установились новыя теченя, новые 
взгляды; они какъ бы подводятъ итогь работамъ цфлаго научнаго поко- 
лЪны. Такое значене въ концф шестидесятыхъ и въ семидесятыхь годахъ 
имфли: „Элементы математики“ Бальцера ') и „Алгебра“ Жозефа Бертра- 
на 2). Но въ послфднюю четверть вЪфка основы элементарной математики 
подверглись тщательному пересмотру. ГлубоюйЙ анализъ, которому посвя- 
тили много труда наибол5е выдаюцеся ученые, пролилъ совершенно но- 
вый свфть на элементы ариеметики и геометри. Научное изложеше этихъ 
дисциплинъ значительно уклонилось отъь той системы, которую мы нахо- 
димъ въ элементарныхъ учебникахъ. Когда г. Билибинь предпринялъ из- 
дане ,Алгебры“ Бертрана въ русскомъ переводф, онъ вынуждень быль 
уже существенно переработать и дополнить текстъ оригинала. 

Дать научное и современное изложеше основь элементарной мате- 
матики составляетъь задачу „Энциклопеди элементарной математики“ про» 
фессоровъ Вебера и Вельштейна. Первый томъ этого сочиненя „Энци- 
клопедя элементарной алгебры“ принадлежитъ профессору Страсбургскаго 
университета Г. Веберу, автору обширнаго трактата по высшей алгебръ. 3) 
Книга содержитъ, на наигь взглядъ, мастерское изложеше элементовъ 
ариеметики, алгебры и анализа. Обосноваше началъ ариеметики все еше 
не можеть считаться законченнымъ; поэтому н$фкоторые пункты въ 1, Пи 
ГУ главЪ могуть и здЪсь не вполнф удовлетворить вдумчиваго читателя; но 

2) К. ВаЙкее. „Еетеше 4ег МаетаёК“. Гыараю. 1865. 


*) /. ВемганЧ. „ТтаНё @Аеёге“. Райз. 1862. 
*) Н. И’ефег. „Гентбисн 4ег АтвеБта.“ Втаппзсиуее. Г Ва 1893, Ш Ва. 1895. 
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онь найлеть въ этомь сочинени оригинальную систему изложеня основъ 
ариеметики. отражающую всф изслЬдовашя послфдняго времени но этому 
вопросу. Очень обстоятельно и, главное, строго научно изложены и 
остальные отдфлы; особенный же интересъ представляеть ХХ глава, со- 
держащая, можио сказать, первую попытку дать элементарное изложене 
сложныхь доказательствь невозможности рЬшеня общаго уравненшя 5-ой 
степени въ радикалахъ, неприводимости формулы Карлана и т. п Общая 
теор!я ряловъ и разложене наиболЪе важныхь фупкий изложены столь 
же строго, какь и доступно. Очень удачно переработаны также авторомъ 
доказательства трансцендентности чиселъ е и т. 

Авторъ сопровождаеть мномя предложеня историческими указашями, 
св5дфными объ ихъ авторахъ. Впрочемь, свфдфня эти ио причинамь, 
указаннымь въ предислои автора, довольно скудны Но вь декабръ 
1905 г. появилось второе излаше 1-го тома, въ которомь исторически 
свЪДЫШЯ и литературныя указаны значнгельно расширены. ТЪ добавлен, 
когорыя мы не успфли внести въ тексть настоящаго перевода, булутъ 
приложены къ концу книги. 

Наконецъ, чтобы слфлать книгу доступной возможно болфе широ- 
кому кругу читателей, мы сочли полезнымь присоединить разъясняюнця 
прим$чаня въ тфхь мЪстахъ, которыя изложены авторомъ слишкомь сжа- 
то. Вс подстрочныя примфчашя, въ которыхъ выноски отмфчены цифра- 
ми, приназлежать намъ; тЪ же примбчаня, въ которыхъ выноски отмЪ- 
чены звфздочками, принадлежать автору. Мы полагаемь, что съ этими 
дополнешями книга будеть доступна даже хорошо ’полготовлениому 
ученику старшаго класса. Первыя главы, по своей отвлеченности, трул- 
не другихъ; мы полагаемъ, однако, чго это не остановить читателя, ко- 
торый съ интересомь къ дфлу приступить кь чтеню этого сочиненя- 
Можно лаже при первомъ чтеши опустить первую главу и возвратиться 
кь ней по прочтеши всей книги. 


В. Каганъ. 


Предиелов!е автора °). 


Сочинеше, первый томъ котораго мы вь настоящее время вынуска- 
емъ въ свть. не должно представлять собой учебника въ собственномъ 
смыслЪ слова. Читателями, которыхь Мы имфемъ въ виду, являютгя, во 
первыхъ, учителя, которые, мы надФемся, найдуть въ немъ полезныя ука- 
заня для выбора учебнаго матер!ала, особенно для старшихъ классовъ; 
во вторыхъ, лица, изучаюния уже математику спешально и серьезно, ко- 
торыя желають прюбрЪсти для этого твердую почву путемъ освфженя и 
дополненя прюбр$тенныхъ раньше элементарныхъ знан!й. 

Нерфлко уже разбирался вопросъ, что слЪдуетъ понимать полъ эле- 
ментарной математикой и какь установить границы этой области. 
Едииственный научный принципъ, который могь бы служить для рышеня 
этого вопроса, состоитъь вь томъ, что изъ области элементарной матема- 
гики исключають понямя о безконечностй и о пред$л$; элементарная ма- 
тематика противопоставляется поэтому апализу безконечнаго. Съ этой 
точки зрЫшя къ элементарной математикЪ надо отнесги все, что получа- 
ется при посредствБ извфстныхь простыхъ логическихь премовъ; нослЪдне 
же лають при лальнфйшемъ развитии всю теор!ю чиселъ, включая труднЪИпия 
ея части, вообще все, что, по мнфыю Кронекера (Кгопескег), имфеть въ ма- 
тематикЪ право на существоваше; при этомъ, олнако, возникаютъ затрудне- 
ня въ самомь примфнени этихъ простыхъ логическихъ пруемовъ, для устра- 
неня чего и созданъ выспйй анализъ. Уже тая понятя, какъ иррашо- 
нальное число, квадратный корень, логариемъ, не относились бы, если 
стать на эту точку зр$нЯя, къ элементарной математикЪ. 

Въ геометр!и къ элементамъ относятъ то, что выводится изъ поня- 
тй о прямой и о кругЪ и (въ пространствЪ) изъ понятИ о плоскости и 
о шарф. Но уже соединене геометрии въ плоскости и въ пространствЪ 
приволить къ поняз!ю о конусЪ, а отсюда къ его сфченямъ плоскостью, 
кътакъ называемымъ коническимь сфчешямъ. Если же мы соединимъ геомет- 
рию съ ариеметикой, то мы неизбфжно выйлемъ за предфлы области, опре- 
дфляемой для элементарной геометри вышеприведеннымь принципомл,: 
такъ, для опредфленя понячй: площадь, длина дуги и т. п. необходимо 
пользоваться переходомь къ предфлу. 


г) ВскорЪ послЪ появлешя этого сочинешя авторъ отнечаталъ предислове въ 
журналв „ТантезБейсьЕ Чег Оешёсней МашетаНКет-Уегееило“ съ н5которыми до- 
полненвями. которыя мы считаемъ существенными. Сьъ этими дополпенями мы и 
воспроизводимъ переводъ. 
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Итакъ, мы вилимъ, что такое опредфлене элементарной математики, 
хотя и представляеть научный интересь, т. е. можеть служить для разъ- 
яснешя возникновешя математическихь понятй,—тЪмъ не менфе, не имЪ- 
еть никакой цфны съ педагогической точки зрёня, если только не огра- 
ничиваться лишь самыми простфйшими главами элементовъ. 

Поэтому мы подъ элементарной математикой понимаемь все то, что 
можно цфлесообразно примфнять при преподавани математики въ школЪ, 
по въ томь перюлЪ его, когорый предшествуеть выбору особой спешаль- 
ности. Съ такой точки зря грапицы этой области зависять, главнымъ 
образомъ, оть выбора педагога. Но и математическая наука имфетъ пра- 
во голоса при обсужденми даннаго вопроса. 

Мнфв!я по вопросу о выборЪф матерала для школьнаго преподлава- 
ны всегда будуть и должны быть различны. Эти различия зависять оть 
индивидуальности и научныхъ склонностей преподавателя, и. прежде все- 
го, оть цфлей, къ которымъ преподаване стремится. 

Планъ преподаваняы булеть тоть или иной въ зависимости оть 
того, что мы будемь считать главною задачею научнаго образован1я: все- 
стороннее ли. гармоническое развите ума, пробуждеше дремлющихь ду- 
ховныхь силъ и упражнеше ихъ, —или сообщене юношф извфстной суммы 
полезныхь свфдЪН и умфн, которыя какь можно раньше слФлали бы 
его готовымъ къ трудной жизненной борьбЪ. 

Послфдняя задача заставила бы присоединить кь элементарному пре- 
подаваню по возможности больше матерала для того, чтобы при пере- 
холЪ къ изученню спешальности не было нужды останавливаться болыше 
на подготовительной работф. 

Очевидно, что это возможно только въ ущербъ глубинф и основа- 
тельности; а при этомъ возникаеть опасность, что обучеше математикЪ 
потеряеть свое существенное значене 

Значеше же это очень различно для различныхъ индивилуальностей. 
Математическая работа содержить въ себф особый элементъ творчества. 
И это относится не только кь творческой лфятельности въ собственномъ 
смысл этого слова, но сказывается и въ мелочахъ, проявляется при рЪ- 
шени задачь или въ болфе глубокомь понимаНйи и точномъ вос- 
произведени математическихь идей. Эта дЪфятельность ума въ состоян!и со- 
вершенно поглотить человБка и служитъ для лицъ, оларенныхъ соотвфтствую- 
ЩИМИ способностями. источникомь величайших наслажден!й Такое явле- 
ше наблюдается какъ въ области абстрактныхь представлен. въ наук$ о 
числахъ, такь и вь области пространственныхь представленй геометруи. 

Поэтому я не сомнфваюсь въ томъ, что для особенно успфшнаго 
пре :одававя математики необходимо, чгобъ ученики обладали извЪстнымъ 
спе::грическимь дарованемъ. Отсюда отнюдь не слфдуеть, понятно, что- 
бы средне одаренному ученику нельзя было преподать въ извЪфстномъ 
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объемЪ математическихъ знай и свфдышй, которыя будуть ему нужны 
при изучеши всякой спещальной отрасли знанй; это даже необходимо 
для логическаго воспитания ` мысли. 

Но такое положеше вещей создаеть раздвоене въ математическомь 
преподавани, а это влечеть за собой крупныя затрулненя И преподава- 
тель, стремянийся одновременно выполнить обЪ эти задачи—ифлесообраз- 
наго преподавашя выдающимся ученикамъ и среднимь—, долженъ обла- 
дать не только основательными познанями, но и глубокимъ математиче- 
скимь образовашемь и понимашемъ тонкостей и красотъ математики. 

До сихъ поръ еще, -иослЪ почти иятидесяти лфтъ, я вспоминаю сь 
благодарностью моего учителя въ Гейлельбергскомъ лицеф, Арнета (Атпе#н) 
и его уроки, оказавиие на меня глубокое вляне. Для большинства учени- 
ковъ его преполаваше представляло мало интереса; но тмь увлекатель- 
нфе оно было для немногихь исключительныхъ учениковъ, когорымъ было 
доступно его тонкое математическое чутье и понимане физики. опере- 
пившее господствовавице въ то время взгляды. 

Въ г времена въ южно-германскихь гимназяхъ математикЪ въ про- 
граммЪ преподаваня отводилось второстепенное мЪсто; и со стороны 
большинства учителей и учениковъ она не пользовалась уваженемъ. По- 
этому преподаватель могь влять лишь на неболыной кружокъ склонныхь 
кь математик юношей. Теперь обстоятельства измфнились къ лучщему 
и въ пастоящее время врядъ-лй можетъ случиться, чтобы какой-нибудь 
ученикъ окончиль гимназию безь всякихъ магематическихь познаний. 

Это есть несомнфнный шагъ впередъ; но онъ не долженъ покупаться 
цфиою понижены внутренняго содержаня преподаваня; нужно, чтобы 
при новой систем$ и болЪфе способный ученикъ нашелъ необходимый лля се- 
бя матералъ. Послфлнее же достигается не тЪмъ, что лучшихь учениковъ 
выволять возможно дальше изъ области элементарной математики въ область 
высшей. Для дальнфИшаго математическаго развитя это могло бы скорЬе 
служить помЪхою, чфмь помощью. Значительно болфе плодотворнымъ яв- 
ляется углублеше содержаня элементарнаго преподаван!я, въ которомъ, ие вы- 
ходя изъ прежнихъ границъ, можно найти неисчерпаемыя богатства матер\ала; 
такое углублене лЪйствуеть на ученика, развивая его и оживляя прел- 
меть При эгомъ учителю должна быть дана полная свобода выбирать изъ 
всего многообразнаго матерала то. что соотвфтствуеть его собствен- 
нымь склонностямь. Ибо плодотворное воздЪйствье на ученика можеть 
имфть мфсто только тамъ, гдЪ преподаватель относится еще съ живымь 
ингересомъ къ предмету. 


Между прочимь, и строгое логическое обосноваше математики можеть 
быть отнесено кь области элементовъ. Относяишеся сюда вопросывь новЪЙ- 
шее время подверглись глубокому изслфдованио, и мы сдфлали значитель- 
ный шагь впередъ къ ихъ разрьшеню. Основанямъ ариеметики посвя- 
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щены статьи Децекиида (Оедекта): „ах хта ина сах хоПен те ГаШеи“ *) 
(Вгаипзспуе, 1888. 1892) и „Уенейкей ип птанон Иан“ (1872, 
1892). Авторъ оперируетъ въ нихъ при посредств простфйшихъ премовьъ, 
которыми располагаетъ всяк здравый разсудокь и которые не предполага- 
ють никакихъ спешальныхь философскихъ или математическихъ свЪдЪний. Въ 
томъ же направлени ведутся новфйция изслфдованя по основанямъ гео- 
метр!и; правда, они не достигли еще той законченности. какою отличают- 
ся соотвфтствуюш изслБдованя по ариеметикЪ. Но. чтобы понимать эти 
вопросы, необходимо располагать извЪстною зрЪфлостью сужденйй, а потому 
съ нихь нельзя начинать преподавания. 

Итакъ, изложене этихъ принцищальныхъ вопросовъ, въ видЪф своего 
рода философской пропедевтики, можно рекоменловать въ послфднемъ 
классЪ гимнази, хорошо полготовленномъ. Но при этомъ необходимо 
соблюдать осторожность, такъ какь полупонимаше въ этой области рав- 
носильно непониманйю. если не хуже его. 

Для большинства учениковъ полезнфе и интереснфе, если препола- 
вание булеть расширено въ сторону приложей ий. Новыя программы ис- 
пытанй на зване преподавателя средней школы въ Германми дають къ 
этому толчокъ 3), и тфмъ самымъ реальному образованю отводится боль- 
ше м$ста. Приложеня могутъ оживить преполаване математики, увели- 
чить къ ней интересь, а гочность и чистота при черчени придають этой 
отрасли преподаваня немалое воспитательное значеше. 

ДалЪе, извфстныя главы теори чисель и высшей алгебры могуть 
съ успфхомъ иримфняться при элементарномъ преподавани. Во первыхъ, 
онф пользуются лишь элементарными математическими приемами; а во вто- 
рыхъ, преимущество ихъ вь многочисленности примЪфровъ, которыми мо- 
жеть воспользоваться учитель; рьшене этихь примфровь, донускающее 
всегда простую повфрку. даетъь учащемуся болыное удовлетвореше. При- 
мфнен!е этихъ главь кь построеню правильныхъ многоугольниковъ вызы- 
ваетъ и геометричесий интересъ. 

Загфмъ существуеть рядъ знаменитыхъ задачъ, извЪстныхъ уже съ древ- 
нихъ времень. какъ, напрнм5ръ, проблемы объ удвоени куба, о трисекши угла 
при посрелств$ циркуля и линейки, р-шене въ радикалахъ уравнения пятой 
степени, квадратура круга,—© невозможности рфшеня которыхъ школьни- 


7) Переводъ этого неболышого сочиненя, сдБланный С. О. Шатуновскимъ, 
былъ помфщень въ „ВЪстникь Опытной Физики и Элементарной Математики“, въ 
№№ 191 и 192. Брошюра была также выпущена отд5льнымъ изданемъ. [Это изда- 
не разошлось и въ настоящее время готовится новое. „Маез5“. 

3) По этимь программамъ при государственномъ экзамен на зване препо- 
давателя математики за одинъ изъ вгоростепенныхъ предметовъ можно взять при- 
клачную математику. А при допущен къ экзамену засчитываются два семестра, 
проведенные студентомъ, вмфсто университета, въ спешальномъ техническомъ за- 
ведеви. 
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ки постоянно слышатъ. Въ настоящее время наука не только располага- 
еть доказательствами невозможности, но доказательствамъ этимъ она при- 
дала столь простую форму, что ими можно безь труда воспользоваться 
при элементарномъ преподаващи. 

Въ течеше самой работы матералъ, предназначенный для настояща- 
го сочиненя, былъ увеличенъ И самый планъ былъ расширенъ. Оказалось 
поэтому цБлесообразнымь разбить сочинене не на два тома, какъ это 
предполагалось сначала, а на три. Первый томъ долженъ охватить область 
ариеметики и алгебры, второй— геометрию, а трей будетъ посвященъ 
приложенямъ. Мы надфемся, что второй и третйй томы появятся въ не- 
продолжительномь времени. Благодаря этому оказалось возможнымъ удЪ- 
лить значительно болыше м$фста приложенямъ, которыя мы им5ли въ ви- 
ду и при выборф примфровъ въ различныхъ частяхъ текста. 

Впрочемъ, согласно плану настоящаго сочинешя, мы не разрабаты- 
вали большого числа примфровъ. Мы не считали цфлесообразнымъ оста- 
навливаться на примЪрахъ, *имбющихъ въ виду только упражненя, такъ 
какъ въ литературф н%®тъ недостатка въ прекрасныхъ сборникахъ такого 
рода примфровъ. Примфры мы помфщали лишь въ тфхъ случаяхъ, если это 
казалось необходимымъ для пониманйя текста или если примфръ самъ 
по себЪ могъ представлять научный  интересь. Точно также мы не 
удьляли много мфста историческимь и литературнымъ справкамъ. Мы 
имфемъ въ настоящее время обширное сочинене по истори математики 
М. Кантора; въ этомъ сочинени мы находимь подробныя и точныя свЪ- 
дфн!я за огромный перодъ отъ зарожленя первыхь начатковъ математи- 
ки до середины ХУШ столЪия; благодаря же тщательно составленному 
регистру, это сочинене даетъ возможность легко орентироваться и въ 
отдфльныхь вопросахъ. Сверхъ того въ непроцолжительномъ времени въ 
„Энциклопеди Математическихъ наукъ“ 4) иметь появиться статья „Эле- 
ментарная Математика“ М. Симона (М. Зитоп); мы имфли возможность ви- 
дъть эту статью въ рукописи; онасоде ржитъ полробныя историческя и лите- 
ратурныя указаня по всфмъ вопросамь, которые могутъ быть отнесены 
кь элементарной математикф. Намъ казалось поэтому достаточнымъ огра- 
ничиваться при каждомъ собственномъ имени, появляющемся при наиме- 
нованши того или другого предложешя. короткой замфткой о времени и 
обстоятельствахъ жизни этого автора. 


") „Епсукюраее Чег Машетайзснеп \/уззепзсваНеп шй ЕшлесН!и$$ 16гег Ап- 
\епаипяеп,“ Гераю. ТепБпег. „Энциклопедя математическихь наукъ со включе- 
шемъ ихъ приложенй“. Чрезвычайно обширное и цнное сочинеше, выходящее- 
въ настоящее время одновременно на н5мецкомъ и французскомъ языкахъ Отдфль- 
ныя статьи разрабатываются выдающимися учеными всего ма. Вь настоящее вре 
мя вполнЪ законченъ только 1 томъ „Ариеметика и Алгебра“, содержаший 1196 стра- 
ниць; вышли также мноче выпуски другихь томовЪ. 
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Наконецъ, мы должны указать, что настоящее сочинеше обязано своимъ 
появлешемъ въ свЪть инищативЪ издателя А. Акермана-Тейбнера (Л. 
Аскегптапп-ТецЬпег); онъ указалъ намъ на „Элементы Математики“ Баль- 
цера (ВаН2ег), сочинеше, которое вылержало нфсколько изданий и въ на- 
стоящее время уже не существуетъ въ пролажЪ; на такого рода сочине- 
не, очевидно, имфется спросъ. Поэтому обработать такого рода сочинеше 
согласно господствующимъ въ настоящее время въ наукф воззрЪнямъ, 
представляеть собой несомнфнно благоларную залачу; я т5мъ охотнЪе 
взяль ее на себя, что съ 1888 г. я читаль въ Марбургь, Гёттингенф и 
СтрасбургЪ университетский курсъ поль заглашемь: „Энциклопещя Эле- 
ментарной Математики“. 


Страсбурть, во тюль 19031. Г. Веберъ. 
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Предислов!е ко второму изданю. 


Первый томъ нашей „Энциклопеди элеменгарной математики“ встрЪ- 
тиль благоприятный преемъ какъ со стороны математическаго мра, такъ 
и со стороны критики. Но наряду съ чрезмфрными похвалами слышались 
отчасти въ критик, отчасти въ личныхъ разговорахъ различныя пожела- 
ня. Я тщательно обдумалъ всЪ высказанныя мнф пожеланя и по скольку 
я находилъ ихъ въ чемъь либо правильными, я постарался удовлетворить 
ихь во второмъ издании. 

Часто высказывалось пожелане болфе подробной разработки исто- 
рической части. Для того, чтобы избЪжать слишкомъ болышого труда, 
но въ то же время не ограничиться сухимъ перечислемемъ заглавй книгъ 
и хронологическихъ ланныхъ, я остановился на слБдующемъ: не сгремясь 
все таки къ полнотф изложеня, подробнЪе разработать части математики, 
имъющя общ интересъ и дать небольшце эскизы изъ истори математи- 
ки. Въ этомъ и во многихь другихъ вопросахъ я пользовался совфтомъ и 
дфятельною помощью г. Штекеля (З#ске![) въ Ганновер. Считаю  сво- 
имъ долгомъ выразить ему здфсь мою благодарность. 

Изъ болфе существенныхъ измфненй я долженъ упомянуть еще о 
ХХУИП главф, которая посвящена первоначальнымъ элементамь дифферен- 
щальнаго и интегральнаго исчисленй. Въ послфднее время въ дЪл мате- 
матическаго преподаваня создалось движене, направленное кь тому, что- 
бы очень рано выяснять поняя о перемфнной величинЪ и о функщи и 
такимь образомъ подготовлять учащагося къ примфненшю его познанй къ 
естественнымъ и техническимъ наукамъ. Болфе подробныя свфдЪня объ 
этихъ планахъ и стремлемяхь можно найти въ изданномъь Ф. Клейномъ 
иЕ. Рике трудЪ „Матералы по вопросу о преподавани математики и физи- 
ки въ высшей школ“ 1). Этотъ путь, вполнф естественно, приводить къ 
основнымъ понятямъ дифференщальнаго исчисленя. “Теперь возникаетъ 
только вопросъ,—слфдуетъ ли просто употреблять установивииеся въ этихъ 
дисциплинахь и общепринятые термины и обозначея, или ихъ слФдуеть 


1) Е. Кеш ила Е. В1еске. „Меие Вейгаре гиг Ргаре 4ез таетайзсНеп 
цпа рНузаНесНеп ОщегусВ $ ап Чел пбфегеп Зспшеп“, [.е7р7йе, Теибпег, 1904. 
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избЪгать. неявно замфняя ихъ другими. Я, однако, не могъ найти доста- 
точнаго основаня къ тому, чтобы, давая понямя, скрывать ихъ названя. 
Ибо врядь ли слфдуетъ опасаться того, что ученикъ, нужлаюцийся въ 
математическихь познашяхь при своихь дальнфйшихь занямяхь, уловоль- 
ствуется тЬми начатками, которые могли быть ему сообщены въ шко- 
лЪ, и потому станеть вести свои дальнЪйция занямя сь меньшимъ интере- 
сомь или съ менфе серьезнымъ отношешемъ къ дБлу. Я тфмъ охотнфе 
рьышился присоединить къ этому труду ХХУИ главу, что въ предылущихь 
главахь изложено уже о безконечныхь рядахъ все, что необходимо Для 
пониманя этихь основныхъ понятй, и еще потому, что вь геомегрии все- 
таки нельзя обойти понят о касательной, о кривизиф, о величинБ по- 
верхности, объ объемЪ и т. д. 


Страсбурть. Ноябрь 1905 1. 


Книга [. 


ОСНОВАШЯ АРИОМЕТИКИ. 


ГЛАВА 1 
Натуральныя числа. 


$1. Единицы, комплексы. 


1. Человфческй духъ одаренъ способностью ор!ентироваться въ 
рядЪ смфняющихь другъ друга впечатабнй, оцущенй, представленй и 
мыслей, выдфляя нфкоторыя изъ нихъ въ опредфленную группу и раз- 
сматривая таковую, какъ единицу, какъь одинъ объектъ. Самый про- 
цессь выдфленя вполнф зависить отъ нашего произвола: мы руковод- 
ствуемся только его ифлесообразностью '). Чтобы объясняться другъ съ 
другомъ, мы часто даемъ такой группф особое назване. Но поняте о 
единицЪ ни въ какомъ случаЪф не ограничивается тфми объектами, кото- 
рые имЫюоть особыя названя въ культурныхъ языкахъ; оно не ограничи- 
вается также вещественными, конкретными объектами. Съ поняпемъ о 
единиц неразрывно связано поняте о множествф. 

2. Слфдующий шагъ въ развийи нашей мысли заключается въ томъ, 
что мы воспринимаемъ цфлый рядъ объектовь и объединяемь ихъ въ 
новую единицу, которую мы называемь единицей высшаго порядка, 
системой, классомъ, категоруей или, наконецъ, комплексомъ. От- 
дфльные объекты такой системы называются ея элементами. 

Образоване этихъ классовъ также вполнф произвольно: классъ 
считается опред$леннымтъ, если мы имфемъ возможность установить 
относительно каждаго объекта, принадлежитъ ли онъ этому классу или 
нЬть. По существу, мы можемъ соединять въ одинъ классъ самые раз- 
нообразные объекты; руководящимъ началомъ при этомъ служить лишь 
наша ифль, заключающаяся въ томъ, чтобы разбираться въ мфЪ нашихъ 
представлен и объясняться съ ближними. Мы соединяемь преимуще- 
ственно въ одинъ классъ таке объекты, которые имфютъ изв$стное 
сходство, изв5стное родство въ нашемъ представлени. Для многихъ изъ 


*) Авторъ хочетъ сказать, что отъ нашего усмотрфвя вполнф зависитъ, ка- 
юе именно объекты соединять въ группы и отдфлять отъ остальныхъ объектовъ; 
производя то или другое отдЪленше, мы созиательно или безсознательно руковод- 
ствуемся лишь ТЬМЪ, что намъ удобно или полезно. 
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такихъ классовъ языкъ выработалъь особыя названя. Чфмъ лальше ушло 
образоване такихъ категорй, тЪ5мъ языкъ богаче, тфмь онъ болфе 
развитъ. 

Часто встрфчаюнияся категор!и обращаются въ нашемъ предста 
влеши въ поняйя, съ которыми мы уже не соединяемъ представленя о 
множествЪ 2); такимьъ образомъ мы получаемь новыя единицы. Этимъ 
путемь мы создаемъ объекты, которымъ мы присваиваемъ также из- 
вфстное объективное существоване—идеи. Это особенно ясно по отно- 
шеню къ числамъ: какъ ни сложно ихъ первоначальное опредфлеше, они 
все таки становятся въ нашемъ представлении отдфльными объектами. 


8 3. Сопряжене, мощность. 


Трей видъ дфятельности нашего духа заключается въ сопряжен?и 
однихь объектовъ сь другими. Каждое суждене, каждое предложеше, 
которое не сводится къ простому наименованмю какого либо объекта, 
представляеть собой такого рода сопряжеше. И здфсь мы совершенно 
своболны въ выборЪ тфхъ объектовъ, которые мы сопрягаемъ другь сь 
другомъ; этотъ актъ нашего духа именно и ставить ихъ вь опредфлен- 
ныя отношеня другъ къ другу. Но вс успфхи нашего познаня имеино 
и сводятся къ удачному и иЪфлесообразному производству такого рода 
сопряженйй. 


Мы будемь обыкновенно обозначать комплексы прописными бук- 
вами латинскаго алфавита. Положимъ, что мы имфемь два комплекса .[и 
В. Мы можемъ попытаться отнести каждый элементь комплекса .[кь н\;- 
которому элементу комплекса В (т. е. считать каждый элементъ комплекса 
„Ш соотвЪтствующимъ н5которому элементу комплекса В) при томъ такъ, 
чтобы два различныхъ элемента комплекса _[ всегда отвфчали различнымъ 
же элементамъ комплекса В. Если намъ удастся выполнить такого рода 
сопряжене, то мы будемь говорить, что мы отобразили комплексъ 
„въ комплекс В или что мы установили соотвфтств!е между 
комплексомъ {и комплексомь 23). Элементы комплекса _[ мы бу- 


? Называя, напримфръ, „столъ“, мы обыкновенно не думаемъ о томъ, что это 
есть назване категории, содержащей множество объектовъ. 

3) Это основное поняше необходимо выяснить подробнЪе. Положимъ, что 
комплексъ А состоитъ изъ элементовъ а, Вс 4,--комплексъ же В изъ элементовъ 
х, у, д, и, ®. Будемъ считать. элементъ а соотвтствующимъ, скажемъ, элементу х, 
элементъ 2 соотв$тствующимъ элементу и, элементы г и 4 соотвфтствующими эле- 
ментамъ х и 7. Этимъ будеть установлено соотвЪтстве между комплексомъ 4 и 
комплексомъ В. Это соотв5тсте ни въ чемъ иномъ не заключается, какъ въ томъ, 
что мы считаемъ каждый элементъ комплекса А соотвЪтствующимъ (въ силу на- 
шего соглашеня) нькоторому элементу комплекса В. Ясно, что такое соотвЁт е 
можно установить многими другими способами. 
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демъ называть оригиналами, а элементы комплекса В, кь которымъ они 
отнесены, ихь изображен1ями. 

Легко видфть, какую пользу можеть приносить такого рода сопря- 
жене: если комплексъ 3 намъ хорошо извфстенъ, то такое соотвтстве 
даеть намь возможность орентироваться въ другомъ комплексь . ], кото- 
рый до того представлялся намь безпорядочнымъ аггрегатомъ элементовъ; 
каждый элементь комплекса _| какь бы получаеть особое назваще. 


2. Такого рода соотвфтстые будеть взаимнымъ, если намъ при- 
шлось, устанавливая его, воспользоваться каждымъ элементомъ комплекса 
В, т. е. если къ жаждому элементу комплекса 3 отнесенъ гакимъ образомъ 
нфкоторый элементъ комплекса _[. Такого рода соотв5тстые мы будемь 
называть однозначнымъ 4). 


Если два комплекса могутъ быть сопряжены такого рода 
овнНозначнымь соотьфтствтем, 0 тоБорят, что они им ют 
одинаковую мощность 5). з 


Предыдущя соображеня не исключають возможности, что ком- 
плексъ .[ совпадаетъ съ комплексомъ В; иными словами, можно уста- 
навливать соотвфтстие комплекса съ самимь собой. При этомь каждый 
элементь можеть соотвфтствовать либо себЪ же ‘самому, либо другому 
элементу. Если каждый элементь соотвфтствуегь самому себЪ, то такое 
сопряженше, очевидно, однозначно, и погому каждый комплексь иметь 
сь самимъ собой одинаковую мощность ) 


Нужно замфтить, что при соотвтстВи, связывающемъ комплексь сь 
самимь собой, каждый элементъ сопряжень сь нфкоторымъ элементомъ 
въ качествЪ его оригинала и съ нфкоторымьъ элементомъ въ» качествЪ его 
изображеня; эти два элемента могуть быть различны 7). 


Примфрами комплексовъ одинаковой мощности могутъ служить наль- 
цы одной руки и пальцы другой руки или точки одного отрфзка [В 


“) Соотвфтстые, установленное въ предыдущемъ примфчани, не однозначно, 
потому что элементь г комплекса В остался свободнымъ: ему не соотвФтствуетъ ни 
одннъ элементъ комплекса 4. Если бы въ комплексь В элемента г не было, то 
соотвфтстые было бы олнозначнымь. 

) Если бы, слБдовательно, въ предыдущемъ иримфрЪ не было элемента о, 
то комплексы нм$ли бы одинаковую мощность. 

°) Пусть въ комплексь 4 (а, 6, с, 4) элементъ а соотвЬтствуеть элементу 2, 
элементь 2 - элементу 4, элементь с элементу а и элементъ 4 элементу г. Это со- 
глашене сопрягаетъ однозначнымъ соотвЪтстыемъь комплексь 4 съ самимъ собой. 
Ясно, что такого рода соотвЪтствя могутъ быть установлены 24 способами, при 
чемъ одно изъ нихъ относить каждый элемевтъ самому себЪ. 

') Такь напримфръ, въ соотвфтстви, установленномъ въ предыдущемъ нрн- 
мЬчаи, элементу а отвфчаеть элементъ р въ качествЪ его изображешя и элементъ 
с въ качествЪ оригинала. 
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и точки другого отрфзка (С). Чтобы убЪдиться вь послфднемъ, пред- 
ставимь себЪф, что отрфзки приложены другъ къ другу подъ угломъ 
такъ, что концы .[ и (; совпадають. Если мы теперь будемь считать 
соотвфтствующей каждой точкЪ М отрфзка .1В ту точку № отрфзка 
(СО, которая расположена на прямой ММ, параллельной ВО, то этимъ 
будеть установлено однозначное соотв5тстые между точками одного и 
другого отр$зка. 


3. Если комплексы .[и В, а также комплексы В и (С имБють оди- 
наковую мощность, то комплексы .[ и (` также имфють одинаковую 
мошность. Въ самомъ дфлф, если произвольный элементъ й@ комплекса .{ 
связывается съ опредфленнымь элементомь { комплекса В, а послфднй 
съ элементомь с комплекса (7, то мы можемъ отнести элементъь 4 эле- 
менту (; при этомъ каждый элементь комплекса ./ будетъ соотвфтство- 
вать нфкоторому элементу комплекса (7; и такимъ же образомъ, исходя 
оть любого элемента комплекса (;, мы покажемъ, что ему соотвфтствуегь 
иЪкоторый элементь комплекса . [. 


4. Каковъ бы ни быль комплексъ _[, всегда существують еще объ- 
екты @, которые не содержатся въ комплексф .[. Такой объекть 3 мы 
можемъ создать, напримБръ, слБЪдлующимъ образомъ. Если нфсколько объ- 
ектовъ &, &', @"... соединены въ одинъ комплексь .[, то этоть комплексъ 
самь по себЪ, разсматриваемый какъ нфкоторый объектъ, отличенъ отъ 
элементовь ©, 9’, х"..... и потому не содержится въ комплексь .]. 


Это соображене остается въ силЪ даже въ томъ случаЪ, когда ком- 
плексь ,[ состоитъ только изь одного элемента, потому что мысль „объекть 
& самь по себф образуетъ систему “—представляеть собой н5что отличное 
оть объекта & *). 

5. Если мы прибавимь къ комплексу .[ элементь О вь немъь не 
содержащийся, то мы составимъ новый комплексь В. который цЪлесооб- 
разно обозначить такъ: 


В = 4-3; (1) 


при этомь змакъ -Ё ‹илюсъ) обозначаеть операшю прибавлен!я, а 
знакъ = выражаетъ, чго оба символа, которые онъ соединяегъ, обозна- 
чають одинъ и тоть же объекть. 


Точно такъ же, если комплексъ ./ содержитъ боле одного эле- 
мента, то мы можемъ составить новый комплексъ такимь образомъ, что 
исключимъ изъ него нфкоторый элементь %, а совокупность остальныхь 


*) Такимъ образомъ „комплексъ, содержащий всБ существующе объекты“, 
которымъ Дедекиндъ (реЧект4) пользуется для доказательства существовашя без- 
конечныхъ комплексовъ, не подходитъ подъ понят! „комплекса“ въ томь смыслБ, какъ 
мы его понимаемъ. 
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элементовъ будемъ разсматривать, какъ комплексъ В. Для выражены этого 
мы будемъ пользоваться обозначенемъ: 


В — Ч — 9, (2) 


при чемъ знакъ — (минусъ) обозначаеть операщю отниман!я. 


Подъ частью комплекса .[| мы будемъ разумЪфть такой комилексъ 
1, всф элементы котораго солержатся въ комплекс _[. 


Съ этой точки зрфня каждый комплексъ представляетъ часть 
самого себя. Комплексъ .[’ называется правильной частью комплекса 
.Ь, если „.[ не совпадаеть съ .|[, т. е. если комплексъ ./ содержить не 
только всЪ элементы комплекса |, но еще и друпе элементы. Если [Г 
есть правильная часть комплекса .[, то мы булемъ разумфть подь сим- 
воломъ .|—. |’ комилексъ, который остается, если мы удалимъ изъ ком- 
плекса „| вс элементы комплекса .[”. Точно такъ же, если.[ и В суть 
два комплекса, то мы будемъ разумфть подъ символомъ „| В комплексъ, 
содержацший всЪ элементы, вхоляние въ составъ комплексовь [и В. 

Если комплексы .[ и В имыють общие элементы, то совокупность 
таковыхъ образуетъь новый комилексъ, который мы будемъ называть, ру- 
ководясь геомегрической аналомей, пересфченйемъ комплексовъ [и В. 
Если два комплекса не имфютъ общихъ элементовъ, то они не имЪють 
пересфченя, — не пересфкаются. 

Если всф элементы комплекса [3 содержатся также въ .|, то самый 
комплексъ [3 представляетъь собою пересфчеше комплексовь ‚[ и В. Въ 
этомъ случаф .[--В==.|.-Если же пересфчене 1) прелставляеть собой 
правильную часть комплекса В, то комплексь 2-Й) уже не имфеть об- 
щихъ элементовъ съ комплексомъ ./; въ этомъ случаь 


в В. (3) 


Въ выражени (В—1)) скобки означаютъ, что этотъ комплексъ дол- 
женъ быть присоединенъ какъ одно цфлое къ комплексу .[. Такимъ об- 
разомъ выражеше _1 -- (В—1)) означаегь нЪфчто совершенно другое, 
чфмъ выражене (.[+1В)--Г). Первый символъ выражаеть совокупность 
всфхъ тфхъ элементовъ, которые содержатся либо въ комплекс ./, либо 
въ комплексф В, либо въ обоихь комплексахъ. Второй-же символъ вы- 
ражаетъ совокупность всБхъ тфхъ элементовъ, которые содержатся либо 
въ .[ либо въ В, но не содержатся въ обоихъ комплексахъ вмЪстБ. 
Напрогивъ, каковы-бы ни были комилексы .|/, Ви (.) всегда имМють 
мБсто соотношенй: 


т (4) 
+в = В 
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Точно такъ же, если комплексы (Ги В не имЪфютъ общихь эле- 
ментовъ и комплексъ (; сосгавляетъ часть комплекса В, то 


(1+) — С = И (ВС) 
если же В есть часть комплекса „|, а (; часть комплекса }, то 
.@ — (ВС) = (ЛВ) С. 


6. Если // и В суть комплексы одинаковой мощности и 
& представляетъ собой элементу, не входяций въ составъ ком- 
плекса ‚|, а 8 есть элементъ, не входяний въ составъ В, то ком- 
плексы ./-{х и В-+-В имфють одинаковую мощность. 


ДБиствительно, если установлено однозначное соотвфтстые между 
комплексомъ .[ и В, то достаточно отнести ‚элементь & къ элементу 1, 
чтобы установить однозначное соотвфтстые между комплексами .|[{ои 
В-В. 

Если вс элементы комплекса В входять также въ составъ ком- 
плекса .|[, то мы будемъ говорить, что комплексь В содержится въ ком- 
плексф .[; при этомъ В либо совпадаеть съ |, либо  составляеть 
правильтую часть его. 


ВмЬстЪ съ тБмъ иметь мЬсто слфлующее прелложенше: 


7. Если комплексы [и В имфютъ одинаковую мощность и 
х представляетъ собой элементъ комилекса „|, а @ элементъ 
комплекса 1, то .[-—@ и В--В суть комплексы одинаковой мош-- 
ности. 


Въ самомъ дфлЪ, если комплексы .{ и В имБютъ одинаковую мощ- 
ность, то между ними можетъ быть установлено однозначное соотвЪтстве. 
Если при этомъ соотвЪфтсти элементь @& связанъ съ элементомъ 3, то 
достаточно опустить эту пару элементовъ и сохранить тЪ же соотноше- 
ны между остальными элементами, чтобы комплексъ .|-—& быль одно- 
значно сопряженъ съ комплексомъ В—3. Если же & связанъ съ элемен- 
томъ [’ комплекса 1}, отличнымъ отъ элемента В, и слфдовательно, эле- 
ментъ В, въ свою очередь, связанъ съ н5которымъ элементомъ &’ ком- 
плекса .|[, отличнымъ отъ @, то достаточно опустить элементы хи Ви 
связать другъ съ другомъ элементы @’и ['; этимь будегъь вновь усга- 
новлено однозначное соотвфтстйе между комплексами .[—м и В-—3, и 
они имБють, слфдовательно, одинаковую мощность, какъ это требова- 
лось локазать. 


‚ 8 3. Чиела и ечетт,. 


› 1. Согласно изложенному, мы можемъ соединить всф комплексы, 
имфюще сь олнимъ изъ нихъ, а слфдовательно, и другь съ другомъ 
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($ 2, 3), олинаковую мошшость, въ одну систему, въ одну категор!ю; 
такого рода категорш, вслЬдстые присущей имъ большой общности, на- 
нахолять себф широкое примфнене. Эти категории называются числами. 
Наименовашя, которыя они получаютъ, суть назван1я чиселъ, а знаки, 
которыми они обозначаются на письмЪ, называются цифрами. Если а 
есть знакъ или назване такого рода категории, въ составъ которой вхо- 
дитъ комилексъ .[, то говорягъ, что и есть число элементовъ ком- 
нлекса .{ или, что комплексъ {1 состоитъ изъ а элементовъ, или 
короче, что а есть число комплекса .[, или а есть значенйе этого 
числа, или наконецъ, что комплексъ .{ имфетъ мощность 4 9 

Каждое число вполнф опредЪфляется однимь комплексомъ, принадле- 
жащимъ соотвфтствующей категор!и; такой комплексь мы будемъ назы- 
вать прелставителемъ этой категор1и. 

Сь этой точки зрфня числа не представляютъ собой безсодержа- 
тельныхь символовъ, надъ которыми мы оперируемъ по произвольно 
созданнымъ правиламъ; это есть содержательное родовое Ионяте, къ ко- 
торому мы были приведены практическими потребностями нашего духа 
и его огношеншемь къ внёшнему мфу 3). 

Всь комплексы, состояние только изъ одного элемента, имЪфютъ 
одинаковую мощность; они образуютъ одну категорю, число которой 
называется „олинъ“ и обозначается символомъ „1.“ 

2. Если а есть число комплекса .[ и @& представляетъ собой 
элементъ, не входяцЙ въ составъ комплекса ‚|, то мы будемъ 
обозначать число комплекса .1-& символомъ 4+1. Это число 
4-1 не мЪняется, если мы замфнимъ комплексъ .[ другимъ 
прелставителемъ числа или элементъ @& другимь элементомъ, 
не входящимъ въ составъ комплекса .1 ($ 2, 6). 


*) Въ примБ5чани 3 мы разсмагривали комплексъ 4, состоящий изъ элемен- 
товъ а, В, с, 4. ВсБ комплексы, им5юние ту же мощность, объединяются въ одну 
категор!ю, которой даютъ названве „четыре“, и говорятъ, что такой комплексъ 
состоитъ изъ четырехъ элементовъ или, что четыре есть число этого 
комплекса. Такимъ же образомъ и друме комплексы распредфляются въ катего- 
ри, объединяюцщия комплексы одинаковой мощности; съ каждой такой категорей 
соединяють особое поняе -ея число, именуемое особымъ назвавемъ. Съ этой 
точки зрёшя и совокупность прямолинейныхь отрфзковъ представляеть собой та- 
кую категорю (б 2, 2). Если мы булемъ обозначать черезъ ® соотвфгствующее ей 
число, то выражене: „комплексь 4 имфеть ® элементовъ“, будеть означать, что 
комплексь 4 имфеть ту же мощность, что и прямолинейный отрёзокъ, или ниаче, 
что элементы этого комплекса могуть быть сопряжены однозначнымъ соотвЪтств:- 
емъ съ точками прямолинейнаго отр$зка. 

) Авторъ намекаеть здЬсь на другую систему построен я основъ ариеметики‘ 
съ точки зрЬШя которой числа представляютъ собой не болЪе какъ символы, надъ 
которыми по опредфленнымъ формальнымъ законамъ совершаются операщи. Нужно 
сказать, что эга вторая теоря имфетъ свои серьезныя достоннства. 
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Не исключена, однако, возможность, что комплексы Ти.“ 
им$ютъ одинаковую мощность, такъ что {и а--1 выражаютъ 
одно и то же число. 

у 3. Если число г отлично оть г 1, то оно называется конечнымъ 
числомъ. Если-же число ® совпадаеть съ числомъ ®--1, то оно назы- 
вается безконечнымьъ числомъ 1©). Число 1 есть конечное число. Мы 
анеллируемь при этомъ къ очевидности, что два объекта (напр. 1, 1) 
не могутъ быть однозначно сопряжены съ однимъ объектомъ (1). Число 
141 или 2, такимъ образомъ отлично отъ 1. 

Если число с конечно, то и число е--1 конечно. 

Это слфдуеть непосредственно изъ предложеня $ 2,7. 

Въ самомъ дЪлф, пусть комплексы „|, .Р= о, = А-а В бу- 
дуть представители чиселъ е, е+ 1, е+-1-1; если бы комплексы Ри 2 
имфли олинаковую мощность, то въ силу названнаго предложеня ком- 
плексы „Г и .{[ также имфли бы одинаковую мощность, т. е. е не было 
бы конечнымъ числомъ. 

/ 4. Теперь мы займемся особыми комплексами И, элементами кото- 
рыхъ служатъ числа (числовыми комплексами); именно, мы будемъ обо- 
значать символомь / комплексы, обладающе слфдующими двумя свой- 
ствами: 

©) Число 1 содержится въ комплексф 7. 

8) Если въ комплексЪ Г содержится число х, то въ немъ 
содержится и число 5-1. 

Эти два свойства во всякомъ случа принадлежать комплексу, с0- 
держашему всЪ числа. Но существують и друйе числовые комплексы, 
обладающие этими свойствами. 

Мы опредфлимъ теперь натуральный рядъ чисель №, какъ 
перес$чен1е всЪхъ комплексовъ 7, обладающихъ свойствами &) 
и В). Иными словами, мы введемъ въ составь комплекса № т и только 
тЪ числа, которыя фигурируютъ во всфхь комплексахъ И. 

Согласно этому опредфленю, число 1 во всякомъ случаъ фигури- 
руеть въ комплекс №. КромЪ того, если вь комплексь № содержится 


0) Представимъ себЪф неопредфленный рядъ точекъ на прямой лини В, С, 
р, Е,..., слБдующихь другъ за другомъ на одномъ и томъ же разстояни одна 
оть другой. Обозначимъ черезъ ® соотвфтствующее этому комплексу число. Отъ 
точки В съ противоположной сгороны на томъ же разстояи нанесемъ точку 4. 
Если мы присоединимъ ее кь прежнему комплексу, то получимь новый комплексъ, 
которому соотвЪтствуеть число «-Е1. Легко показать, что въ этомъ случаЪ новый 
комплексъ имЪетъ ту же мощность, что и первоначальный. Дфйствительно, если мы 
отнесемъ точку А точкЪ В, точку В точкЪ С, точку С точкь ЮО, вообще, отнесемъ 
каждую точку слБдующей точкЪ, то этимъ будеть установлено однозначное со- 
отв5тсте между первоначальнымь и новымь комнлексомъ. Вь данномъ случаЪ 
число ш совпадаеть съ &-{1. и потому ‹ есть безконечное число. 
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число п, то въ немь содержится также число п + 1. Эти числа и мы будемъ 
называть натуральными числами. 


5. Всякое натуральное число конечно, т. е. если н есть на- 
туральное число, то оно оглично отъ числа и-- !. Въ самомъ дфлЪ, 
комплексъ [1 всфхь конечныхь чиселъ, согласно пункту 3, удовлетво- 
ряеть условямь ©) и 3) '). Слфловательно, [7 представляетъ собой одинъ 
изъ комплексовъь /; поэтому № входить въ составу комилекса Ё, т. е. 
каждое число комплекса № конечно. 


Справедливо ли также обратное предложене, т. е. фигурируеть-ли 
каждое конечное число вь натуральномъ рядЪ, — это вопросъ, рышене 
котораго мы вынуждены еще отложить. 


Прн помощи патуральнаго ряда чисель мы выдфлимь частные чис- 


ловые комплексы слБдующимь образомъь: р 


6. Пусть а будеть натуральное число; мы будемь обозначать сим- 
воломь И„ числовой комилексъ, удовлетворяюний слБлующимъ двумъ 
требованямъ: 


©) Число а--1 вхолитъ въ составъ комплекса И... 


8) Если въ составъ комплекса Х, входитъ число о О 
его составъ входитъ также число 1-1. 

Этимъ требованямъ удовлетворяетъ самый натуральный рядъ №; но 
имъ уловлетворяютъ и друце числовые комплексы; каждый такой ком- 
плексь, какъ сказано, мы будемъ обозначать символомъ Х„. Теперь мы 
опредфлимь комплексь №, какъ пересфчен1е всфхь комплексовъ 
И. Въ такомъ случаф комплексь №, содержится въ каждомъ комплексь 
а 

Согласно этому, комплексь Иа. опредфляется слБдующими свой- 
ствами: 

©") Число а--2 фигурируеть въ комплексЪ И. 

В") Если число { содержится вь комилексЪ Ищия, То вЪ 
немъ содержится также и число 1--1. 

(Лля крагкости мы здЪсь пишемь 4+2 вместо [(а+ 1) 1]. 

Отсюла слфдуетъ, что каждый комилексь И» представляеть со- 
бой также комплексь 2.41. Если-же комплексъ Ида содержитъ число 
9--1, то онь представляеть собой въ тоже время комплексь Хо; но если: 
комплексъ И.у, числа а-Р1 не содержить, то кь нему достаточно 
присоединить число а--1, чтобы получить комплексь /.„. Въ обозначешяхь 


') ДЪйствительно, 1, какъ конечное число, фигурируеть въ комплексЪ Е; 
кромЪ того, если с есть конечное число, то и г-Р1 есть конечное число, т е если 
‹ фигурируетъ въ комплексЪ Ё, то въ немъ фигурируеть также число ‹-Е1. 
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$2 это можно выразить слфдующшимъ образомъ: 


2, = Иа Е (а) 9) 


Основываясь на этомъ, легко доказать слфдующее предложене. 

7. Число 1 не содержится въ комплексф №,. Обозначимъ че- 
резъ № числовой комплексъ, который образуется изъ комнлекса №, если 
улалить изъ него число 1, т. е. положимь №= №—1. Въ такомъ случаЪ 
комплексъ № удовлетворяеть условямъ ©) и и) предлыдущшаго пункта 
при 4=1, и потому №” представляеть собой комплексъ /!- Съ другой 
стороны, комплексъ №” содержится во всякомъ комплексЪ /,; въ самомъ 
дЬлЪ, если къ какому-либо комплексу И, присоединимъ число 1, то по- 
лучимъ комплексъ И; если бы поэтому существовалъ такой комплексъ А 
въ которомъ не содержался бы комплексъ №", то присоединивъ къ нему 1, 
мы получили бы такой комплексъ И, въ которомъ не содержался бы 
комплексь №, что противорфчитъ опредфленио налуральнаго ряда '3). 


8 Если число а не содержится въ комплекс №, то число 
а-1 не содержится въ комплексв №1. 

Въ самомъ дёлЪ, если число П не входитъ въ составь комилекса 
№, то оно не входить также въ составъ комплекса № = № (а- 1) 
поэтому комплексь №, удовлетворяетъ требованямъ 2”) и В”), а потому 


п) Прибавимъ къ этому еще слфдующее: если какой-либо комплексъ 2 95% 
держить число 1, то онъ представляеть собой также комилексъ И; если же въ немъ 
нЪтъ числа 1, то достаточно присоединить число 1, чтобы получить комилексь #7. 
Дъйствительно, услове х) пункта 4 выполняется присоедипешемъ числа 1, услове же 
8), присущее и комплексу И., этимъ ие парушается, такъ какь число 1--1 имется 
и въ комплексь 7.. Въ обозначеняхь 5 2 это можно выразить такъ: 

= -1 
(ибо, если 1 входить въ составъ комплекса 2,, то комплексъ 7.--1 совпадаетъь съ 
комилексомъ #,) 


3) Пункты 7 9 въ первоначальной редакши содержали погрышность; велБд- 
стве этого авторъ опублнковалъ позже исправленный тексть, съ котораго и сдБ- 
ланъ переводъ; исправленный текстъ, однако, изложенъ очень сжато, и мы считаемъ 
нужнымь его пояснить. 

Авторъ хочеть прежде всего показать, что №" есть комплексъ И; для этого 
‘ему нужно обнаружить, что, во первыхъ, въ составъ комилекса №" входить число 
1-{-1, во вторыхъ, если въ составъ комплекса №’ входить число и, то въ его составу 
входить число и-Е1. 

Въ составъ комплекса № число | входитъ; поэтому въ составъ его входитъ 
также и число 1-1 (п. 4); такъ какъ изъ комплекса \ удалено только число 1, то 
число 1--1 въ комплекс № осталось; первое требоване, слёдовательно, выполнено. 

Обращаемся теперь ко второму требованию; комплексъ Х этому требованю 
уловлетворяетъ. Если бы въ составъ комплекса № вхолило число х, удовлетворяющее 
условю х-1=1, то, устраняя изъ него число 1 и сохравяя чисьо х, мы бы, ко- 
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представляеть собой комплексъ ЕЕ. Съ другой стороны, комплексъ 
№, содержится въ каждомъ комплексЪ Иа; дйствительно, Иа + 
- (4-1) есть комплексь И», (п. 6), и потому содержитъ комплексъ №,; 
слфдовательно, комплексъ /.41: содержить №,-—(а- 1), т. е. №. Изъ 
сказаннаго вытекаетъ, что № = № да. 

9. Число а не содержится въ комплексЪ №. 

ДЪиствительно, обозначимъ черезъ .| комплексъ чиселъ а, удовле- 
творяющихь требованю, что комплексь №, не содержить числа й; въ 
такомъ случаЪ, согласно п. 7, число 1 входитъ въ составъ комплекса _{. 
Сь другой стороны, въ виду п. 8, если въ составь комплекса _/ вхо- 
дить число д, то въ его составъ входитъ также число 5-1. Вслфлстые 
этого комплексь .{ представляеть собой комплексь И, и потому содер- 
жить въ себЪ натуральный рядъ (п. 4%. А такъ какъ индексь а вь обо- 
значени комплекса №, согласно опредфленйю (п. 6), есть натуральное 
число, то оно входить въ сосгавь комплекса „|, т. е комилексь №, не 
содержить числа 4. 

10. Если число р содержится въ комплекс №, то ком- 
плексъ А», содержится въ комплекс №. 

ДЪйствительно, если комплексъ №, содержить число /. то онтъ, со- 
держитъ также число 2-1; а такъ какъ онъ уловлетворяеть также усло- 
вю В’), то онъ при этихъь условяхъ представляеть собой комплексь И 
потому содержитъ въ себф комплексъ А» (п. 6). 

1 Если число р содержится въ комплексЪ №, то число а 
не содержится вь комплексЪ №». 

Согласно п. 9, число а не содержится въ комилексф А’,; поэтому, 
при усломяхъ заданя, оно не можетъ содержаться и въ комилексЪ №’, 


нечно. нарушили это услове Но дёло въ томъ, что такое число х не только пе 
входить въ составъ комплекса Х, но не введено вовсе опредфлешемъ п. 1, ибо его 
представителемъ долженъ былъ бы служить комплексъ, не имъюный вовсе элемен- 
товъ, а это противорфчитъ понятно о комплекс. 

Изъ сказаннаго слфдуеть, что комплексъ № удовлетворяет обоимъ требо- 
ванямъ, т.е представляеть собой комплексъ Й, Такъ какъ комплексъ №, входить 
въ составь всякаго комплекса /, (п. 6), то №, входить въ составъ комплекса №” 

Съ другой стороны, можно показать, что №” входить въ составъ каждаго 


комплекса 7,; допустимь, дЪйствительно, что И, есть комилексъ й,, въ составъ ко- 
тораго №’ не входить; но въ такомъ случа комплексъ №'--1-=№ не входилъ бы 


въ составъ комплекса 2,--1—Й (см. предыд примьчане), а это противорЪчить 
опредфленйю натуральнаго ряда №. Итакъ. комплексь № входить въ состав рса- 
каго комплекса 7, а потому входить въ составъ №,, согласно опрелфленйю этого 
комплекса. Такъ какь №, входить также въ составь №", то А, =^№", а потому кем- 
илексъ №, ие содержить числа 1. 

Понявъ всЪ детали доказательства настоящаго пункта, уже нетрудно уяснить 
себЪ доказательства п. п 8 и 9. 


14 $3 


такъ какь всф элементы послфдняго комплекса въ этомъ случаЪ принад- 
лежать комплексу М, (п. 10). 

Мы будемъ называть комплексъ №, совокупность натуральныхъ 
чиселъ, которыя больше числа а. Если {ф есть число комплекса №», 
то мы будемь говорить, что число „ь больше числа а“ н будемъ вы- 
ражать это въ знакахъ такъ 


й > 


Въ этой терминоломи предложешя п.п. 9, 10 и 11 могуть быть вы- 
ражены такъ: 
9*. Число а не больше числа 4. 


10=. Если число | больше числа 4, а число с больше числа 
р, то число с больше числа а. 


11. Если число р больше числа а, то число а пе больше 
числа (4. 


12. Каждое натуральное число н, за исключен!емъ 1, мо- 
жетъ быть получено изъ нфкотораго опредБленнаго натураль- 
наго числа т прибавленйемъ къ нему единицы, т. е. суще 
ствуетъ опрел$ленное такое число т, что п=т-- 1. Это число 
т мы будемъ обозначать символомъ и— 1. 


Чтобы доказать высказанное утверждене, обозначимъ черезъ № 
комплексь, содержащий всф числа вида и!--1, гдБЬ ш есть натуральное 
число. Въ составъ этого комплекса вхолитъ число 2, т. е. (1-1); кромЪ 
того, если число @ входитъ въ составъ этого комплекса, то въ немъ со- 
держится и число а-Н1. Слфдовательно, комплексь №" удовлетворяеть 
требованымъ @’) и [’) п. 6 при а=1, и потому представляетъ собой ком- 
плексъ Ил; такимъ образомъ комплексь №, входить въ составъ комплекса 
№. Но сь другой стороны, каждое число комплекса №” входить въ со- 
ставъ комплекса №, ибо посльднй содержитъ всБ натуральныя числа, 
кромф 1; вслЬдстые этого комплексы №; и №’ совпадаютъ. 

Итакь, каждое число комплекса №, можетъ быть представлено въ 
видЪ ш--1. Что же касается того, что ланному числу ш--1 отвфчаеть 
только одно число т, то это вытекаеть изъ предложены $5 2, 7; въ са- 
момъ дЬлф, согласно этому предложенйю, если .[ представляеть собой 
комплексъ мощности а-Н1 и © есть какой либо элементь этого ком- 
плекса, то вс комплексы .[-—@ имфютъ одинаковую мощность. 


$ 4. Теорема о совершенной ипдукщуи. 


На этомъ точномъ опредфленНи натуральнаго ряда чисель покоится 
предложеше, представляющее собой одно изъ’ наиболфе важныхъ и пло- 
дотворныхъ средствь для познаваны математическихь истииъ; это есть 


оань або ный 
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такъ называемое предложен1е о совершенной индукц!и, или заклю- 
чене оть и кь и + 1. Предложене это заключается вт» слёдующемьъ. 

Пусть <, представляетъ собой нфкоторое утвержлен!е от- 
посительно неопредЪленнаго натуральнаго числа п, т. е. прелло- 
жен!е, содержащее неопредфленнос пагуральное число нп. Если 
это утвсржден!е оказалось справедливымъ 

а} для нЬкотораго частнаго значенйя неопред5леннаго 
числа н=а. 

Ь) а также для всякаго числа и 1 въ томъ случаЪ, если 
оно справедливо для числа н, то оно справедливо также для 
всБхъ чиселъ комплекса №, т. е. для всЪхъ чиселъ н, которыя 
больше, нежели д. 

Игакь, примемъ условя а) и Ъ) и обозиачимъ черезь $ комплексъ 
тъхь чисель п, для которыхъ предложене &„ справедливо. Согласно 
усломямь а) и Ъ) число и--РТ содержится въ комплексЪ 5; этогъ ком- 
плексъ удовлетворяеть, слфловательно, требованымъ а’) и В’) $ 3. Слф- 
довательно, комилексъ №, входить вь составъ комплекса 5. Иначе говоря, 
каждое число комплекса \’, 'т. е. каждое число, которое болыце, нежели 
а) приналлежигь къ тфмь числамъ и, для которыхъ утверждене ©„ 
справедливо, — что и требовалось доказать. 


Инлуктивный процессъ умозаключеня, который представляетъ собою 
основу всбхъ опытныхъ наукъ, заключается въ томъ, что н$который 
фактъ, когорый мы наблюдали въ отдфльныхъ случаяхъ, принимается за 
обиий законъ. Дальнфйпия набяюдешя либо постоянно подтверждаютъ это 
допущене, либо опровергають его. Въ матемагикф такого рода процессъ 
можегь служить только указамемъ того пути, которому нужно слБдовать 
при разыскани истины; лля дЪйствительнаго же доказательства необхо- 
димо дополнене, точное обоснован, которое во многих» случаяхъ до- 
стигается примфненвемь доказаннаго сейчасъ предложеня; оно называется 
поэтому предложентемъ о совершенной индукщи. 


Если предложене или поняте, содержащее неопредфленное число 
п, приводится оть случая и--1 къ случаю н, то такой премъ называютъ 
также рекуррентным ъ- 


$5. Расположенте чиеель натуральнаго ряда но величин. 


Пользуясь совершенной инлукщшей, мы можемъ доказать предложе- 
не, обрагное тому, которое было приведено въ $ 3, 11. 

1. Если число а отлично отъ числа р и не содержится въ 
комилексЪ №», то число [ содержится въ комплексов №. 

а) Предложене справедливо при а = 1. Въ самомъ дЪлЪ, мы полу- 
чаемь комплексь А, выключая изъ натуральнаго ряда № одно только 
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число 1 (6 3, 7); поэтому каждое нагуральное число, отличное оть 1, 
содержится въ комплексф №. 

Ь') Лопустимъ теперь, что предложене 1 доказано для нфкотораго 
числа а. Пусть р будетъ число отличное отъ 4. Дано, что 

число 1 не содержится въ комплексЬ №, и, слБловательно, (согласно 
допущенно, число р содержится въ комилексф №. 

Требуется доказать: 

если число р отлично оть а+1 и число 44-1 не солержится въ 
комплексЪ №» то число { содержится въ комплексь №4. 


При доказательствь мы можемь также принимать, что число р от- 
лично отъ 4; если бы [р — а, то число а--1 содержалось бы въ ком- 
плексЪ № ($ 3, 6). 

Такъ какъ число а-4-1 не содержится въ комплексЪ №, то въ немъ 
не содержится и число 4: если бы послфлнее вхолило въ составъ ком- 
плекса №» то въ его составъ, согласно опредфлению ($ 3, В’), должно 
было бы войти и число а- 1. | 

Согласно заланю, число { входитъ въ составь комплекса № такь 
какъ при этомъ ($ 3, 7) 


№ = Ма + (@-+ 0, (1) 


число же р отлично отъ а 4-1, то оно необходимо входить въ составъ 
комплекса №.да, что и требовалось доказать. 

Такимь образомъ, въ силу теоремы о совершенной индукщи, пред- 
ложеше 1 справедливо при а==1, а также для всфхъ чиселъ а, содержа- 
шихь въ комплексь №, т. е. для всфхъ чиселъ натуральнаго ряда. Изъ 
всего сказаннаго ($ 3, 11 и 5 5, 1) вытекаеть слБдуюцйй выводъ: если 
числа а ир различны, то либо число а содержится въ комплексЪ 
№» либо же число | содержится въ комплексЪ .\.; то и другое 
вмЪфстЬ не можетъ имфть м$ста. Это даеть возможность расположить 
числа натуральнаго ряда по величин$. 

Дополнимь опредфлеше $ 3, 11, именно: если число р содержится 
въ комплексь №», то мы будемъ говорить, что число ф больше числа 
а, а число а меньше числа р. 

Сльдовательно, если число 4 отлично оть числа В и не больше, 
нежели р, то оно меньше числа 6. Относительно двухъ различныхъ чи- 
сель а ир такимъ образомъ строго опредфлено, которое изъ нихъ больше, 
которое меньше. Если р есть болышее изъ этихъ двухъ чиселъ, то мы 
будемъ писать 


зона 


одно изь этихь соотношенй представляеть собой слфдстые другого. 


ООО 
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ВмфстЪ сь тЬмъ предложене 5 3, 10* можеть быть дополнено слфдую- 
щимъ образомъ. 
2. Если число а меньше, нежели [, а р меньше, нежели с, то 
число { меньше, нежели с. 


3. Если число 4 меньше, нежели р, то а4+-1 меньше, нежели 


Ь- 1. 

Вь самомъ дЪлЪ, 

Ма —= № — и Мы = № — 4. (2) 

Если теперь а СЁ, то комплексь №» представляеть собой правиль- 
ную часть комплекса №., при чемъ число а-ЕР не содержится въ ком- 
плексь №5; слёдовательно, комплексъ №» входить въ составь комплекса 
№; комплексъ-же №, (6+1) составляетъ часть комплекса №.4.. Это 
и составляеть содержанше доказываемаго предложен '“). 

4. Всф комплексы №, имЪютъ одинаковую мощность—и имен- 
но ту же, что и комплексъ №. 


Дфиствительно, если отнесемъ каждый элементъ 4 комплекса № числу 
а--1 комплекса №, то между комплексами № и № будетъ установлено 
однозначное соотвфтстве; они имфютъ, слфдовательно, одинаковую мош- 
иость. Точно такь же мы получаемь однозначное соотвфтстие между 
комплексами №, и Мда, если мы отнесемъ каждый элементь п комплекса 
№, элементу п-1 комплекса №4; вслфдстые этого комплексъ Мы 
ныфетъ ту-же мощность, что и комплексъ №. Въ силу закона индукщи, 
мы отсюда заключаемъ, что комплексы № и № имфють одну и ту-же 
мощность. Если мы обозначимъ мощность всфхъ этихъ комплексовъ че- 
резъ и, то число ® совнадаеть съ «-{1, а потому ® есть безконечное 
или, по Кантору (С. Сап®юг), трансфинитное число. 


1") Это доказательство также изложено очень сжато- 

Прежде всего покажемъ, что при В>?а число а--1 не содержится въ ком- 
илексь №, Такъ какъ В >а, то число $ принадлежить комплексу М, (опр. 5 3,11). Соот- 
ношене (1) обнаруживаеть, что число 2 либо совпадаеть при этомъ съ а--1, лнбо 
содержится въ комплексЪ М. Если число Ь совпацаеть съ а- №, то №, есть Мел, 
а потому число а-Е1 въ его составъ не входить ($ 3,9). Если же число Ь входить 
въ составъ комплекса № 11, то и въ этомъ случа число а--1 не входить въ со- 
ставъ комплекса №, (3,11). 

По условшю Б>а, т е. число 6 приналлежить комплексу №, а потому ком 
плексъ №, входить въ составъ комплекса М, (8 3, 10). Но такъ какъ число а-|-! 
въ комплексЪ №, не содержится, то мы можемъ исключить изъ комплекса № число 
(а--1), и комплексъ №, будеть все же содержаться въ оставшемся комплекс. Но 
оставиййся комплексъ [соотн. (2)] есть №; слБдовательно, комплексъ №, входитъ 
въ составь комплекса №41, а потому въ составъ комплекса №41 входить и 
число 611, принадлежащее комплексу №, Иными словами, ь--Г>а-[ (опр. $ 3, 11) 


Воберъ, Энциклоп. зломонт. элгобры. з 


18 55 
Всяк!й комплексъ, имфюцИЙ ту же мощность, что и ком- 
плексъ №, пазывается исчислимымъ комплексомъ. 
5. Если комплексъ М солержитъ въ себЪ безконечный ком- 
плексъ .4, то онъ и самъ представляеть собой безконечный 
комплексъ. 


Въ самомъ дфлЪ, пусть © будеть элементъ, не входяшЙ въ составъ 
комплекса \Ё составимъ комплексь М’ == АМ-+-х. Такъ какъ по условию 
комплексь „| безконеченъ, то онъ можеть быть связанъ однозначнымъ 
соотвБтстыемъ съ комплексомъ 1. Если мы затфмъ отнесемь каждый 
изъ остальныхъ элеменговъ комплекса А] (т.е. элементы комплекса М—.1) 
самому себЪ, то этимъ будетъ установлено однозначное соотвфтствье 
между Ми М. Если поэтому в есть число комплекса М, то оно совпа- 
даегъ съ «1, и потому безконечно. 


6. Если мощность какого либо комплекса М не совпадаетъ 
сь мощностью ни одного изъ чиселъ натуральнаго ряда, то онъ 
содержитъ въ себЪф часть, иифющую мощность натуральнаго ряд а, 
а потому онъ безконеченъ. 


Комплексъ М, какь всяюИ комплексъ, содержить въ себЪ часть Ай 
мощности 1. Выдлимъ такую часть и отнесемъ кь ней число 1. 


Теперь допустимъ, что комилексъ М имфеть часть Мо мощности 
натуральнаго числа а, содержащую вь себЪ АЙ. Такъ какъ самый  ком- 
плексь М не имфеть мощности натуральнаго числа, то комплексь Ма 
представляегь собою правильную часть комплекса М,—иначе говоря, въ 
комплексф М имфются элементы, которыхъ нфтъ въ комплексь М». Вы- 
бравъ одинъ опредфленный изъ этихъ элементовъ, отнесемь ему чи- 
сло а--1 и присоединимъ его къ комплексу М.. Такимъ образомъ мы 
составимъ комплексъ Мда, заключающй въ себЪ комплексъ М, и пред- 
ставляюшй собой часть комплекса М. Въ силу закона индукщи мы 0т- 
сюда заключаемъ, что такое построене возможно для каждаго числа 1,/— 
иными словами, что кажлому числу натуральнаго ряда можно отнести 
элементь комплекса М, что и требовалось доказать. 

Изь всего сказаннаго вытекаетъ, что поняше о натуральномъ 
числ совпадаеть съ понятемь о конечномъ числЪ, какъ оно было 
установлено въ 6 3, 3. 

7. Во всякомъ конечномъ числовомъ комплексЪ 5.,, содер 
жащемъ 4 натуральныхъ чиселъ, имфется одно наибольшее и 
одно наименьшее число. 

Само собою разумЪфется, что теорема справедлива при а =1; въ 
этомъ случаБ комплексь .[ состоитъ изъ одного только числа, которое 
само можеть быть разсматриваемо, какъ самое болышее и самое меньшее 
число этого комплекса. Допустимь теперь, чго теорема доказана для нЪ- 


Ра 
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м 
лз Самое. большее число комилекса 5 . Каждый комплексъ Зе получается 


котораго опредфленнаго значеня 1, и пусть <) будетъь самое меныцее, 


изъ н$фкотораго комплекса 5, путемъ присоединеня одного новаго числа 
до- Если теперь 5<3и, то до представляетъ собою самое меньшее, }» самое 
большее число комплекса 54а; если №024. ТО 1, есть самое меньшее, Хо 
эамое большее число комплекса Эа; если, наконецъ, << да, то д, есть 
самое меньшее, у, самое большее число комплекса Эм. Въ силу совер- 
шенной индукщи, предложене такимъ образомъ доказано. 


$ 6. Кардинальныя чиела. Системы ечислентя. 


Если мы выключимъ изъ натуральнаго ряда М комплексъ №, то 
останутся, кромЪ числа 1, только тЪ числа, которыя меныие (1, ибо каж- 
дое число, большее, нежели 1, принадлежитъ комплексу М№,. 

Этоть комплексъ мы будемъ обозначать черезъь Ё,, такъ что 


Ве = М — М, 


Комплексь Ё, состоить, слфдовательно, изъ всфхъ чиселъ ин, уловлетво- 
ряющихъ условйо 
С 


и -@, 


или въ словахъ——изъ всфхъ чиселъ, которыя равны или меныше числа д- 

1. Комплексъ Е44 получается изъ комплекса Ё путемъ 
присоединен{я къ послфднему числа а 1. 

Въ самомъ дЁлЪ, изъ комплекса №, мы получаемъ комплексь №, 
выключая изъ него число 4--1; поэтому, чтобы изъ комплекса № № 
получить комплексь №— №4, кь нему нужно только присоединить" 
число 4-1. 

2. Число Ё, имЪетъ мощность а. 

Доказательство ведется инлуктивнымь путемъ. Предложеше справед- 
ливо, если ( — 1, потому что комплексъ Ё, содержить только олно 
висло 1. Если же прелложеше справедливо для комплекса Ес», то, въ силу 
прелылущаго предложены, оно справедливо также для комплекса м 

Итакъ, До. есть конечный комплексъ, и если р>а, то комплексь Ё, 
представляеть собой правильную часть комплекса /», ибо комплексъ №, 
есть правильная часть комплекса №. 

Если поэтому комплексы [и В суть предсгавигели натуральныхъ 
чисеть {и [, го комплексь .|[, которому соотвфтствуеть меньшее число 
можеть быть приведень въ однозначное соотвфтстые съ правильною 
частью комплекса 13; и обратно, если одинъ изъ двухъ конечныхь ком- 
плексовъ можеть быть приведенъ въ однозначное соотвтстые съ пра- 


вильною частью другого, то ему отвф$чаетъ меньшее число. Г 
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Комплексъ Ё, представляеть собой кардинальное (количественное) 
число. Онъявляется наиболЪе удобнымь представителемъ категорм, содер- 
жащей всЪф комплексы мощности 4; имъ и пользуются, большей частью, для 
этой цфли. Каждый конечный комилексъ . [ можетъ быть однозначно сопря- 
женъ сь одиимъ изъ комплексовь Ё,. Самое производство эгого сопряже- 
ня называется счетомъ. !5). Вм5стЬ съ тёмъ мы приходимъ къ заклю- 
чению, что результатъ счета элементовъ комплекса не зависить оть по- 
рядка, въ которомъ мы производимъ отсчеть 16). Для производства счета 
элементы комплекса № получаютъ опредфленныя названя и обозначаются 
особыми знаками, между которыми основными являются 


1, 2,3, 4. 9,62748:09. 


Такъ какь при счетЪ комплексовъ, содержащихъ много элементовъ, 
запасъ названй и знаковъ для чиселъь скоро бы истощился, то пришлось 
прибЪгнуть къ особому способу производства счета; способъ этотъ за- 
ключается въ томъ, что извфстныя группы чиселъь соединяются вВЪ новыя 
группы, и производится счеть не отдфльныхъ единицъ, а этихъ группъ. 


Это сказывается уже въ язык въ образовани словъ: десять, двад- 
цать, тридцать, сто, двфсти, триста и т. п. Но еще совершеннфе наша 
цесятизная система счисленя. Въ этой систем, когда мы пишемъ какую 
нибудь цифру а, необходимо чфмь-нибуль обозначить, камя единицы 
она выражаетъ. Когла искусство счета находилось еще въ первобытномъ 
состоянти, то это достигалось тфмъ, что цифры, смотря по значению вы- 
ражаемыхъ ими единицъ, помфщались въ особыя рубрики счегной таблицы 
или счетной доски (АБасиз). По сравненйо съ этимь было огромнымъ 
шагомъ впередь, когда пришли къ мысли обозначать особымъ  знакомъ, 
нулемь, „О“, если какая-либо рубрика остается незанятой, т. е. не 
содержитъ вовсе ни олной единицы. Благодаря этой идеЪ, весь аппаратъ 
оказался вовсе излишнимьъ, такъ какъ мЪфсто, занимаемое цифрой, 
оказалось достаточнымъ для обозначеня единицъ, которыя она выражаетъ. 
Такова простая мысль, служащая основашемъ совершенной системы  счи- 
сленя, которой мы теперь пользуемся. 

Это удивительно простое твореше человфческаго духа, втяше кото- 
раго на все развит е западной культуры, какъ правильно замфчаетъ Кро- 
некеръ (Ктопескег), даже не можетъ быть достаточно оцфнено, возникло, 


>) Если намъ нужно соститать элементы комплекса А (а, В, в, 4), то мы ©1- 
носимъ элементу и число 1, элементу Р число 2, элементу с число 3 и элементу 
4 число 4. Операщя закончена и заключается въ томъ, чмо комплексъ А одно- 
значно сопряженъ съ комплексомъ Ё». 


*°) Потому что каждый комплевсъ, какъ было показано выше, можетъ быть 
связань однозначнымь соотвЪтствемъ только сь одиимъ изъ комплексовь Ки. 
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повидимому, въ Инди и съ ХП столфИя, начинаеть, благодаря арабамъ, 
медленно распространяться на ЗападЪ. 


Интересная попытка научно произвести соединене числовыхь группъ 
въ высшя единицы имфется въ литературЪ древней Греши у Архимеда 
(287—212 до Р. Х.) вь недошедшемъ до пась письмь кь Дзейксипу 
(бе ттос,) а также въ другомъ сохранившемся его сочинени ити 5“ 
(„счетъ песка“). ПослФднее сочиненйе замфчательно еще вь томь отно- 
шенш, что въ немъ имются свфлеНя о космогоническихь воззрЪняхь 
древнихъ. 


Въ этомъ сочинени авгоръ ставить себф задачей называть весьма 
большИя числа; онъ облекаетъ эту задачу въ своеобразную форму: онъ 
хочеть назвать число, превышающее число зернъ песка, которое можетъ 
содержать шаръ, обнимаюций всю вселенную. Съ чрезвычайно утомитель- 
ной тщательностью онъ вычисляеть массу, которую онъ долженъ при 
этомь принять, чтобы быть увфреннымъ, что онъ не оцфниваетъ ее 
слишкомъ малымъ числомъ “). 

Чтобы называть тая громадныя числа, онъ разсматриваеть числа 
до ста миллюновъ (мирадъ мир!аловъ), какъь первыя числа. Число сто 
миллтоновЪ, которое въ нашей систем  счислешя изображается | съ 
восемыо нулями, образуеть единицу вторыхъ чиселъ, которыя онъ 
также считаеть до ста миллюновъ. Изъ ста милтоновъь этихъ единицъь 
онъ образуетъь единицу третьихъ чиселъ, которая изображается у насъ 
1 сь 16 нулями. Чтобы сосчитать зерна песка, нужно лойти только до 
восьмыхъ чиселъ, единица которыхъ изображается у насъ черезъ 1 съ 64 ну- 
лями. Но Архимедъ въ своихъ теоретическихъ разсужденяхъ доходить до 


*) Любопытенъ способъ, которымъ Архимедъ пользуется для опредБленя 
размфровъ вселенной. 

Обыкновенная точка зрфня, говорить онъ, заключается въ томъ, что земля 
составляеть центръ вселенной и что ращусъ круга, по которому солнце катится 
вокругъ земли, представлясть ссбой въ то же время ращусъ вселенной. Между 
тЬмъ Аристархъ Самоссвй (около 270 г. до Р. Х.) допускаеть, что солице пред- 
ставлясть собой центръ, вокругъ котораго вращается весь мъ; ращусъ же все- 
ленной, т. е. ращусь сферы неподвижныхь звфздъ, относится къ ращусу земной 
орбиты, какъ поверхность шара къ своему центру. 

Аристархъ, очевидно, хотЁль этимъ сказать, что вселенная безконечна и не- 
измфрима; но Архимедъ пользуется этимъ для спред$леннаго измфреня. Такъ какъ 
не можеть быть р5чи объ отношеши поверхности шара къ ея центру, т. е. къ точ- 
къ, не имбющей размБровъ, то онъ толкуеть слова Аристарха въ томъ смыслЪ, 
что сфера неподвижныхь звфздъ относится къ сфер земного пути такъ, какь по 
обычному воззр6нНю вселенная, т. е. сфера солнечной орбиты (вокругъ земли), 
относится къ своему центру, т. е. кь поверхности земли. Разстояше земли оть 
солнца онъ принимаеть при этомь слишкомъ малымъ, относительно же размфровъ 
земли его соображен!я гораздо болфе близки къ истинф. 
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чисель стомиллюниаго порядка, нослфднее изъ которыхъ (изображаемое у 
насъ единицей съ 800000000 нулей) образуеть единипу второго пе- 
р!ода, съ которой можно далфе поступать такъ же, какь сь простой 
единицей. 

Въ теоретическихъ разсужденяхъ мы булемъ часто обозначать числа 
буквами, какь мы это неоднократно уже дфлали выше, чтобы выражать 
короче и понятнфе, нежели въ словахъ, что соотвфтствующия утвержденя 
относятся не кь тёмъ или другимъ опредЪфленнымъ числамъ, а ко всякому 
числу вообще. Но эти буквы не означаютъ, какь въ греческомъ языкЪ, 
опредфленныхъ чиселъ; напротивъ того онф могутъ быть замфнясмы со- 
вершенно произвольными числами. Поэтому операши надъ такого рода 
знаками или символами называются буквенными вычислен!ями. 

Предложене, высказывающее, что нфкоторый символъ й имфеть то 
же значеше, что и символь {, называется равенствомъ; при помощи 
математическихъ символовъ оно выражается такъ: 


а = в. 


А 
Ариеметическля дЪйств1я. 


8 1. Сложеще. 


Мы воспользуемся совершенной индукщей для доказательства `слф- 
дующаго предложения. 

1. Если мы соединимъ два конечныхъ комплекса / и Ввь 
одинЪ комплексъ, то получимъ конечный комнлексъ. 

При доказательств мы можемъ ограничиться предположенемъ, что 
комплексы „Г и В не имфютъ общихъ элементовъ. Въ самомъ дфлЪ, если 
всБ элементы комплекса В принадлежать также комплексу , то, 
комплексъь /[--В=., а потому представляеть собой, согласно условю, 
конечный кбмплексъ. Если же Г) есть пересфчене комплексовь Ли В 
то ВП есть часть комплекса В, не имфюшая общихъ элементовъ съ 
комплексомъ „[; вмЪстЪ сь тЬмъ (5 2, 5) 


В 


Такимь образомь мы можемъ съ самаго начала принять, что ком- 
плексы (Ги В не имфютъ общихь элементовъ. Если теперь комплексъ 
В содержить только одинъ элементь 8, то доказываемая теорема спра- 
ведлива, потому что комплексъ .{-- В, согласно предложению $ 3, 3, 
представляеть собой конечный комплексъ. Теперь примемъ, что { есть 
число элементовъ комплекса В и что наше предложене для комплексовъ 
„Ш и В уже доказано, такь что {+В представляютъ собой конечный 
комплексъ. Если теперь 8’ представляеть собой новый элементь, не со- 
держашйся пи въ ни вь В, то В-Н также есть конечный комнлексъ, 
число элементовъ котораго есть 2-1. Поэтому комплексъ 


ЕВ ЕВЕ, 


въ силу того же $ 3, 3, конеченъ. 
Всф условя, необходимыя для примфненя совершенной индукщи, 
такимъ образомъ на лицо, и, слфдовательно, наша теорема доказана. 
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2. Итакь, если „Ги В суть конечные комплексы, не имбБюниие об- 
щихъ элементовъ, ади { суть ихъ числа, то комнлексу ./-- В также 
отвЪчаеть опредфленное число, которое мы будемъ обозначать символомь 
а--Р и называть суммою чиселъ 4 и р. Это число а-[ не мЪняется, ес- 
ли мы замфнимь комплексы „| и В другими комплексами „Ри В’ той ж 
мощности. Въ самомъ дЪлЪ, каждое однозначное соотв$тстве, связывающес 
комплексъ 4 съ комплексомъ и комплексъ В съ [’, устанавливаетъ такжи 
однозначное соотвфтстые между комплексами .[-|+-Ви.Ё-Е В’. СлБдователи- 
но, чтобы опредфлить число 4-Е, мы можемъ воспользоваться любыми прел- 
ставителями чисель {и 6, напр. пальцами руки, монетами; вообще дру- 
гого пути для этой цфли не существуетъ. Съ ранняго дфтства мы запе- 
чатлфваемь въ своей памяти результаты образованя суммы для небол- 
шихъ чисель и во всякй моменть можемъ ими воспользоваться при на- 
добности. Наша инд@ская система счислейя имфеть то преимущество, 
что намъ достаточно знать результаты для немногихь случаевь, когда 
дир взяты изъ ряда чисель 1, 2, 3, 4, 65, 6, 7, 8, 9. 

Образоване суммы называютъ также сложентемъ или складыва- 
нтемъ. Относительно сложеня, на основанйи прелылущаго, легко вывест!! 
слфлуюния основныя предложенйя. 

3. Вь $2, 5 мы видфли, что 


Вы 
А 


каковы бы ни были комплексы ./, Ви (;. Если мы примфнимъэто соот- 
ношене къ тому случаю, когда .[, Ви (С представляютъ собой конечны 
комплексы, не имфюнуе общихь элементовъ, и обозначимъ черезь а, Би 
с соотвфтствующия имъ числа, то мы отсюда получимъ: 


а =Ь о (1) 
(а Ре =а- 4) = а -Ь (2) 


Естественно, что числа а, Ви с не должны быть необходимо различны. 
Первое изъ этихъ соотношенй выражаетъ, что сумма не зависить отъ 
порядка сложешя и называется перем$стительнымъ или коммутатив- 
нымъ закономъ. Второе соотношене выражаетъ, что для сложен трехъ 
чисель можно сначала составить сумму мобыхъ двухь изь нихь и къ 
посл5дней прибавить третье число. Это можеть быть выполнено тремя 
способами, которые всБ даютъ олинъ и тотъ же результать. Это соот- 
ношене извЪ5стно подъ названемь сочетательнаго или ассощ1атив” 


наго закона. 
Эти законы допускаютъ еще значительное обобщене. Если .Ё, В, (* 
-... № суть произвольные комплексы въ конечномь числЪ, то существует 
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опрелфленный комилексъ 5, который содержить всБ элементы этихь ком- 


плексовь и никакихъ другихъ. Этотьъ комплексь можно обозначить 


С ИМВОЛОМЪ 
ее В 


При помощи совершенной индукщи, на основани_  предложеня 1, ие 
грудно вывести, что $ есть конечный комплексъ, если конечны комплексы 
В, С... М’). Если комплексы В, С... Х не имыоть попарно 
никакихь общихь элементовъ, то число комплекса 5 называется суммой 


чисель комплексовь 1, В, С... № если обозначимь послБлны числа 
черезъ а, В, с... м, а число комплекса $ черезь х, то мы будемь 
писать 

рее Ч бое... № 
числа а), Сс..Н мы будемъ называть слагаемыми, образующими 
сумму +. 


Число $ опредфляется посредствомъ отсчета элементовъ въ ком- 
плексЪ 5. При вычисленш поступаютъ обыкновенно короче: пишуть сла- 
гаемыя въ произвольной послфдовательности и затфмъ, начиная сверху 
или снизу, прибавляютъ каждое слфлующее число къ полученной уже 
суммЪ. Что результать этого вычислешя не зависить оть порядка сла- 
гаемыхъ, слфдуетъ изъ того, что число не зависить оть порядка, въ 
какомъ мы считаемъ элементы представляющаго его комплекса ($ 6). 

Если слагаемыя написаны въ десятичной системЪ, то сначала  скла- 
дываютъ единицы, затфмъ десятки, потомъ сотни и т. д.; если при сло- 
жеши единицъ какого-либо разряда образуются единицы высшаго разряда, 
то ихь нужно прибавлять кь елиницамь соотвфтствующаго разряда. 
Этому обучаются уже дфти. 

4. Сложене содержитъ, какь частный случай, правило, посредствомъ 
котораго мы въ $ 3 опредфлили по числу т непосредственно сльлующее 
число т-|-1. Точно также изъ данныхъ въ $ 3 опредфленй терминовъ 
„больше“ и „меньше“ слБдуетъ, что сумма нЪсколькихъ чиселъ изъ ряда 
а. с... п меныше, нежели сумма всфхъь ихъ, — что’ сумма увеличи- 
вается съ увеличемемъ одного или н5сколькихъ слагаемыхЪ. Все это вы- 
текаеть изъ того, что меньшее чнсло соотвфтствуеть тому изъ двухь 
комилексовъ, которое можетъ быть приведено въ олнозначное соотв$т- 
стые съ правиль‘ой частью другого комплекса {5 6, 2}. 


'! Доказательство ведется такъ: если допустимъ, что предложеше справедли- 
во. когда $ состоить изъ я комплексовъ, то въ случаЪ =-|1 комплексовъ 


АВС... мхом иж 5-\ 


10э10му оно оправдывается въ силу предложеня 1. 
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8 8. Умноженте. 


Часто приходится составлять суммы одинаковыхъ слагаемыхъ; для 
нихь введено особое обозначене. Чтобы это объяснить, предположимъ, 
что намъ дано 4 слагаемыхъ, которыя вс равны (, и что нужно образо- 
вать сумму всБхъ этихъ чиселъ, т. е. напримфръ 


ЬЬ-Ь при а = 3 
БЕ Ь при а = 4. 


Сумму этихъ ( чисель мы будемь обозначать символомъ а.ф, или аж, 
или, наконець, просто черезь 48. Образоване этой суммы называется 
умножен!емъ числа р на число а. Число ф называется множимымъ, 
число 4 множителемъ, аа[-—результатъь умноженя— произведен!емъ чи- 
сла В на число д. 


Согласно опредфленю, 4.1=4; мы положимъ также?, 1.[=[, такъ 
какь это въ предыдущемь опредфлеши не содержится. Умножене на 
большаго множителя можеть быть приведено къ умножению на меньшихъ 
множителей посредствомъ рекуррентной формулы 


(а-Н0ь = а + Ь, (1) 


которая, въ виду установленнаго выше соглашеня, сохраняеть свою силу 
гакже при а=1. 

2. Первое основное предложен е относительно умноженя есть за- 
конъ перемЪфстительный, заключаюнийся въ томъ, что результать 
умноженНя не измфнится, если мы множимое и множителя замфнимъ 
другъ другомъ; этотъ законъ выражается соотношенемъ 


а == 16 (2) 


Доказательство этого предложеня можелъ быть произведено при 
помощи совершенной индукши. Представимь себЪ а конечныхъ компле- 
ксовь [, которые мы для отличя будемъ обозначать черезъ Ви, В,, ... 
В.; допустимь, что эти комплексы не имфютъ попарно общихъ элементовъ, 
но всь имЬють одну и ту-же мощность 6. Въ такомъ случаЪ произвс- 
еше ав представляеть собой число комплекса М, который получимъ, 
если соединимъ всЪ наши комплексы В, В, ... Во- 

Теперь къ каждому изъ комплексовъ В;, В, ... В» мы присоединимъ 
еще по одному элементу, такъ что В перейдетъ въ р-{-1. Этимъ мы при- 
соединяемь кь М еще а новыхъ элементовъ. Если М есть комплексъ, 
который мы такимъ образомъ получаемъ вмфсто М, то онъ выражается 


2, т.е. введемъ въ качестеЪ сссбаго ссглашг’еня 


Ач 
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числомь аб - а; съ другой стороны, тоть же комплексъ можеть быть 
выраженъ числомъ а(6-|-1‚, а потому 


аб + а = а; (3) 


это соотношене сохраняеть свою силу и при р—=1. Но при 6=1, вь 
силу самаго опредфленя, 


И 00 


Если мы поэтому примемъ, что соотношеше (2) локазано лля 
нфкотораго значеня числа 6, то изъ равенства (3 вытекаеть 


а(ь-т) — ра а; 


если же мы въ соотношени (1) замфнимьъ аи р другь другомъ, го 
получимъ 


ра а = (0-14; 


слфдовательно, 


ат) = (Па, 


т. е. справедливость соотношеня (2` доказана и для ближайшаго боль- 
шаго значеня числа р. Мы можемь поэтому примфиить инлуктивпый 
премъ, и предложене доказано во всемъ его объем$. 

Въ силу этого нфть болфе основайй къ тому, чтобы отличать другь 
оть друга множимое и множителя; ихь называютъ обыкновенно безраз- 
лично сомножителями произведен. 

Для производства умножен я достаточно знать произведешя любыхъ 
двухъ чиселъ въ ряду 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 которыя мы составляемъ не- 
посредственнымъ счетомъ и запечатлфваемъ въ сноей памяти. Десятичная 
система счисленйя даеть возможность извЪфстнымъ способомъ составлять 
произведеня большихь чиселъ. 

3. Законъ сочетательный или ассоц1ативный. 

Представимъ себЪ теперь, что каждый элементь во всфхъ комиле- 
ксахъ В;, 3,, В... В, замЫцщенъь н®которымъ комплексомъ (5; прелноло- 
жимъ, что всЪ эти комилексы (7 имфють одинаковую мощность (г, но 
никаюе два изъ нихь не имфють общихь элементовъ. Теперь соедипимъ 
всЪ элементы этихъ комплексовъ (7 въ одинъ комнлексь [, число кото- 
раго намъ нужно опредфлить. 

Но число комнлексовъ (; есть аб; слБдовалельно, число всбхь эле- 
ментовъ комплекса Р’ равно 


(абс. 


Съ другой стороны, въ каждомъ комплекс В содержится {с эле- 
ментовъ; а такъ какъ число комплексовь В равно а, то число элементовъ 
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комплекса равно также 
а (с). 
Отсюда получаемъ соотношене 
(аб)с = а(65), 


которое и выражаеть сочетательный или ассощативный законъ. 
Сочетая этотъ законъ съ предыдущимъ, мы можемъ представить произ- 
ведене трехъ сомножителей въ 12 различныхъ видахъ. 

Правило производства вычисленя можно выразить слфдующимъ об- 
разомъ: выбираемъь любыя два изь данныхъь трехь чисель а, Вбиси 
перемножаемъ ихъ,— произведене же умножаемъ на третье число; резуль- 
тать не зависить отъ того, какъь мы выбрали первыя два числа, и такъ 
какъ поэтому скобки уже не нужны, то мы обозначиъ его такъ: 


м 906. 


Число т называется произведен!емъ трехъ чиселъ а, ри се по 
сл5дя называются сомножнтелями этого произведения. 

Доказательство перемфстительнаго и сочетательнаго законовъь можно 
сдфлать нагляднымъ, если мы представимь себЪ элементы комплексовъ 
(’ въ видЪ шаровъ; шары эти распредфлимъ въ ряды по с вь каждомъ 
рялу; 6 такихъ рядовьъ расположимъ въ вид прямоугольника, и затЪмъ а 
такихъ прямоугольниковъ положимъ одинъ на другой. Вся фигура имфетъ 
въ такомъ случаЪ видь прямоугольной призмы, три сходящихся ребра 
которой соотвЪфтственно содержатъ а, ри с шаровъ. Эти шары можно 
тремя способами распредфлить въ прямоугольники, а каждый прямоуголь- 
никъ двумя способами разбить въ ряды. 

4. Опираясь на эти предложеня, мы можемъ при помощи индукщи 
опрелфлить произведене любого числа множителей. 

Положимъ, что намъ данъ комплексь №, состояний изъ чиселъ 


Ч 0 с д О 


Пусть г будеть число этихъ чиселъ. Выберемь изъ нихь произвольно 
два, перемножимъ ихь и присоединимъ произведеме къ остальнымъ чи- 
сламь. Мы получимъ комплексъ, содержаний г—-1 чиселъ. Съ этимъ ком- 
плексомъ мы поступимъ такъ же, какъ сь прежнимъ, т. е. вновь выбе- 
ремъ два числа перемножимь ихъ и присоединимь произведене кт, 
остальнымъ числамъ. Этоть процессь мы продолжимъ до тБхь поръ, пока 
не получимь только одно число. Это число не зависить отъь того, 
какъь мы выбирали въ каждомъ случаф два числа для перемноженЯя, т. с. 
не зависить отъ порядка нашего вычисленя. Это число мы будемь н=- 
зывать произведен1емь сомножителей а, 6, с, ...Н и, обозначая 


1% 


= 
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его черезь т, будемъ писать 
т = абей ... в, 


т. е. попросту напишемъ сомножителей одинъ за другимъ. 

Для локазательства высказаннаго утвержден!я, на которое опирается 
это опредфлене *), мы вновь воспользуемся совершенной инлукщей. Какъ 
было доказано вь н.п. 8 и 3, предложеше это справедливо, когда г==2 
или же когда г=3 (здЪсь нельзя ограничиться случаемъ г=2, т. к. при 
двухьъ сомножителяхь ассощативный законъ не находитъ себЪ примфненя.. 
Теперь иримемь, что наше предложене справедливо для произведены 
„1 сомножителей и локажемъ, что оно при этихъ усломяхъ справедливо 
и для произведеня г сомножителей. Итакъ, въ систем ^ выберемь 
прежде всего два числа и составимь ихъ произведен; за эти числа мо- 
гуть быть взяты а и /—это зависить только оть обозначеня; мы полу- 
чаемъ такимъ образомъ комплексь А’ содержащй г—1 чиселъ 


асе, Е. о ФЛ 


Если мы теперь начнемъ нашъ процессъ иначе, то мы можемъ либо 
выбрать первые два множителя отличными отъ Чи р, напримфръ соста- 
вить комплексъ №” изъ г 1 чиселъ 


а м. 0, 


или же сохранить одно изъ чисель Ти р, т. е. составить, скажемъ, 
комплексь 


в 
Согласно допущенйю, произведеня чиселъ въ каждомъ изъ компле- 
ксовь |, А"и №" не зависятъ оть порядка вычисленя; вслфдстве этого 
вычислеНе можно продолжать такъ, чтобы послф перваго-же према ком- 


плексы Ки №, а также комплексы К’и А" дали тождественные ре- 
зультаты; именно, комплексы &’и К", очевидно, могуть дать комплексъ 


(аб), (са), .... п; 
комплексы-же Л’ и А”” могуть дать результатъ 
(О @ совы И 


А такь какь К’, какь уже было сказано, во всякомъ случаЪ даеть одно 
и то же окончательное произвелене, то то же произведеше даютъ ком- 
плексы А" и №. 

5. Изь соотвфтствующихь предложенй относительно сложенЯ не- 


з} т. е. что результать не зависить оть порядка процесса 
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посредственно вытекаеть, что произведеше двухь сомножителей возра- 
стаеть съ каждымь изъ пихъ, т. е. если 


А а’, 
то 
ав > аб; 


и подавно, если 


и > и, 

то 
ар > а. 

Посредствомъ инлукши отсюда легко вывести предложене, что произве- 
дене какого угодно числа сомножителей возрастаетъ, если увеличимъ 
нфкоторые изъ его множителей, а остальные оставимъ безъ измфненй. 
Какъ слЬдстые отсюда, получаемь также, что произвелене ас лишь въ 
томъ случаф равно произведенйю фе, если @ = $. 


$ 9. Ироизведеня суммъ. ` 


1. Положимъ, что въ произведен двухъ сомножителей одинъ изъ 
нихь представляегь собой сумму нЪсколькихъ слагаемыхъ. Въ этомъ слу- 
чаЪ произведенше можно представить въ видЪ суммы такого’ же числа 
слагаемыхъ, не производя сложеня предварительно. Положимъ, напримфръ, 
что намъь нужно помножить сумму г слагаемыхъ 


$ =ачь Не... т 


на число 7и; согласно опредфленю умноженя, это произведеше равно 
сумм Ш слагаемыхь, равныхъь 4, Ш слагаемыхъ, равныхъ рр ит. д... т 
слагаемыхъ, равныхъ и. Такъ какь мы можемъ соединять слагаемыя въ 
каюя угодно группы и производить сложеНе въ какомъ-угодно порядкЪ, 
то мы можемь соединить 7 слагаемыхъ, равныхъ 4, т. е. составить про- 
изведенше пш, затЪмъ взять всБ слагаемыя 6, т. е. составить произведене 
п, и наконець составить произведене тн. Такимъ образомь мы по- 


лучимь 
т; = та ++ ть тс + .... ти. 


Чтобы показать, что намь нужно помножить всю сумму а | В -- 
.... - п, нужно воспользоваться скобками; сообразно этому, пишемъ 


т (а Ь-Не-.... т = па ть те-.... тп. @) 


Въ виду-же закона перемфстительнаго при умноженми, мы отсюда 
получаемъ также 


(а-Н-Е-.... т = ат я | ет-.... В пт. (2) 
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Часто случается, что сумма дана въ форм 


та + ть - те - .... + тя, 


но что по тмь или инымъ причинамъ выгоднфе представить ее въ одной 
изъ формъ 


т(еа-ь-ее-.... п) или (а В-Ес-.... п Вт. 


Эта операщшя называется вынесен1емъ за скобки множителя т. 
2. Если второй сомножитель т также представляеть собою сумму 
нфсколькихъ слагаемыхъ, такъ что 


ш=@ееен-.... и, 


то въ правой части равенствъ (1) и (2) можно вновь примфнять то же 
самое правило; такимъ образомъь мы получаемь слБдующее предложение: 
Чтобы составить произвден!е двухъ суммъ 


(ао... Нна-Не-с- .... НЫ), 


перемножаемь каждое слагаемое одной суммы на каждое 
слагаемое другой суммы и складываемъ вс полученныя такимь 
образомъ произведения. 

Если первая сумма содержитъ 7, а вторая 7’ слагаемыхъ, то зыроиз- 
ведеше содержить 77’ слагаемыхъ, потому что каждое изъ г слагаемыхъ 
въ правой части равенства (2) разлагается на 7’ слагаемыхъ. 

ВмЪБсто того, чтобы обозначать рядъ чисель послфловательными 
буквами а, 6, с ..., часто пользуются одной и той же буквой, напри- 
м5ръ а, присоединяя кь ней указатели или „индексы“: 


о Фр ИБ ъ35з @ 
Самый индексъ часто также обозначаютъ буквой, которая можеть 
имфть значене 1, 2, 3 ...._ к, напримБръ, 
ь А.Г: 
Сумму у чисель @, Ц, ‘@з .... 4» можно вь этихь обозначеняхъ 


выразить Такъ: 
т 
=== уз а, 


гдЪ знакь У служигь для сокращеннаго обозначеня слова „сумма“, числа 
1 и г называются предфлами индекса 1. Если указане этихъ предфловъ 


представляется излишнимъ, то пишутъь короче 


32 $ 10 


Въ этихь обозначеняхь содержане предложеня 2 можетъ быть 
выражено такъ: 


1,1 
ь) —= У В. (3) 


Это предложене можетъ быть также распространено на произве- 
лене н$сколькихь множителей, напримЪръ: 


г 5 { я 
\ < У, 
У“) (Уь) (Хе) = У ав (4) 
Е! г ЕЕ 

Выражене вида а-ЕР, гдЪ а и ф суть неопредленныя числа, ва- 
зываютъ двучленомъ или биномомьъ. Точно такь же выражеше 4-Е р-Ес 
называется гтрехчленомъ. или триномомъ, и вообще сумма нфсколькихт 
слагаемыхъ, обозначенныхъ буквами, называютъ многочленомъ, или по- 


ЛИНОМОМЪ. ОтдЪльныя слагаемыя называются членами полинома. 
` 


$ 10. Возвышене въ степень. 


1. Сложеше равныхъ слагаемыхъ привело насъ къ умноженно; точно 
такь же умножене равныхъ сомножителей приводигъ къ новому дъйствю— 
возвы шен:ю въ степень- 

Положимъ, что намъ нужно составить произведене и сомножителей, 
которые всЪ равны между собой——именно равны, скажемъ, числу а. Ре- 
зультагь этой операщши называется 1-ой степенью числа а и обозна- 
чается символомъ 4”, такь что 


0.4.а .... @ == @"; (1) 


въ лЪвой части этого равенства подразумФваемъ пн сомножителей; число @ 
называется основан1емъ степени; говорятъ также короче „@ Въ 1-0й 
стенени“. Вычислить и-ую степень числа а значить „возвысить число 


а вь н-ую степень“. 
Первая степень числа @ равна основан!ю а 


А == А (2) 


Такь какъ произведеше всякаго числа на 1 даеть въ результатЪ 
множимое, то при любомь показатель и 


1. (3) 


Ву, частности, въ вилу геометрическихь приложенй, вторая стенень 
числа 4 часто называется квадратомъ числа 4, а третья степень ку 


бомъ этого числа. 
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Основная теорема относительно степеней, которая выволится непосред- 
ственно изъ опредфленя, заключается въ слфдующемъ: 

2. Чтобы перемножить двЪ степени одного и того же осно- 
ван!я, достаточно сложить показателей; въ символахъ: 


а”"а” — аи д (4) 


Справедливость этого равенства вытекаетъь изъ того, что справа и 
слЪва мы имЪемь т-Е! множителей, равныхъ п. Это предложене при 
помощи инлукши легко обобщается на произвольное число множителей. 


И а’ 55а +, (5) 


каковы бы ни были числа п, п, .... ] и каково бы ни было число ихь г. 
3. Если въ равенствЪ (5) всф показатели равны между собой, то 
оно выражаетъь слБлующую вторую теорему о степеняхъ: 
Чтобы возвысить степень въ новую степень, достаточно 
перемножить показателей, т. е.: 


2 (а”)' — т’. 


4>Чтобы возвысить въ степень произведенше н$сколькихъ сомно- 
жителей, можно возвысить въ эту степень каждый изъ сомножителей въ 
отдфльности и нолученныя произведеня перемножить: 


(абс...) = ася... 


Если здфсь вновь будемъ считать всЪ основаня а, 6, с.... равными 
между собой, то мы, въ силу соотношеныя (5), вновь получимъ пред- 
ложене 3. 

5. Если число 4 больше 1, то 4” тёмь болыне, чфмь больше по- 
казатель И, можно также выбрать число И настолько большимь, чтобы 
4" было болыше любого заданнаго числа г. Въ этомъ легко убЪдиться 
индуктивнымь путемъ. Въ самомъ дЪлф, утверждене справедливо, если 
г —1, погому что даже а! уже болыне 1. 

Если же а'>с, то а Н > ас > с--1. Такимъь образомъ, если наше 
утверждеше справедливо для нфкотораго значеня (, то оно справедливо 
также для г- 1. 

ВмфстЪ сь тмъ, если 4”>С для нфкогораго значення шт показателя 
и, то гБмь болфе 1”.>сС, если п имБетъ значене большее, нежели 1. 

6. Въ основами нашей десятичной системы счислены лежать сте- 
пени числа 10. Число 10” изображается 1 съ и нулями и образуетъ еди- 
ницу Н-го разряда. Число, изображаемое г цифрами а, р с... т, и, 
иметь значене 


9107 + 6107" 10... 4 и 4 и. (7) 


Веберъ, Энциклоп. элемент. алгебры. 3 
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Но чтобы мЪсто, занимаемое цифрой, могло служить для обозначен 
степени, необхолимо также указать, каёя степени вовсе отсутствують; 
для этого служить знакъ 0 (нуль), который тоже принято считать циф- 
рой. (Собственно говоря слово „цифра“ первоначально обозначало только 
0, и только позже это назваше было распространено на остальные знакн, 


выражающие числа). Сообразно съ эТИМЪ ВЪ формулф (7) подъ а, р 
т, п нужно разум6ть одинъ изъ знаковъ: 


01. ‘29а, МОЕ 


Если при н%Ъкоторомъ вычислени число единиць какого-либо раз- 
ряда превышаеть 9, то нужно пользоваться формулой 


(#10).10” = 107 Е а10^. 


Такимъ образомъ правило умножешя чиселъ въ десятичной системЪ 
основывается, какъ мы видимъ, на прелложени $ 9, 2. 

При возвышении въ степень не имфютъ мЪста ни перемфстительный 
ни сочетательный законы, потому что 4? имфетъ другое значеше, нежели 
{“ (напр. а\==а, 1—1); точно такъ же 4”) иметь не то значеше, что 
(а”)" (напр. ат9—а, (а’=а’. Вслфдстые этой именно причины не обра- 
зують новыхъ ДЪЙСТЫЙ ВЪ ТОМЪ порядкф идей, въ какомь умножене 
составлено изъ сложешя, хотя по существу это было бы возможно, если 
принять за основаше и показатель одно и то же число. Законы такой 
операши были бы очень сложны, а нужды практической жизни и науки 
не лфлаютъ такого обобщеня необходимымъ. 


$ 11. Вычитане. Отрицательныя чиела. 


% 
1. Если мы изъ конечнаго комилекса .| исключимъ его часть [8 
то остается конечный комплексъь .[—В, число котораго с вполнЪ опре- 
дфляется числами @ и В комплексовъ Ги В. Мы положимъ 


= В, (1) 


и будемь называть а—б (а минусъ р) разностью чиселъ а и р; дъйстве 
же, посрелствомъ котораго эта разность находится, вычитан!емъ; 
число 4 называется уменьшаемымтъ, число р вычитаемымъ. Такь какъ 
комилексь В представляетъ собой часть *) комплекса . [, то число $ должно 
быть меньше числа а, т. е. уменьшаемое должно быть больше вы- 


читаемаго. 
Чтобы совершать вычитане въ десятичной систем достаточно за- 


*) Авторь часто употребляеть слово „часть“ вмЪсто „правильная часть “($ 7. 
Впрочемъ, это нигдБ не вызываеть двусмысленности. 


$" 
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помнить результаты этой операши (получаемые непосредственнымъ вы- 
числешемь) для неболыцихь чисель; именно, нужно охватить всЪ случан, 
въ которыхъ уменынаемое не превышаеть 18, а вычитаемое не превы- 
наеть 9. Уже это вычислене въ десятичной систем часто приводитъ 
насъ кь тому, что нужно вычесть большее число изь менышаго; чтобы 
выйти изъ этого затрудненя, мы занимаемъ единину слБдующаго высшаго 
разряда; но научная ариеметика, а также мномя ея прим5неня требують 
еще боле широкаго обобщеня задачи вычитаня, которое можегь быть 
достигнуто введешемъ новаго ряда чиселъ. 

Мы поставимъ задачу такъ: 

2. Ланы два числа аи р: требуется найти число с, которое 
нужно прибавить къ числу В для того, чгобы нолучить число а. 

Если а >> 6, то эту задачу рыпають формулой (1). Если а = В, 
то не нужно ничего прибавлять къ Г, чтобы получить число й; это мы 
выразимъ, какь и вь десятичной системЪ, т5мъ, что будемъь обозначать 
знакомъ О отсутстые какихъ бы то ни было объектовь; т. е. положемъ 


ала=о; афо=а; а--0=а; (2) 


въ нЬсколько боле широкомъь смысл слова мы будемъ называть 0 
также числомъ. Если же число (>а, то задача содержить въ себЪ тре- 
боваше, которое при наличныхь средствахъ не вынолнимо. Если, однако, 
мы все же желаемъ сдЪфлать эту задачу разрфшимой, то мы должны при- 
дать слову „число“ болЪе широкое значеще. 


3. Представимь себф вновь рядъ натуральныхъ чисель (безь нуля) 
и воспользуемся этимъ вторымъ рядомъ для счета объектовъ, находя- 
щихся въ извфстномъ противоположенм кь т5мьъ объектамъ, которые мы 
считали при помощи перваго ряда, какъ напр. объекты, расположенные 
справа®и слфва, градусы, лежанйе ниже и выше точки замерзаня, иму- 
щество и долгъ. Для различеня мы должны чёмъ-нибудь отличать числа 
второго ряда отъ чисель перваго ряла. Чтобы произвести это различ, 
мы будемъ называть числа перваго ряла положительными, числа вто- 
рого ряда—отрицательными и послфднйя будемъ отмЪфчать знакомъ—, 
т. е. будемъ писать: 


—1, я Я -- гл: 


или въ словахь: „минусь одинъ“, „минусъ лва“, „минусъ три“ .... ит. д. 
если почему-либо требуется особенно подчеркнуть это противоположенге, 
то положительныя числа часто обозначаются знакомъ --, т. е. пишутъ 


+, -2, 3 .... ит. д. 


вь словахъ: „плюсь одинъ“, „плюсь два,“ „илюсъ три“ .... и т. д. 
Нагуральное число ( называется абсолюгнымъ значентемъ чи- 
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сель {а и — а. Чтобы обозначить число того или другого ряла, поль- 
зуются также знакомь Е а (илюсь минусъ 4). 

Знаки {+ и — вь символ + а называются знаками числа а 

Число нуль мы можемъ отнести къ тому или другому ряду: ОИ 
— 0 тождественны. Два числа этихъ двухъ рядовъ, имвюще одну и гу же 
абсолютную величину, называются противоположными. Число О противо- 
положно себЪ самому. Число, противоположное противоположному числу, 
совпадаеть съ первоначальнымъ числомъ. Если ноэтому © есть отрица- 
тельное число, то поль символомь — & разумфютъ положительное число 
гой же абсолютной величины. Этоть двойной рядъ, включая сюда 
0, мы булемъ называть рядомъ цфлыхь чиселъ. Числа этого ряла мы 
расноложимъ по величинЪ при помоши слфдующаго правила: 

4. ВсЬ положительныя числа больше нуля, всф отрипатель- 
ныя числа меньше нуля. Если й есть положительное число, го 


аби -ах< 0. 


Положительныя числа мы булдемъ располагать въ томъ же по- 
рядкЪ, какь и прежде, а отрицательныя въ противоположномъ 
порядкЪ, такъ что изъ двухъ отрицательныхъ чиселъ меньшимъ 
считается то, когорое имфетъ большую абсолютную величину. 

Благодаря такому соглашеню, если ©, В, и у суть три произволь- 
ныхь ифлыхь числа и я< В, а В< У, то <. 

Это расположене чисель по величинЪ называють „алгебраическимъь“; 
такимъ образомъ говорят, что одно число „алгебраически“ больше 
или меныне другого, если принимаются во внимане знаки чиселъ; если же 
говорятъ, что одно число „абсолютно болыше другого“, то подъ этнмь 
разумфется, что абсолютная величина перваго числа больше абсолютной 
величины второго. Если число х алгебраически меныне числа 9, то пи- 
шемъь “< В или 829; если при этомъ не исключается возможность ра- 
венства, то пишемь х == 9, или въ словахъ: „@ равно В или меньше, не- 
жели В“ (иногда выражають короче, хотя и не совеБмъ нравильно, такъ: 
„а& равно или меньше @“): аналогично этому пишутъ также В ==2. 

Чтобы сдфлать эти опредфленя наглядными, представимъ себЪ рялъ 
точекъ, нанесенныхь на прямой лин (напр. жемчужины, нанизанныя на 
нити). Любую изъ этихъ точекъ помфтимъ „0“, а загьмъ считаемъ въ 
олномт, направлен, скажемъ, слЪва направо точки т, -2, {3 ит. д., 
а вь лругомъ нанравлени точки —1, —2, —3 .... (фиг. 1). 


Фиг. 1. 


При такихъ условяхь точкф, лежащей направо отъ другой гочки, 
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всегда отвфчаеть большее число; числа возрастаютгь слЪва направо, или, 
какъ часто говорятъь, въ положительномъ направлении. 


$ 12. Дъйетыя падъ ижлыми чиелами. 


Надъ этими числами мы установимъ теперь нижесл5дуюцуя правила 
дЪИствй; при этомъ мы булемь руководиться только тЪмъ основнымъ 
положешемъ, чтобы установленныя уже лфйствя въ области нагуральныхъ 
чисель представляли собою частные случаи вводимыхъ нами повыхъ болфе 
общихъ правиль и чтобы основные законы ариеметическихь дЪйствй 
сохранили свою силу при этомъ обобщении. 

1. Сложен!е. Пусть х и $3 будуть два цфлыхь числа съ абсолют- 
ными величинами 1 и [; положимъ при этомъ, что 


Ь > а. (1) 
Въ такомъ случаЪ мы положимъ: 
х-3 — а, если © имфеть знакъ 4, а В имъегьзнакь -- 
3 == ра > з ” з яя з ” —- (2) 
+В = — (6—а) „ ” ” „ ос ” = 
и, ЕЕ (6-+На) ” ” > » К ыы » Е 
+В = 3 +5) (3). 


Число О можеть быть при этомъ отнесено произвольно кь ноложи- 
гельнымь или къ отрицательнымъ числамь. Съ помощью ряла точекъ, ириве- 
деннаго въ $ 11 (фиг. 1), правило сложеня можно слЪфлать нагляднымъ. 


Чгобы къ числу & прибавить число 6, имфющее абсолюл- 
ную величину (, отсчитываемъ р точекьъ вь положительномъ 
направлен!и, начиная съ точки х41, если В есть число по- 
ложительное, и въ отрицательномь направлен!и, начиная съ 
точки х —1, если В есть число отрицательное; точка, къ кото- 
рой мы такимъ образомъ придемъ, соотвфтствуетъ числу &-В- 

2. Вычитан!е. Полагая по прежнему ра (1), мы положимъ 

Знаки чисель и и В 

ыы = + + 

. = —(@а-+ — - 
= а + — (4) 

== —и — — 
Ва = — (&— 1) (5). 


Е < а. у 


*) Опредфленя, содержашяся въ соотношеняхь (2), устанавливаютъ, что 
значить прибавить къ числу © число В, имъющее такую же или большую абсо- 
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Мы видимъь такимъ образомъ, что сложеше и вычитане  патураль- 
ныхь чисель подходять подъ эти опредфленя, какъ частные случаи. 
ВмЪфстЪ съ тфмъ но этимь правиламъ любое число можеть быть вычтено 
изъ другого числа; результатъ всегда представляеть собой опредЪфленное 
число нашего ряла. 

3. Вычиташе можеть быть приведено къ сложено посредствомъ 


формулы 
а — В = & + (— В. (6). 


Сообразно съ этимъ вычесть н$фкоторое число равно- 
сильно тому, чтобы прибавить то же число съ обратнымъ 
знакомъ. 


Поэтому вычиташе такъ же, какъь и сложеше, можеть быть выпол- 
нено. при помощи отсчитываня точекъ въ томъ или въ другомъ направлен!и. 
4. Сочетательный законъ при сложен!и. Перемфсгительный 


законъ при сложен мы уже выразили формулой (3). 
Законъ сочетательный долженъ выразиться соотношенемъ 


фе ЕР ЕВС 

глЪ а, Ви уу суть произвольныя три числа, абсолютныя значеня кото- 
рыхь обозначимъ черезъ а, Би с. Этотъ законъ вытекаеть изъ опредф- 
ленй (2) и (3). Число случаевъ, которое слдовало бы различать отно- 
сительно знаковъ чисель ©, В и '], значительно уменьшается, благодаря 
слфдующему обстоятельству: по конструкщи равенствъ (7), если он ока- 
зываются справедливыми при н$5которомъ значеви &, В и у, то он 
сохраняють свою силу`и въ томъ случаф, если мы замфстимь другъ дру- 
гомъ @ и В, или Ви 1], или @ и 17°), а также если мы замфстимъ а, Зи 
-/ черезъ б, Ви у. ВслЪдстые этого намъ достаточно доказать 
соотношеше (7) вь томъ предположенш, что 


а = р =с 


и что. есть положительное число (\ = с). При этихь условыхъ намь 
остается разсмотрфть только 4 случая, соотвЪтствующие четыремъ ком- 
бинашямьъ чисель & и 3. Соотвфтственно этимь комбинащямъ, соотно- 
пеня (7) принимають такя формы: \ 


1. Числа © и В поножительны 


(а Ге=а- Фа = Б- @о; 


лютную величину; опредЪлеше это дополняется соглашешемъ (3), которое говоритъ, 
что прибавить къ числу я число 8, имющее меньшую абсолютную величину, озна- 
чаеть то же, что прибавить къ числу В число а. 

") Такь какъ при этомъ однЪ части равенства переходять въ другя. 


^ 


к 
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2. а отрицательно, 8 положительно 
(6—а) с = (4-5) а=ьЬ + (е-а); 
3. & положительно, В отрицательно 
с — ф—а) =а- (5 = @ы— в 
4. Числа х и В отрицательны 
@ («Е = 5 Я = (@) — В ели а +В 
(ао) — с=а ((—№ = В — (:—ч9), ели са 4 В. 


Справедливость этихъ формулъ вытекаетъ изъ соотношенйй, приведен- 
ныхь въ конц пункта 5 параграфа 2. Такимъ образомъ сочетательный 
законь доказанъ и для обобщеннаго сложен. 


Если мы теперь дословно повторимь тогь же рядь разсужленй, 
который быль примфненъ въ $ 8,4 къ умноженйо, то получимъ слЪлуюший 
боле общий законъ: 

3. Если намъ нужно опредфлить сумму любого количе- 
ства цфлыхъ чиселъ (слагаемыхъ), то можно поступать слфдую- 
щимъ образомъ: выбираемъ произвольно два слагаемыхъ, скла- 
дываемъ ихъ и сумму присоединяемъ къ остальнымъ слагае- 
мым\ Въ полученной такимъ образомъ новой системЪ, содер- 
жащей уже меньше элементовъ, мы вновь выбираемъ два и 
поступаемъ съ ними точно такъ же, какъь выше. Этотъ про- 
цессь мы продолжаемъ до т5хъ поръ, пока не останется только 
одно число. Это число не зависитъ отъ порядка, въ которомъ 
мы производимъ наши отдфльныя операцщ!и, и называется сум- 
мой всБхъ чиселъ. 


6. Законы перемЪстительный и ассощативный принимаютъ для вычи- 
ташя другую форму, которая получается изъ соотвф$тствующихъ формулъ 
сложены, если разсматривать вычитане, какъ сложене отрицательныхъ 
чиселъ; именно, каковы бы ни были числа ©, В и у, имБють место слф- 
дующя соотношенйя: 


« — В = — (В), (ср. форм. (5)) (8) 
(8) — у=ая- 3-9 (9) 
(и—В) Ну =а — (3 =*2-+0-9 90 

© т=х— В = @-Ё 91. 


7. Отсюда легко получить (при помощи совершенной индукщи) 
часто примЪняемое правило вычитаня, извфстное также подъ назвашемъ 
„правила для открываня скобокъ“; оно выражается слфдующей формулой: 
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и -- (ЗУ... У=а-- В Ум... У 
или въ словахъ; 

Если нужно вычесть изъ какого-либо числа полиномъ, со- 
ставленный изъ произвольнаго количества чиселъь и заключен- 
ный въ скобки, то можно скобки опустить, измфняя при этомъ 
знакъ каждаго члена на обратный, или, иначе, замфняя каждое 
сложен!е вычитан!емъ и обратно. 


$ 13. Умножеще. 


1. Если мы будемъ разсматривать умножене, какь повторное сло- 
жене (5 8), то мы можемъ распространить это дЪйстые и на тотъь слу- 
чай, когда множимое отрицательно или равно нулю. Правило сложеня 
предыдущаго параграфа въ этомъ случаЪ даетъ 


9.(—6) = — (@в) (1) 
0 —=0. (2) 


Но если множитель есть число отрицательное, то прежнее опредФлене 
теряеть всяюй смыслъ: оть нась зависить приписать этимь символамъ 
то или другое значенЕ 7). Мы выразимъ опредълене умноженя для тфхъь 
случаевъ, когда множитель отрицателенъ или равенъь нулю, слфдующими 
соотношен!ями;: 


(—а)6 = —(@5) (3) 
(—1)(—В) = а . (4) 
06 = 0. (5) 


Формула (3) необходимо вытекаетъ изъ формулы (1), если поста- 
вимь себЪ задачей сохранить перемфстительный законъ; формула же (4) 
слфдуегь изь формулы (3), если послЪдняя должна остаться въ силБ и 
для отрицательныхъ значенй числа 6, ибо — (—а) = - и, какъ мы 
установили выше. Наконецъ, соотношене (5) вытекаетъ изъ (2) вь силу 
перемЪстительнаго закона 5). 


7) Выражеше (—4а).6 представляеть собой’ символъ, которому предыдущими 
опредфленёями не присвоено никакого опредфленнаго значеня. Отъ насъ зависить 
поэтому приписать этому символу то значене, которое мы найдемъ цфлесообразвымъ- 

8) Выражаемая здфсь мысль заключается въ слБдующемъ: опредфлеше умно- 
жешя при отрицательномъ и нулевомъ множителЪ необходимо сводится кь соот 
ношенямъ (3), (4) и (5), если мы желаемъ сохранить законъ перемфстительный 
и если затфмъ формула (3) должна сстаться справедливой и для отрицательныхъ 
значенй множимаго 0; дфйствительно, если законь перемЕстительный долженъ 


`* д 
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Согласно установленнымъ такимь образомь опредфленымъ, для лю- 
быхь двухь цфлыхь чисель % и В остается въ силБ перемЪстительный 


законъ 

#8 = 8%) (6) 
опредфленя же (1) — (5) могуть быть выражены слфдующимь пра- 
виломъ: 

Если одинъ изъ двухъ сомножителей обращается въ нуль, 
то и произведен!е равно нулю. 

Произведен!е двухъ положительныхь или двухь отрица- 
тельныхъ чиселъ есть число положительное, произведен!е по- 
ложительнаго числа на отрицательное есть число отрица- 
тельное. 

Абсолютная величина произведен!я двухъ сомнджителей 
есть произведен!е абсолютныхъ величинъ сомножителей.» 

Законъ сочетательный для умноженя гласить: 


(бу = (В) = у), 


что не трудно вывести изъ того же закона для положительныхъ чиселъ 
и изъ соотношенй (1), если перебрать вс комбинаши знаковъ, которыя 
здЪсь возможны. Вмфст съ тЁмь доказывается и общее предложене 
относительно произведен я какого угодно числа сомножителей (5 8), 


Е 3 
и = 291... 


согласно которому это произведеше можно получить, перемножая произ- 
вольные Два сомножителя, умножая затфмъ полученное произведене на 
третьяго множителя, и т. д.; результать не зависить отъ порядка, въ ко- 
торомъ ведется это вычислене 3). 

2. Въ случаЪ, если между сомножителями имЪются отрицательныя 
числа, можно сдфлать слфдуюция заключеня относительно знака всего 
произведения. 


Чтобы опредфлить знакъ произведеня, перемножимъ сначала всЪхъ 
положительныхъ сомножителей; если остается только одинъ отрицательный 
множитель, то произведене имЪетъ, согласно опредфленю (1), отрица- 


остаться въ силЪ, то (-и)В должно быть равно МК и) или по формулфЬ (2)— (а? 
Точно также, если формула (3) должна остаться въ силЪ при отрицательномъ зна- 
чени числа р, то 
(—@) (8) = — (-а№ = 16, 
*) Данный въ & 8 выводъ основывается исключительно на сочетательномъ 
и перемБстительномъ законахъ. Онъ остается поэтому въ силЪ, коль скоро остаются 
въ сил эти два закона. , 


42 $ 13 


тельное значен!е; если же имфется нЪфсколько отрицательныхъь произве- 
денй, то мы распредфлимь ихъ въ пары и перемножимь сомножителей 
каждой пары, которые дадуть положительныя произведеня. Если послф 
этого остается еще одинъ отрицательный множитель, то произведене от- 
рицательно; если же всф отрицательные множители могуть быть распре- 
дЪфлены въ пары, то произведене положительно. 

Это заставляеть нась дфлать слЪдующее разлиЧе между  натураль- 
ными числами. Если нфкоторый комплексъ обладаеть тмь свойствомъ, 
что всф его элементы могутъ быть безъ остатка распредфлены въ пары, 
то соотвфтствующее число называется четнымъ; если послЪ расиредф- 
леня элементовъ въ пары, остается одинъ свободный элементъ, то соот- 
вфтствующее число называется нечетнымъ. 

При помощи совершенной индукши можно безъ труда убЪдиться, 
что одно и то же число не можеть быть одновременно четнымъ и не- 
четнымъ. За каждымь четнымъ числомь слфдуеть нечетное число, за 
нечетнымь— четное. 

1, 3, 5, 7, 9, 11 суть нечетныя; 2, 4, 6, 8, 10, 12 суть четныя 
числа. 

Посл этого опредфленя мы можемъ выразить правило знаковь 
при умножени слфлующимь образомъ. 

Произведен!е положительно, если число отрицательныхъ 
сомножителей четное, и отрицательно, если число отрицатель- 
ныхъ множителей нечегное. 

3. Когда установлено поняме о произведении какого угодно числа 
сомножителей, то поняте о степени отрицательнаго числа опредф- 
ляется само собой. Степень отрицательнаго числа иметь положительное 
значене, если показатель есть число четное, и отрицательное, если пока- 
затель есть число нечетное. 

(—а)" == 4", если н есть число четное, (8) 
——— 4", если н есть число нечетное. / 

Въ частности квадратъ отрицательнаго числа всегда пред- 
ставляетъ собой положительное число. 

Обратимь еще внимане на слБдуюцИЙй частный случай: 

(—1)" = -Р1, если п есть число четное, (9) 
— —1, если р есть число нечетное. 
Послфдней формулой часто пользуются, чтобы выразить, что н$которое 
число, зависящее оть и, имЪеть положительное значене при четномъ н 
и отрицательное значене при нечегномъ ий. Такъ напримфръ, соотношения 
(8) могугь быть выражены такъ: | 


([— 9%" = С 1. 


ГЛАВА Ш. 


ДЪлене и введен!е дробей. 


$ 14. ИБлеше пи дфлимость чиселуъ. 


1. Если ди [ суть натуральныя числа, то всегда можно 
опредфлить положительное число Ш такимь образомъ, чтобы 
ть было больше, нежели а. 

Въ самомъ дФлЪф, если (=1, то теорема, очевидно, справедлива при 
всякомъ р, ибо [>1, и достаточно взять и>1, чтобы ир было больше 
1 ($ 8, 5); отсюда слфдуеть, что при всякомъ а нар>а и, слЪдовательно, 
ть >а, если тина. 

Если < а, то изъ всфхъ значенй числа ит, удовлетворяющихъь не- 
равенству иб>а, имЪфется одно наименьшее. Это наименышее` число 
больше 1: мы его обозначимъ поэтому черезь 9-1, такъ что 


ав = а < (91. 


Если мы поэтому положимъ 
у 
и — = 


то г = 0, когда 06 -= а, а вь противномь случаф г есть положитель- 
ное число, меньшее, нежели [. Отсюда вытекаеть слБлуюцщий выводъ. 

2. Если аи ф суть два натуральныя числа и ра, то можно 
опредфлить положительное число 0 и другое число г, которое 
равно или больше О и меньше, нежели |, такимъ образомъ, что 


а = 9-4 !; (1) 
эти числа Г и г однозначно опредфляются числами аи В. 
Процессъ разысканя чисель 4 и г по заданнымъь числамь а иф 
называется дЪлен1емъ числа 1 на число р: число 4 называется дБли- 
мымъ, р дЪлителемъ,  частнымъ, г остаткомъ. 
При этихъ условяхь говорятъ также, что число р содержится въ 
числЪ а 4 разъ, при чемъ остается остатокъ 7. 
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Сь эгой залачей мы встрфчаемся, напримфръ, въ томъ случаф, 

если намь бываеть нужно, какъ это часто случается вь жизни, раздЪ- 

лить комплексъ, состояший изъ 4 ‘недфлимыхъ объектовь, на В равныхъь 
частей. Вообще говоря, такое лфлене не совершается безъ остатка. 


Какь находятся числа у и г, когла @ и р заланы въ десятичной 
системф счисленя, излагается въ элементарной ариеметикфЪ. 


3. Если остатокъ равенъ 0, то говорятъ также, что а дф- 
лится на (, или что р есть дфлитель или множитель числа 4, или 
что дЪлен1е числа а на 6 совершается нацфло, или наконецъ, 
что число а кратно числа |. Такимъ образомъ, число 4 дфлится на 
ф, если существуеть такое цфлое число т, что 


а = тё. (2) 


4. Обобщая это опредфленг, мы будемь говорить, что число 0 
длится на всякое положительное или отрицательное число, 
имфя въ виду, что равенство (2) удовлетворяется нри всякомь зна- 
чени числа (, если положимъ а = Ои м == 0. Мы будемъ также го- 
ворить, что число —а дЪлится на фБ или на — |, если р есть число, 
отличное отъ нуля, и а дфлится на 6. Но полъ дфлителями числа 
мы будемь разумфть исключительно натуральныя — (положительныя) 
числа. 

5. Каждое число дфлится на себя и на единицу, потому что 
соотношене (2) удовлетворяется, если положимъ р—=а4 и ш-=1 или 6—1 
и Ш=а- 

6. Ни одно число, отличное отъ нуля, не длится на нуль. 
Въ самомь дЪфлЪ, при 2=0 соотношене (2) можеть быть удовлетворено 
только тогда, если и 4=0: въ этомъ же послфднемъ случаЪ число ш мо- 
жеть имфть совершенно произвольное значене. 

Изъ даннаго выше опредфленя вытекаютъ далфе слфдуюция пред- 
ложен Я. 


7. Произведене н$фсколькихь множителей 
Ь == 1, а @: -..- Ч“ 


дЪлится на число |, если, по крайней мЪрЪ, одинь изъ сомножителей дЪ- 
лится нар. Замфтимъ, однако, что произведеше можеть иногла дфлиться 
на [, хогя ни одинъ изъ множителей не дфлится на 0; такь напримЪфръ, 
3.4 длится на 6, хогя ни 3 ни 4 не дфлятся на 6. 


8. Если два числа а и $ дфлятся на третье число с, то числа а- Еф 
и 4—6 также дфлятся на с. Впрочемъ, это есть только частный случай 
слЪлующаго болфе общаго предложен: 


Если каждое изъ чиселъ Чу, Чо, Чл». - @» дфлится на число р, 


& 


г 
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гакъ что 
@ = мВ, а, == т.ф, а = тб .... ав = ты, 
го каковы бы ни были числа (1, (., (3 .... (» 


ас, азс» @су | -... -Р @нсь = Бос ЧЕ тис, Ето... ты.) 


и, слЪдовательно, число 


11 = а с. == 363 Е ни - = Ч аСв 


дфлится на 6. 
9. Если @ длится на |, такь что 


Я — И 


го 11 есть частное оть дфленя а на р. Это выражаютъ на письм еще 
и такыъ: 


Я 
т = а:в или ш = р или т = а/ 
(въ словахъ: м равно а, дЪленному на р). 
= 


$ 15. Обиай наибольшй дЪлитель. Числа. первыя между 
собой. Наименьшее кратное. 


1. Если два натуральныхъ числа а и Б дЪлятся на третье число с, 
то послфднее называется общимъ дЪлителемъ чисель и и |. Такь какъ 
дьлитель числа не можетъ быть больше самаго числа, то между всБми 
общими дфлителями чисель 4 и р всегда долженъ быть одинь наибольший; 
ПослфАн называется общимъ наибольшимъ дЪлителемъ, или же наи- 
большей общей мЪрой этихъ двухъ чиселъ; разыскане общаго наи- 
болышаго дЪлителя двухь чисель представляегь собой одну изь основ- 
ныхъ задачъ ариеметики. Эта задача рфшается премомъ, который быль 
уже указань Евклидомъ и который поэтому извфстень подъ назвашемь 
Евклидова алгориэма, или алгориема общаго наиболынаго лфлителя — 


*) Подъ алгориемомъ въ настоящее время разумфють правило, которое ука- 
зываетъ, какъ найти нфкоторый общёй результать вь каждомь частномъ случа, 
хотя оно и не даетъ общаго выражен для этого результата. Въ истори матема- 
ТИКИ ПОДЪ „алгориемиками“ разумЪють математическую школу, которая пользова- 
лась для своихъ исчисленй индйскими цифрами и нулемъ, выражая разрядъ еди- 
ницъ мЪстомъ, занимаемымъ цифрой. Въ противоположностьэтому подъ „абацистами“ 
разумЪфють тБхъ, которые пользовались счетной доской (аЪасиз). Относительно 
происхожденНя самого слова „алгориемъ“ долго царило сомнфне, пока новЪфИшия 
изслфдоваы я не установили, что это слово прелставляеть собой искажене арабскаго 
собственнаго имени: А1сН\уан2и! (Миратшей п Майа Асй\ апт); это имя при- 
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2. Пусть а и и, будуть данныя два положительныя числа, обний 
наиболышй дЪфлитель которыхъ намъ нужно разыскать. Если они равны 
между собой, то общее ихъ значенше и представляетъ ихъ общий наиболь- 
пий дфлигель. Мы предположимъ поэтому, что { >> а;. РазлФлимъ число 
а на а, и если дфлене не совершается нацфло, то мы получимъ оста- 
токъ, который меныше, нежели а:: этотъ остатокъ мы обозначимъ черезъ 
а.. Теперь раздфлимъ 4, на 4; если и это дЪлене не совершается на- 
ифло. то мы получимъ остатокъ а., который меньше, нежели 4., и т. д. 
Продолжая этотъ процессъ, мы будемъ получать постоянно меныше 
остатки; нпосль опредфленнаго числа такихъ дфленй мы необхолимо 
должны прилти къ такому дфлению, которое совершается нацфло, такъ 
какь не можетъ быть неограниченнаго числа остатковъ, меньшихъ, нежели 
опредфленное число. Этимъ заканчивается вычисленше, и дфлитель посл$д- 
няго дфлешя ость искомый наибольш!й дЪфлитель чиселъь а и а:. Этотъ 
процессъ становится нагляднфе, если выразить его нижеслЪдлующими ра- 
венствами, въ которыхъ буквами 4, 1, 4» ---- 9®_1 обозначены частныя 
послЬдовательныхъь дфленйй: 


а — 04а, - й. 

пе Неа 

к: ме: $146: (1) 
ЧФ — ди-э@ 1 - (И 

Ча 1=—= фин 


Наше утвержден заключается въ томъ, что а„ есть общ наи- 
больний  дЪлитель чисель а и а,. Это будеть доказано, если мы об- 
наружимъ, 

х) что а» есть дфлитель чисель @ и а, и 

$) что каждый общий д®литель чисель 4 и а, прелставляетъ собою 
также дфлителя числа (ин. 

Вь самомь дЪлЬ, если { есть искомый обций наибольший дфлигель, 
то изъ свойства %) слфлуетъ, что а, < 4, а изъ свойства В) слфдуетъ, 
что 4,=0: поэтому изъ соотношенй &) и 8) вмфстБ слфдуетъ. что 
Я» — 4. Чго-же касается самихъ требованй 5) и 8), то въ ихь спра- 
велливости легко убфдиться, разсматривая равенства (1). ($ 14, 8) *) 


надлежало арабскому писателю, который въ начал Х столЬия училь производить 
вычислешя при помощи индскихь цифръ (Сащог, Сезсшсе 4ег МаШештайк. 2 
АийЙаре, Ва. 1, 5. 671 Е Еикйа, Е!етеге, УП Висв, П. Аизрабе уой Нефегр, Ва. 
|. Тефр2жр, Тецбпег 1884). 

1) Выяснимъ подробнЪфе этоть основной пункть. 

а) Послфднее изъ равенствъ (1) показываетъ, чтоа»- 1 дфлится на чл: всл6д- 
стве этого предпослфднее изъ равенствъ (1), вь виду предложеншя $ 14, 8, обна- 
руживаетъ, что и»— дБлится на “в Такимъ же образомъ предыдущее соотношене 


м 
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Изъ сказаннаго попутно вытекаеть слБдуюний выводъ. 

Каждый обийй дЪлитель двухъ чиселъ есть также дфлитель 
общаго наибольшаго дЪлителя ихъ. Это слфдуетъ непосредственно 
изъ соотношенй 8). 

Приведемъ еще слёдующй примфръ для выясненя этого алгориема. 


6552 — 14.448 280, 


448 = 1,280 + 168, 
ОВ” 1 68, 
168 = 1.112 + 56, 
112 = 2. 56. 


Итакъ, 56 есть обийй наиболышИ дфлитель чисель 6559 и 448. 
3. ВмЪсто равенства 


а = 90 -- | 
можно при разыска и общаго наиболышаго дфлителя пользоваться также 
равенсгвомъ 
а = ао Ь (6): 
что представляетъ собой преимущество въ томъ случаЪ, если р —-г меньше, 
нежели г, т. е. если 2г больше, нежели Ь. Въ этомъ случа% отрицательное 
число — (р—) называють абсолютно наименьшимъ остаткомъ огъ 
дфленя числа а на число р. Пользуясь въ алгорием$ общаго наиболыьшаго 
дЪфлителя абсолютно наименыпими остатками, мы скорЪе придемъ къ ифли. 
Въ нашемъ примфрЪ вычислеше можно было бы вести такъ: 


6552 — 15.448 — 168 
ЗАВ = 3. 168 = 56 
16-3 56 


что даетъ значительное сокращенге. 

4. Точно такъ же, какъ и для двухъ чиселъ, можно поставить во- 
просъ о разысками общаго наибольшаго дфлителя для ньсколькихъ 
чиселъ, т. е. самаго большого числа, которое дфлить вс данныя числа. 
Но эту задачу можно привести къ предыдущей, основываясь на слфлую- 
щемь замфчани: 


(третье отъ конца) обиаруживаеть, что ан—з длится на а». Восходя такимъ образомъ 
къ первымъ равенствамъ въ ряду (1), мы получимъ, что числа а и а, дЪлятся на ан. 

2; Пусть Р будеть общИ дфлитель чисель а и а,. Если мы представимъ 
первое изъ равенствъ (Г) въ вид 

5 —=@ 09, 

то, въ силу предложен $ 14, 8, оно обнаруживаеть, что и, дЬлится на В. Поль- 
зуясь этимъ, мы такимь же образомъ при помощи второго нзъ равенствь (1) 
покажемь, что а, дфлится на а». Продолжая тотъ-же рядъ разсужденй, мы дока- 
жемь при помощи предпослфдняго равенства (Т), что число аи дфлится на 6. 


48 $ 15 


Если @ есть оби наибольший дфлитель чисель ди р, то всяюй 
обийй дфлитель чисель а и В дЬлить также число (]; поэтому всяюй об- 
ций дфлитель чисель а, ри с представляетъ собой также общаго дфли- 
теля чисель {и г; обратно, каждый общй дЪфлитель чисель {и с есть 
гакже обиий дБлитель чисель а, Ви с Вслфдствые этого обпий наиболь- 
ний дфлитель чиселъь а, фи с совпадаегь сь общимь наиболышимъ дЪ- 
лителемъ чисель {и С. 

5. Два числа, обийЙй наибольшй дБлитель которыхъ равенъ 1, на- 
зываются взаимно простыми или первыми между собою. Говорятъ 
также, что такя числа не имфють общихь дФлителей; при этомъ, конечно, 
не принимается въ счеть постоянный обиай д$литель 1. Такъ, взаимно- 
простыми числами являются, напримфръ, 3 и 7, 15 и 49, 105 и 128. 
Какя бы ни были даны два числа 4 и р, даже если они очень велики, 
можно рЪЫшить сравнительно простымъ вычислевемъ, имЪютьъ ли они об- 
щихь дфлителей или нЬтъ. 

6. Если 4 и ф суть числа первыя между собой, и число та, 
кратное а, дЪлится на р, то число ш дфлится на р. 


Въ справедливости этого предложения нетрудно убЪдиться при по- 


мощи алгориема (1). Если 4 и В = а, суть числа первыя между собой, то 
== СоотвЪтствующиЯ алгориемъ имфетъ въ этомъ случаф такой видъ: 
[3 = да, — 4 
Ч  — 145 -- а (2) 


И— = и—2и—1 -- м 
Умножая обЪф части кажлаго изъ этихь равенствъь на #1, мы получимъ: 


ша = дта, - та, 
и, = фта, -|- таз (3) 


Ш — и фл чи 


Если теперь та дЪфлится на а,, то первое изъ этихь равенствъ обнару- 

живаетъ, что и та, лълится на а,; вслЁдстые этого второе равенство 

обнаруживаегь, что та. дфлится на @,; дальнфИния равенства послЪло- 

вательно обнаруживаютъ (въ силу совершенной индукщи), что числа та. 
та—ь Ш дфлятся на 41. 


Если ( есть обиий наибольний дфлитель чисель Чи [и если 
Ни В, (4) 


то Ч’ и {' суть числа первыя между собой. ДЪйствительно, если-бы числа 
Я и |’ имбли общаго дфлителя ©, отлично оть 1, то числа (и В дБли- 
лись бы на (4, 


что прогивно условгю. 
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7. Число, когорое дфлится на два числа пи р, называется общимъ 
кратнымъ этихъ чисель. Изъ всфхъ общихь кратныхь двухь чиселъ 
одно должно быть наименьшимъ, а остальныя должны быть кратны этого 
паименьшаго. 

Въ самомъ дЪлф, положимъ, что число № дфлится на ан р; при- 
держиваясь обозначен (4), мы можемъ сказать, чго число т дЪлится на 
(т, т. е. можегь быть представлено въ вил 


т = дан. 


Если это число дфлигся на (1, то а’Н длится на |’; а такь какъ 
Чи Г’ суть числа первыя между собой, то и дфлится на р’ (и. 6). Если 
ЕЙ, О 


## — 416. 
ар ‹ 
( 


Итакъ, каждое число т, кратное а и (, длится на число а’ = 


ав 
поэтому и наименыпее кратное чисель ди р. 
( 


ВмфсгЬ съ тЬмь мы видимъ, что наименьшее общее кратное двухь 
чисель очень просто опредЪляется, если мы знаемь общаго наибольнаго 
дфлителя ихъ. 


8. Совершенно такъ же, какь при общемь наибольшемъ дфлителЪ, 
мы можемъ распространить поняме о наименьшемъ кратномъ на нЪсколько 
чиселъ. Чтобы получить наименьшее кратное чисель 


р о 


поступаемь слфдующимъ образомъ: беремь два изъ этихь чиселъ, ска- 
жемь, {и фр, и замфняемь ихь наименынимь крагнымъ ихъ; такимь обра- 
зомъ мы получаемь рялъ, содержаший олнимъ числомъ меньше. Съэтимъ 
рядомь постунаемь точно такъ же и продолжаемъ этотъ процессъ до тЪхъ 
поръ, пока не получимъ только одно число. 


$ 16. Простыя и составных чиела. 


Натуральное число, которое не имфеть никакихъ дфлителей, кромЪ 
себя самого и единицы, называется простымь числомъ; числа же, имфю- 
ния также другихъ дфлигелей, называются составными числами. Число 1 
занимаеть исключительное положен!е: это единственное число, которое 
имфеть только одного дфлителя. Въ нфкоторыхь отношеняхъ цфлесо- 
образно не относить 1 кь простымь числамъ; такимъ образомъ прихо- 
длится отличать три категории чисель: елиницу, простыя числа и со- 
ставныя числа. 


Веберъ. Зициклопед. элемент. алгеб]ни. 4 
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Это, конечно, только вопросъ цБлесообразнаго соглашеня; часто от- 
носять единицу къ простымъ числамъ, какъ оно и кажется естественнфе 
на первый взглядь. Мы предпочитаемъ, однако, отдфлять единицу оть 
простыхъ чиселъ, такъ какъ это даеть возможность короче выражать нЪ- 
которыя предложения. 

Относительно простыхъ чисель имфють мфсто слфлуюнйя пред- 
ложеня. 

1. Если произведенйе двухъь чиселъ аб дфлигся на простое 
число р, то по крайней м5рЪ одинъ изъ множителей а или р 
дфлится на р. 

Въ самомь ДЪлЪ, если а не длится на р, то а и р суть числа 
первыя между собой, такъ какь р не имфеть никакихъ дфлителей, кромЪ 
ри 1: если поэтому произведеше аб все-же дЪфлится на р, то второй 
множитель [ долженъ длиться на р ($ 15, 6). 

Это предложене легко обобщить слЪдующимъ образомъ: 

Если произведен!е нЪсколькихъ сомножителей 4, [7 2 валы 
дЪфлится на простое число р, то по крайней мфрЪ олинъ изъ со- 
множителей дфлится на р. 

2. Каждое простое число можетъ быть однимъ и только 
однимъ способомъ представлено въ вил произведен!я простыхь 
сомножителей, или, какъ часто говорятъ, можетъ быть разложено 
на простыхъ сомножителей 

Чтобы доказать это прелложене, замфтимъ прежде всего, что каждое 
составное число 1 длится по крайней мЪрЪ на одно простое число. ДЪЙ- 
ствительно, если 71 есть составное число, то оно имЪфеть дБлителя ав;, 
который меньше, нежели т, и больше 1. Если и. также есть составное 
число, то и оно имфетъ дфлителя, который отличень отъ единицы и 
меньше, нежели 1,. Продолжая это разсуждене, мы необходимо прн- 
демь къ дфлителю, который представляеть собой простое число. Если р, 
есть простой д$литель числа ш, то 


т = рт, (1), 


гдЪ пн < т. Если т, не представляетъь собой нросгого числа, то оно 
иметь простого дфлителя р,; такимъ образомъ 


и = рр ть. (2) 


Это разсуждене мы можемь продолжить, и такь какъ числа ны, шь, 
т: .... постоянно убывають и отличны отъ 1, то мы необходимо должны 
придти къ числу м», которое представляетъ собой простое число. Такимь 
образомь мы нолучаемь разложене числа т на простыхъь лФлителей, 
число которыхь обозначимъ черезь и: 


А о (3) 
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Межлу дфлителями р, р» --.- р» НЪкоторые могутъ, конечно, повто- 
ряться нЬсколько разъ; эти равные дфлители даютъ вь произведени сте- 
пень того же числа. Принимая поэгому, что между простыми дЪлителями 
имЪется п равныхъ р. х равныхь 4, р равныхъ г, и. т. д.-мы можемь 
представить разложене (3) въ такомъ видь 


т = р" 12.... (4). 
Числа р, 9: Г .-.-. мы здЪсь уже считаемъ различными, а 
а 


Отсюда уже легко вывести, что разложене можеть быть произведено 
только однимъ способомъ. Дфиствигельно, согласно предложенйо 1, число 
шт, выражаемое произведешемь (4), не можеть дЪфлиться ни на какое 
простое число, кромф р, 4, г....; сверхъ того, число р не можеть вхо- 
дить множителемь больше, чЁмъ п разь; число не можетъ входить 
множителемъ больше, чфмъ р разъ, и т. д. 5 

3. Комилексь, состоящ{й изъ всЪъхь простыхъ чиселъ, без- 
конеченъ *). 

Если бы комплексъ, содержаший всф простыя числа, былъ конеченъ 
го должно было бы сушествовать наибольшее простое число. Итакъ, 
лопустимъ. что © представляегь наиболыцее простое число. Въ такомъ 
случаф всф простыя числа могутъ быть расположены въ возрасгающемь 


порядкЪ въ рялъ: 2, 3, 5,7 .... «, оканчивающйся числомъ ‹. Соста- 
вивъ произведене всЪхъ этихъ чиселъ, прибавимъ къ нему 1: 
РИ. 1. (5) 


Это число больше, нежели в, но не можеть длиться ни на одно изъ 
чиселъ нашего ряда; 2, 3, 5, 3 .... ®, ибо при лфлени на каждое изъ 
нихь получаемъ вь остаткЪ 1. Поэтому сдфланное допущенте, что имЪется 
наибольшее простое число, ненравильно. 

Если мы примемъ въ выражени (5) за «› какое-либо опредфленное 
простое число, го число © будеть больше, нежели ©, но не можеть дф- 
литься ни на олно простое число, меныцее, нежели в. Поэтому © либо 
должно быть простымъ числомъ, либо должно дфлиться на простое число, 
которое больше, чЪмь ‹. Въ лфиствительности можегь имфть мБсто, какъ 


*) Частное т: р" = 9%г2....; вслдствю предложеня 1, оно уже ие мо- 
жегь длиться на р. Слфловательно, другое разложеше не можеть содержать р въ 
болфе высокой степени; но по той же причинф первое разложене также не можеть 
содержать число р въ болЪфе высокой степени, чфмъ второе 


*) Это предложеше и его доказательство имЪются уже у Евклида. „Е1етеп- 
е,^ ВиеН 1Х, № ХХ (Нефего Ва. 2). 


4* 
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то, такъ и другое; напримЪръ, 


1 =- 7 простое число, 

1 =- 31 простое число, 

1 — 211 простое число, 

1 — 2311 простое число, 

1 =- 30031 = 59.509 составное число. 


Залача о нахожденйи простыхъ дфлителей ланнаго составного числа, 
а также рфшене вопроса, есть ли заданное число простое или составное, 
гораздо сложнЪе, нежели нахождеше общаго наиболышаго дЪлителя двухь 
чиселъ. Общаго прямого метода для ршеня этой задачи мы не имфемь; 
вообще, изслЪдоваме вопроса о распредфлени просгыхъ чисель принал- 
лежить къ труднЬйшимь проблемамь ариеметики. Мы булемъ имть слу- 
чай вь послфлующихъ главахъ сдфлать нфкоторыя указаня по этому 
вопросу. ЗдЬБсь же мы ограничимся слБлующими указанями. 

4. Существуюгь простые признаки, посрелствомъ которыхъ нетрудпо 
узнать, длится ли даниое число, нанисанное въ десятичной системЪ, на 
первыя простыя числа 2, 3, 5. 

Если число т изображается п цифрами а, ПЕд ОФ =озе бон ИО 


> = Ч" —- о... —- „110 —- а 
Такь какъ число 10 и вс% его стенени дфлятся на 2 и на 5, то 
число Ш длится на 2 или на 9, если 4 т. е. число простыхъ 
его единицъ, длится соотвЪтственно на 2 или на 5. 

Такъ какъ 100 длится на 4 и на 25, то мы можемь еще приба- 
вить, что число и} длится на 4 или на 25, если 4, (10-й, т. е. если 
число, составленное изъ его десятковъ и единицъ, длится на 4 или на 
25. Тъмь же способомъ устанавливаютъ признаки дфлимости чисель на 
8 и 125, а также на болфе высоя стенени чиселъ 2 и 5. 


Если мы обозначимь теперь черезъ у сумму цифръ числа т (г.е. 
сумму чиселъ, изображаемыхъ отдЬльными его цифрами), иными словами, 
положимъ 


у=а а фщы-...- 


то 
и-—у=а, (10-1) + а, (101) + .... - аи 0—1); 


а такъ какъ числа 
10. — 1.9. 10 о п 


ДЪлятся на 9, го число ш  дБлится на 9. Если поэтому одно изъ 
этихь чисель длится на 3 или на 9, то и другое д5лится на эго чи:ло. 
Такимь образомъ мы получаемь слфлующее правило: 
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Число шдфлигся на 3 или на 9, если сумма его цифръ дЪлится 
на это число. 
Точно также, если мы положимъ 


{ = 4 — ча - 4 — @аз+.... Фа, 
то 


т — у = (10-410 - а» (10—11) | ан 310341) ....; 
такъ какъ число 
10 41—11, 10° —1 = 99, 108 1 = 100%, .... 


дфлятся на 11, то число ш дфлится на 11, если ’ длится на 11 и 
обратно. 

5. Если ш есть составное число, то оно можеть быть во всякомъ 
случаЪ разложено на двухъ множителей, изъ которыхъ каждое больше 1. 

Если ш = афиа == 6, то а* = ш. Между дфлителями числа т 
долженъ быть, слфдовательно, по крайней мфрф одинъ, квадратъ котораго 
не превышаетъ 11. Поэтому, чтобы опредЪлить, есть ли заданное число 
простое или составное, нужно прежде всего опредЪлить при помощи вы- 
шепривеленныхъ признаковъ, дфлится ли оно на 2, 3, 5, 11. Если это не 
имфеть Мста, то нужно дЪфлить заданное число далфе послфдовательно 
на всф иростыя числа, квадраты которыхъ не превышаютъ даннаго числа; 
эти числа мы предполагаемъ, слЪдовательно, извЪфстными. Если ни одно 
изъ этихь лфленй не совершается нацфло, то т есть простое число: 
если же одно изъ дфлешй совершается нацфло, то число—составное, и для 
производства разложеня нужно подвергнуть такому же изслБдованйо 
частное. Такимъ образомъ, если число, меньшее 100, не дфлится на 2, 3, 
5 и 7, то оно представляеть собой простое число; точно такъ же числа, 
не превынающия 10000, приходится для той же ифли дЪфлить только на 
простыя числа, меньшя 100. 

6. Вопросъ объ опредфленши простыхъ чиселъ очень интересовалъ 
уже древнихъ. Мы упомянули уже, что Евклидъ доказываеть предложен!я 
касаюшщияся простыхъ чиселъ. Сохранился отрывокъ сочиненя, подъ 
названемъ: „Рьшето“ (х50%:у5у, спьиии Егаюз@егт!$), приналлежащаго 
Эротосеену *), въ которомь указань остроумный метолъ для опредфленя 
всфхь простыхь чиселъ, не превышающихъ даннаго числа; методъ этотъ 
заключается въ слЪдующемъ. 

Напишемъ вс числа до указаннаго числа. Начнемъ счеть съ пер- 
ваго простого числа 2; это число мы оставимъ на м5стБ, а иослЪ него 


*) Эратосвень Киренск жилъ повидимому, оть 275 до 194 г. до Р. Х; 
большую часть жизни онъ провель въ Александрии (Со. Сащюг „Оезсв. Чег Ма®е- 
тайк.“ Ва. 1 5. 313). 


54 $ 16 


будемъ зачеркивать каждое второе число; такимь образомь всЪ числа, 
кратныя 2, кромЪ самого числа 2, будуть вычеркнуты. Затфмъ начинаемть 
счетъь съ ближайшаго оставшагося числа, т. е. съ 3; сохраняемь число 
3, а послЪ него вычеркиваемъ каждое третье число, считая, однако. при 
этомъ и тЬ числа, которыя уже были перечеркнуты прежде. Этоть про- 
цессъ мы продолжаемъ дальше, т. е. начинаемъ съ ближайшаго незачер- 
кнутаго числа, оставляемь его, а послЪ него зачеркиваемъ числа черезь 
столько мфстъ. сколько елиницъ въ томъ числф, сь котораго мы начали. 
ПослЪ окончашя этой операши останутся исключительно простыя числа. 
Однако, согласно п. 5. мы должны продолжать этотьъ процессъ толысо 
ло тЪхъ поръ, пока квадратъ числа, съ котораго мы начинаемъ, не пре- 
вышаетъ послфдняго числа нашего ряда. Такь напримфръ, при опред$ле- 
ни простыхъ чиселъ, которыя меныне 121, намъ пришлось бы только 
вычеркнуть числа, кратныя 2, 3, би 7. Чтобы уяснить себЪ этотъ про- 
цессъ, полезно продфлать его дЪйствительно для чиселъ, не превышаю- 
щихъ 100. Само собою разумФется, что примфнене. какъ этого способа 
„просБиваня“, такъ и дЪлешя на извфстныя уже простыя числа при 
болынихъ числахь скоро становится совершенно неосуществимымъ всл$л- 
сте того, что они требуютъ слишкомъ громоздкихъ вычисленй. Въ вилу 
этого нахождене дЪфлителей очень большихъ чиселъ, а также распознг- 
ване простыхъ чиселъь представляеть собой одну изъ труднфИшихь за- 
дачъ математики. Поэтому старались составить таблицы, содержания раз- 
ложеня чиселъ и простыя числа до извЪфстнаго предфла. Мы имфемъ те- 
перь такя таблицы до 9 миллюновъ включительно “). Простыхъ чиселъ. 
меньшихъ 100. имЪется 15, менышихъ 1000— им$ется 168, а до 9 000 000 
по подсчету, произведенному Глейзеромъ (О1а!Вег), имЪется 602 567 про- 
стыхъ чиселъ. Итакъ, поскольку можно полагаться на точность таблицъ, 
мы можемъ считать известными вс простыя числа, меньшя 9000000. Но 
такъ какъ всякое вычислене, производимое человфкомъ, можетъ содер- 
жать ошибки, а такой огромный числовой матералъ, конечно, не быль 
провфренъ многими калкуляторами, то къ этимъ числамъ всегла нужно 
относиться съ извфстной осторожностыо. 

За указанными предфлами намъ извфстны только отдЪльныя простыя 
числа; самое болышое изъ нихь слфлующее: 

21 — 1 = 2305 843 009 213 693 951 *=) 


*) Тая таблицы вычислены Л. Чернакомъ (1. СВегпас) до 1 020 000, 1. Бурк- 
гартомъ (1. ВигскВаг@@) до 3 086 000, 3. Дазомъ (2. Разе) для чиселъ отъ 7-го до 
9-го миллюна, а Глайзеромъ ((Маг5Вег) отъ 4-го до 6-го миллюна включительно. 
Меньция таблицы для настольнаго употребления имфются въ сочинени „зашиЙиия 
та@фотайзсвег Та“ пасв Уера, Вегаизверефеп уоп На15зе. Вейш, УеЧтапизсве 
Виспрапашия. 1865. 

(**) Это было констатировано сначала Зельгофомъ, а потомъ подтверждено 


- ® 
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Для разложеня весьма большихь чиселъь пользовались средствами 
высшей математики и въ частности теорей квадратичныхь формъ. Ниже 
мы приведемъ простой примБръ такого рода пр1емовъ. 


$ 17. Дроби. 


1. Залача дфленя числа а на другое число р въ томъ случаЪ, 
когла @ кратно $, можеть быть формулирована слЪдующимьъ образомъ. 
Требуется найти такое число с, которое нужно помножить на 
данное число [, чтобы получить другое данное число д. 

Сьъ этой точки зря дфлене можеть быть разсматриваемо, какъ 
дЪйстве, обратное умноженю. Въ предыдущей глав мы обобщили дЪй- 
сте, обратное сложеню; чтобы слфлать это дЪйсте всегда выполни- 
мымъ, мы вынуждены были ввести новаго рода числа—отрицательныя 
числа. Такимъ же образомь мы можемь обобщить и задачу дЪфленя, но 
для этого необходимо вновь расширить область чиселъ, именно, кромь 
цфлыхъ чиселъ, которыя мы изучали до сихь поръ, необходимо ввести 
еще такь называемыя дробныя числа, или дроби. Мы введемъ эти 
числа сначала совершенно формально и формально же установимь для 
нихъ правила дфйствй. ТЪмъ не мене новая система чиселъ, которую 
мы такимъ образомъ получимъ, также находить себЪ примфнеше для 
выражешя извЪфстныхъ соотношенй между объектами внфшняго мра. 

2. Кь поняйю о дроби мы приходимь проше всего слЪдующимъ 
путемъ. Пусть м! будетъ знакъ, символъ, который можетъ обозначать лю- 
бое цфлое число (нуль, положительное или отрицательное число); пусть 
п будеть знакъ. выражающй какое-нибудь положительное число. 


ь т 
Символъ 1"! или : ‚ составленный изъ этихъ двухъ знаковъ, вполнф опре- 
1 


дЪляется заданными значевями чисель т и п. Такого рода символы мы 
булемъ называть дробными числами, или дробями: относительно нихъ 
мы установимъ слфдуюшйя соглашенйЯ. 
Число и называется числителемъ, а И—знаменателемъ дроби. 
Если знаменатель равенъ, напримфръ—2, 3, 4 ит. д. 10, то дробь 


читается такъ: 1 вторыхъ, т третьихъ, 12 четвертыхъ .... # де- 
СЯТыхЪ. 
т бт ь 
Символы — и 9 - должны имфть одно и то же значеше, каково бы 
й Г 


ни было положительное число д (3). 


другими изслфдователями. (ГеНзснИЙ г Машетайк ипа Рвузк, 31 ЗаНгеапя, 
$. 174). 


{") Смыслъ послфдияго соглашеня заключается въ слЬдующемъ: подъ дро- 
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ВслЪдстве послфдняго соглашеня, общаго дфлитечя, числителя и 
знаменателя каждой дроби можно опустить. не измфняя значешя дроби 
4 10 

означаеть то же, что _ или сит. д). 


3 6 15 


Уничтожене общаго дфлителя ‹() въ числителБ и знаменатель, т. е. 


фт 


т : 
— дробью _, называется сокращенемъ дроби на {. 
ИШ И 


Сообразно этому, для каждой дроби существуеть нфкоторая про- 
стЬйшая форма. которую называють несократимой Формой; чтобы по- 
лучить несократимую форму дроби, нужно раздфлить числителя и знаме- 
нателя на ихь общаго наибольшаго дФлителя. Въ несократимой дроби 
числитель и знаменатель суть числа первыя между собой. 


(такъ напримфръ, 


замфна дроби 


Если намъ дано н$фсколько дробей, то мы можемъ представить ихь 
въ такомъ видЪ, чтобы они имфли одного и того же знаменателя. Для 
этого достаточно выбрать общимъ знаменателемь любое число ш, кратное 
всфхь знаменателей, и помножить числителя и знаменателя каждой дроби 
на множителя, недостающаго знаменателю до числа т. Такъ напримфръ, 


Ь 


любыя три дроби 4 
(1. [И С 


мы можемь представить въ видЪ 


[4 абс р а рета, С са 
а, д м И 


гАБАЕ а С 

3. Теперь мы условимся изъ двухъ дробей съ общимь зна- 
менателемъ считать большей ту, которая имфетъ большаго 
числителя. 


Это согланене вполнф совмфстимо съ опредфленемь п. 2-го, по- 
тому что умножеше или дфлене числителя и знаменателя на одно и то 
же число не вляетъ на критерй, по которому мы условились отличать 


бями мы разумфемъ, какъ сказано, только опредфленнаго рода символы; бли- 
жайшаго значеня мы этимъ символамъ не приписываемъ, сохраняя за собой право 
разумфть подъ ними. что намъ угодно, приписать имъ то значене, какое мы най- 

ЦА фт 
демъ цфлесообразнымъ. Мы уславливаемся, однако, подъ символами „ и тн 
всегда разумфть одно и то же; это значить, если мы припишемъ какое либо зна- 

я 

чеше символу», то то же значеше мы, въ силу этого соглашеня, должны  припи- 


Чт г 
сать и символу Пе: Это соглашенме допускаетъ, впрочемъ, и болБе формальное 
(быть можеть, и боле правильное) толковане. Но мы не считаемь возможнымъ 


развивать здфсь точку зрфшя, которой авторъ, повидимому, не придерживается. 


>. й 
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большую дробь отъ меньшей *). 

Это соглашене удовлетворяегь также основному требованйо, кото- 
рому должно удовлетворять всякое расположене чисель по величинЪ 
($ 5). Если х, Ви суть три дроби, и х больше, нежели 8, и 3 
больше, нежели ^, то х больше, нежели \. 

Услошя, установленныя для сравненя дробей, могуть быть такь же 
выражены слфлующимъ образомъ: 


п р р р 
Изъ двухь дробей &х = и 3 = „ первая меньше, равна 


1 В, 

или больше второй, смотря по тому, которое изъ трехъ соотно- 
шен1й имЪетъ мЪсто 

ар: < 

Е (2). 

п 2 О 

Это вытекаеть неносредственно изъ предыдущаго опредЪленя, если 

мы приведемъ обЪф дроби къ общему знаменателю а, [,, такъ что 


ар: р ра: 
бу’ Е ав. 


4. Чтобы въ составъ дробныхъ чиселъ вошли также всЪ цф- 
лыя числа, введемъ слБдующее соглашение: условимся разумЪть 
полъ лробью со знаменателемъ 1 цЪлое число, выраженное ея 
числителемъ, т. е. положимь 


— а. 
1 
При этомъ услои установленное выше расположене чиселъ по 
величин ($ 5) вполнЪ согласуется съ критеремъ сравненя дробныхъ 
чиселъ. 


Такимь образомъ совокупность всфхь дробныхъ чиселъ, включая 
сюда также и всф положительныя и отрицательныя цфлыя числа, распо- 
ложены въ одинъ рядъ, который мы будемь называть рядомъ рац1о- 
нальныхъ чиселъ. Такь же, какь и у цфлыхь чисель, мы будемь и 
у ращональныхь чисель отличать ихъь абсолютную величину и ихь 


*) Авторъ хочеть сказать слБдующее: если, въ силу приведеннаго выше со- 


ы а Ь ма 
глашеня, дробь И окажется большей, нежели дробь ие то и дробь т. окажется 
1 1 1 
Ь 
большей, нежели ь это, конечно, очень легко доказать, приводя къ одному зна- 


а р та Ь 


и ме. 
ь. такъ и дроби Г 


менателю, какъ 
ю, дроби ет 


а: 
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алгебраическую величину. При сравнени чисель по абсолютной вели- 
чинф принимаются во внимаше только ихъ абсолютныя или положительныя 
значеня: при алгебраическомъ же расположени чисель всЪ отрицатель- 
ныя числа меныше положительныхъ, а изъ двухь отрицательныхь чиселъ 
больше то, которое имфеть меньшую абсолютную величину. Дробь. абсо- 
люотная величина которой меныше единицы, называется правильной 
дробью. Правильной дробью является, слЪловательно, такая дробь, 
числитель которой по абсолютной величинф меньше знаменателя. 


5. Чтобы дать наглядное представленше о дробяхъ и вмЪстЪ сь тёмьъ 
указать важное примфнене ихь кь реальнымь объектамъ, прелставимъ 
себЪ рядь точекъ, нанесенныхъ на прямой лиНвЙи, какъ на маситабЪ, на 
равныхъ разстояняхъ одна оть другой, скажемъ, на разстояни сантиметра, 
это разстояе мы будемъ называть единицей длины. Затфмъ любую 
изъ этихь точекь обозначимъ числомъ нуль; далфе, точки, расположенныя 
направо отъ нея, будемь послфдовательно обозначать цфлыми положи- 
тельными числами {+ 1, {- 2, - 3,....; точки же, расположенныя налФво, 
помфтимъ числами — 1, 2—3 ..... Теперь раздфлимъ каждый интер- 
валь на опредфленное число, скажемъ, на п равныхъ частей; эти точки 
мы опять будемъ отмфчать числами 1, - 2. -|- 3.... на право оть 
нуля и числами — 1, — 2, — 3 .... налфво. Эти точки даютъ въ та- 
комъ случаЪ картину послфдовательнаго расположешя тЪхъ дробей. которыя 
имБютъ знаменателя и или могутъ быть приведены къ этому знамена- 
телю. Въ приложеняхь обыкновенно полагаютъ и равнымъ 10 или 
степени 10. 


6. Изъ соотношен!я (2) п. 3-го слфдуетъ, что изъ лвухъ 
положительныхьъ дробей съ одинаковымъ числителемъ та мень- 
не, которая имфетъ больш! знаменатель. Въ самомъ дДЪлЬ, если 
а = риа: > Ь, то ав < фа,; отсюда слфлуетъ, что мы можемъ 
указать сколько угодно дробей, которыя по абсолютной величинф меньше 


1 
заданной дроби. Такимь образомъ, дробь тмъ меньше, чфмъ больше 
п 


о а 
знаменатель и: какова бы ни была положительная дробь т можно —вы- 
у 


1 97 № : 
брать число п настолько болынимъ. чтобы ки, ) Это предложевще 
И 


р. 


представляетъь собой частный случай слфдующей общей теоремы. 


Если хи В суть два произвольныхъ ращональныхь числа, 


*) Въ силу $ 14,1, мы всегда можемъ выбрать число » настолько большимъ, 


1 а 
чтобы на>>Ь; тогда ы = 78 
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не равныхъ между собой, то можно найти сколько угодно дро- 
бей. содержащихся между хи 8. 
Вь самомь дфлЪ, пусть я > Зи 


а р 
РЕ ЕЕ - 
т В, 

Слфловательно. #6, > ра,. а потому разность иб,— Ра, представля- 
еть собой положительное цфлое число. Вслфдстве этого можно всегда 
подобрать множитель 0 такимъ образомъ, чтобы произведеше ‹) (ав, —ва, ) 
было больше, нежели произвольное заданное число г (5 14, |), иными 


словами, чтобы между числами дар, и да, содержалось больше, чфмъ 7 
цЪфлыхь чиселъ. Если х есть одно изъ такихл, чиселъ, то 


дай > х № да; 
а потому 
а х р 


а, да и: 


Въ приведенномъ выше представлени рацюнальныхъ чисель нри 
помощи дфленя масштаба съ понятемъ объ абсолютномь уменьшени 
дроби связывается представлене о постоянно убывающемъ отрЪзкЪ; то же 
самое имфеть м5сто при всфхъ примфненяхъ дробныхъ чисель къ ре- 
альнымъ объектамъ; но съ точки зрфня теоретической въ установленномъ 
выше критерии сравненя дробей не содержится ничего, объективно указы- 
вающаго на большую или меныпую величину. 


т 
7. До сихь поръ мы ввели только дроби = СБ положительными 
И 


знаменателями, и по существу дла этого достаточно; тфмъь не менЪе 
часто бываеть цфлесообразно пользоваться также длробями съ отрица- 
тельными знаменателями. Эти дроби мы опредфлимь равенствомъ. 


о о) 


Н Н к: 


Только числа нуль мы никогда не будемъ употреблять въ качествЪ зна- 
менателя лроби. 


8 18. ДЪиетвтя надъ дробями. 


1. Чтобы сложить двф лроби или вычесть олну дробь изъ дру- 
гой, ихь приводятъ къ общему знаменателю (5 17, 2). Общимъ знамена- 


Ио 
°) Ипыми словами, подъ дробью _ „мы условимся разумфть то же, что подъ 


—-Н 


дробью г 
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телемь служитъ общее кратное знаменателей данныхь дробей: если же 
данныя дроби несократимы, то проще всего взять за обийй знаменатель 
наименьшее кратное ихъ знаменателей. 


` 


Если же 


[4 Гр 
о — И == —— 
И] - и 


то мы опредфлимъ сумму и разность этихъ дробей равенствами 


ав а-р 
дв наф (1) 
И ПН 
Согласно этому опредфленю, сумма или разность двухъ дробей 
также представляетъь собой н$фкоторую дробь. 


Результатъ, который мы такимь образомь получаемъ, иногда ока- 

1 3 4 
зывается сократимой дробью (напр. г -- ан 1); но резуль- 
татъ этоть никогда не зависить отъ той формы, въ которой заданы лан- 
ныя дроби: если мы умножимь числителя и знаменателя одной изъ дро- 
бей хи В или обфихъ дробей на 4, то въ результатЬ числитель и зна- 


менатель также окажутся умноженными на - 


Сообразно этому уже ясно, какъ слфдуеть опредфлить сумму н$- 
сколькихъ лпробей: легко также видфть, что и основные законы этихъ 
операшй, которыя были изложены для цфлыхь чисель въ 56 Ти 12, 
сохраняютъ свою силу и для дробей. Вообще, вычисленя надъ дробями, 
поскольку рёчь идетъ только о сложени и вычитани, представляютъ 
собой не что иное, какь вычислешя надъ цфлыми числами въ примфнени 
къ особаго рода объектамъ, единица которыхъ называегся 1/и. Характер- 
нымъ для этихь вычисленй является лишь то, что здЪсь приходится 
предварительно привести данныя числа къ опредфленному виду. а затфмъ 
результатъ, если возможно, сократить. 

2. Умножен{е. Подь произведешемъ двухъ дробей - и т мы 

1 1 
аб р 
аб. 
умноженя, которое непосредственно распространяется на случай какого 


будемь разумфть дробь Мы получаемь такимь образомь правило 


уголно числа сомножителей. 

Чтобы перемножить нфсколько дробей, нужно перемно- 
жить всЪхъ числителей и всЪхъ знаменателей. Произведешемъ 
дробей булетъ дробь, числителемъ которой служитъ произве- 
ден!е всЪхъ числителей, а знаменателемъ—произведен!е всЪхъЪ 
знаменателей заданныхъ дробей. 


Само собой разумЪется, что въ результать можно сллать всВ 
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сокращеня, которыя онъ допускаетъ. Умножене цфлыхъ чисель солер- 
жится, какъ частный случай, въ этомь общемь правилЪ умноженя 
лробей. 

Что сочетагельный и перем стигельный законы остаются въ 
силБ и при умножени дробей, вытекаеть непосредственно изъ опрелф- 
лены, потому что этимъ законамъ слфлують въ отдЬльности произве- 
дения, служанйя числителемь и знаменателемъь произведеня дробей. 

Точно также и относительно знака произведеня остается въ СИЛЬ 
го же правило, что и при умножевйи цБлыхь чиселъ: произведеше бу- 
деть положительнымь или отрицательнымъ, смотря по тому, имфется ли 
четное или нечетное число отрицательныхъ сомножителей. 


И здБсь произведене равно нулю въ томъ и только въ томъ слу- 
чаБ, если одинъ изъ сомножителей равенъ нулю (*). 

Но относительно измфненя абсолютной величины произведене 
дробей слЪдуеть не тЪмъ законамъ, что произведене ифлыхь чиселъ. 
Именно: 

Произведен!е «В по абсолютной величин больше или 
меньше, нежели х, смотря но тому, представляетъ ли собой В 
правильную или неправильную дробь. 

Въ самомь дЬлЪ, если мы положимъ & = Е о е то ©Ф мень- 

и 1 
ше или больше, нежели %, смотря по тому. которое изъ лвухь нера- 
венствъ иметь м$сто ($5 17, 3, 


аб < 94.6, нли И — В: 


если @ и 4, суть положительныя числа, то эго сволится къ тому, будетъ 
ли 6 < В, или 6 >> {, т.е. будетъ ли В правильная или неправильная 
дробь. 

3. Если а, ее ^^ суть три дроби, изъ которыхь послфлдняя отлична 
оть нуля, то равенство оу = @% будегь имфть мсто только въ томъ 
случаф, если «=—В. Это также слфдуеть изъ предложеня $ 17, 3. Вь 

о Е. Ч, 


е 
самомъ дЬлф, пусть х — и = Ь? 9 == ‚ если зал, ТО 
Ч м С 


дб = СЕ 


0 
(С) Опредфлене 5 17,2 вводить также дроби вида „’ согласно опредфленю 


у 0 @ 0.2 
у И == 0;а такъ какъ п 1 "О р Равно нулю при всякомъ знаменател$. 


Легко показать, что произведене нфсколькихъ дробей обращается въ нуль только 


0 
вь томь случаЪ, если одинъ изъ сомножителей имЪфетъ видъ т: 
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а такъ какь числа си с, отличны отъ нуля, то отсюда, въ силу посл®д- 
няго предложеня $ 8, слБлуеть, что 


ав —= а, 


ве о 

4. Дьлен!е. Въ числовомь ряду, который мы такимь образомъ 
получили, задача о дфлени можеть быть поставлена и рышена во всей 
ея общности. 

Пусть & и 3 будугь два произвольныхь рашональныхъ числа. Тре- 
буется найти такое число 2, которое нужно помножить на В, чтобы по- 


лучить число &, такъ что 


{а с 
се (2) 
Эта задача, очевидно, не имфеть вовсе рЫышеня. если БЕН О ах не 
равно нулю, потому что при 3 = @ произвеленме 28 = @, каково бы 
чи было значеше множителя Е. Если я = Фи В = 0, то & можеть 


имЪть совершенно произвольное значене—каждое число удовлетворяетъ 
требованйо. 


Если, однако, 8 отлично оть нуля, то залача можеть имЪфть не бо- 
лфе одного рЬшеня. ДЪйствительно, если бы существовало два числа и 
=’, удовлетворяющихъ требованйо, то должно было бы имфть мЪсто ра- 
венство 28 — ""3; согласно п. 3, это возможно только въ томъ случаф, 
аа 2 2 
Игакъ, дЬло сволится кътому, чтобы. найти одно число, удовлетво- 
. . Я р 
ряюнщее требованйо (2). Если Я — т Ни ы- ти то мы получимь такое 
число, полагая 


х 96. Е 
А: Е 
х ра’ (3) 


ибо въ такомь случаЪ 


т 4 
ПИ. — 


Образованше числа & мы будемь называть дфлешемъ числа @ на 


> 
число В; число х мы будемъ называть лфлимымъ, В—дълителемъ, 
2 —частнымъ. 


Если х и В суть цфлыя числа, то 5 есть дробь, которая сводится 


5 
кь цблому числу, когда @ кратно 3. Такимь образомъ залача о лфлени 
двухъ цфлыхъ чисель безъ остатка можеть быть, вообще говоря, раз- 
рЬшена только при номощи дробей и содержится, какъ часгный случай, 


въ задач о дБлеши дробей. 
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Частное отъ дфлене двухъ дробей мы будемъ также изображагь такъ: 


а в = ра, и 


(& дьленное на В); вмЬстЪ съ тфмь мы выразимь полученный пами ре- 
зультать слЪдующимъ правиломъ. 

Чтобы раздфлить одну дробь на другую, нужно помножить 
числителя дфлимаго на знаменателя дБлителя н знаменателя 
д5лимаго на числителя дфлителя; первое произведен!е будегъ 
числителемъ частнаго, второе его знаменагелемъ. 

Вь выражевши (4) число © также называютъ часто числителемъ, а 
В знаменагелемь дроби &, В. 

Дробь 1/х называется обратной по отношеню къ 2: она 
получается путемь обращен!я числа х, т. е. путемь замъщеня чис- 
лителя и знаменателя другъ другомъ. 

ДБленше можетъ быть приведено кь умноженно ири помонш  слБ- 
лующаго правила: 

5. Чтобы раздфлить дробь а на дробь В можно помножить 
дфлимое на обращеннаго дЪлителя. 

Вслфдстне того, что равенство (2) при В @ либо вовсе не имфегь 
рьшеня, либо имфеть ихь безчисленное множество, изь ариеме- 
тики дфлене на нуль вовсе исключено. Однако, въ нфкоторыхь отдЪлахь 
высшаго анализа бываеть ифлесообразно приписывать извЪстное значене 
также символу 1,0. 


6. Возвышен!е въ степень. Когда поняме объ умножеши дробей 


‚установлено, то возвыщеше въ степень опредфляется само собой. Если 


© есть дробь, а п натуральное число, то @“ представляегь собой произ- 
ведене и сомножителей, равныхь &. Число х называется основан1емъ, 
„— показателемъ, %" — 1-ой степенью числа ©. ВсЪ эти поняйя опре- 
дЪфлены только для цфлыхь и положительныхь значемй числа п. Мы 
обобщимъ, однако. это поняе; именно—мы распространимь его на тотъ 
случай, когда показатель равень нулю или имфеть отрицательное значе- 
не. Мы достигнемъ этого лучше всего тЬмъ, что распространимъ на 
всЪ эти случаи основное равенство 


от" —= ф-т 


(5) 


которое для цфлыхъ и положительныхь показателей (8) вытекаеть непо- 
средственно изъ опредфленя. 


() Иными словами, мы постараемся опредфлить степень съ отрицательнымъ 
или нулевымъ показателемъ такимь образомъ, чтобы равенство (5) осталось вт, 
енлЬ при всБхъ цфлыхь значеняхь ноказателя. 
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м 


Если мы, сообразно этому, положимъ, въ равенствЪ (5) П==0, то 
получимъ 


©”, 0% — А 


если поэтому ©, а стало быть, и х” отличны отъ нуля, что мы и будемь 
теперь предполагать, то 


50 === (6). 
ДалЪфе, если мы положимъ въ равенствЪ (5) и = — 1, то получимъь 
, › м 
= и 2 
т = Х =. п. 
такь что 
1 
р”. 
ан ь 


7. Игакъ, если мы хотимъ, чтобы соотношенйе (5) сохра- 
нило свою силу, то мы должны подъ х° разум$ть 1, а подъ хх” 
— число, обратное х”. 

Равенство 1 — 1 остается справедливымь и при этомь обобщении. 

8. Если х есть неправильная дробь, то степень &” растеть вмЪфстЬ 
СЕ показателемъ ‘и; Это вытекаеть непосредственно изъ опредфленя 
степени, какь произведен равныхъ сомножителей. Мы имфемъ, однако, 
теперь возможность установить ближе ходъ этого возрастанйя. 

Если р есть цфлое положительное число, болынее, нежели 1, то &? 
болыше, нежели х, и мы можемъ вставить между х и %Р число у такимъ 
образомъ, чго | 


М — 8 
Умножая обЪ части этого неравенства на %х, мы получимь: 
жж | [5-1 ина, 


Если мы новторимъ то же разсуждене, замъняя, однако, р черезъ` 
Р-Е1 и 1 черезь Ут жх_ 1), то мы получимъ: 


Рё > м -- 29(я—1)}; 
отсюда помощью инлукщи заключаемъ, что для каждаго ифлаго положи- 
гельнаго числа и 
ое > м | а. (8) 
Такь какь &(%—1) есть положительное число, го число и можно 
выбрать настолько большимъ, чтобы и —1} было болыне любого 


заданнаго числа с. Мы прихолимь такимь образомь кь слБлующему 
выводу: у 
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Если х > Тис есть произвольное заданное положитель- 
ное число, то &“” >> с, коль скоро и превышаетъ нЪкоторое 
достаточно большое число 1. Это представляеть собой обобщеше 
предложеня $ 10,5. 

Примфняя это предложенше къ обрашенному числу, мы легко заклю- 
чаемь отсюда, что 5х” становится меньше любого заданнаго положитель- 
наго числа с, если показатель и принимаетъ достаточно больния значенйя. 

Возвратимся, однако, къ тому случаю, когла х>>1. Изъ соотношеня 
(8) слБлуетъ, что 


=» > иа—1) 


поэтому 
х > пр, 
Если мы здЪсь ноложимъ для сокращеня 22— По = 5, 10 
получимъ: 


2 5 (9) 


гдБ 9 представляетъь собой положительное число, ‘зависящее отъ х, но 
не зависящее отъ п. , 

Если #-- 1 есть произвольное заданное цфлое положительное число, 
го, какъ бы ни было велико ифлое число р, всегда можно найти два 
послБдовательныхъ кратныхь числа |-|-1, между которыми лежить число 
и, такъ что 


ИНО = т < ао. (10) 
Возволя теперь 0бф части неравенства (9) въ (}+1)-ую степень 
и принимая во вниманте, что х” > 2х”, получимъ: 
в" > Бы -Н. (11) 


ДалЪе изъ соотношеня (19) находимъ: 


1 1 
я Е (. "+ 
1 в т 


Если при этомь и! выбрано болыше, нежели 24-1), то предыдущее 
неравенство даетьъ (8) 


т 


— 


т 


п > 20-1} 


(“) Ибо въ этомъ случаЪ 


А и 
а д, = = 
РТ 2 т Я 
Веберъ, Энциклон. элемент. элгобры 5 


66 $ 19 


поэтому, согласно неравенству (11), 


х - ЕН 
Хх > иг. Рае . (12) 
Съ другой стороны, если г есть произвольное заданное число, то 
мы можемъ взягь число и! настолько болынимъ, чтобы а 
Бет 
аа -- иен 7 ° 5) 
п, слфдовательно, 
и И 


Такимъ образомъ доказано слфдующее предложене: 

Если © > Т, а Ё есть произвольное заданное натуральное 
число и, наконецъ, с также представляетъ собою сколь угодно 
большое положительное число, то &” > сш коль скоро ш пре- 
восходитъ нфкоторое достаточно большое число. 

Это предложеше выражаютъ еще такъ: 2х" возрастаеть быстрфе, 
нежели сколь угодно высокая степень числа 71. 


8 19. Дееятачныя дроби. 


1. При нашей индйской систем счисленя каждое натуральное 
число можно изображать сколь угодно болышимъ количествомъ цифръ; 
для этого достаточно приписать съ лфвой стороны надлежащее число ну- 
лей. Такимь образомъ 03 означаеть то же, что 3, 000 650 то же, что 
650. Но эти нули съ лфвой стороны излишни, и потому ихъ не пишутъ. 

Разсмотримъ теперь дроби, знаменателями которыхъ служатъ степе- 
ни числа 10; таюя дроби имфютъ видъ 


ЕЯ 3{.10-—”. (1) 


гдЪ .[ есть натуральное число. Въ виду ‘слБланнаго выше замфчаня, та- 
кого рода дроби можно опрелфленнымъ образомъ обозначать безъ зна- 
менателя, пользуясь только значенемъ мЪста, занимаемаго нифрой. 

Сь этой ифлью мы пишемъ число .[ такъ, чтобы оно имфло болЪе 
и цифръ, скажемь п + т -—- 1 цифръ глЪ ш == 0%). Цифру высшаго 
разряда мы обозначимъ черезъ й», а затЪмъ слБдующя  пифры обозна- 


*) Если число 1 нормально изображается болЪе, нежели и цифрами, то мы 
сохраняемь обычное изображеше; если же число А въ обычномь изображени 
иметь меньше » цифрь, то мы его дополняемь нулями съ лБвой стороны, такъ 
чтобы получать „--! цифръ. Число ш при этомъ услови всегда имфеть опредф- 
ленное значене; но можно сдфлать и› большие, если писать съ лЪвой стороны еше 
лишнее нулн. 
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чимъ тою же буквою сь послфдонательно убывающими индексами, гакъ 
что нфкоторые изъ этихъ индексовъ будуть отрицательны. 


ам 


цифры 4 имфютъ, конечно, значеныя, приналлежация рялу 0,1, _... 9. Вь 
случа надобности вначалЪ лолжно быть написано надлежащее число 
нулей. Теперь ноложимъ 


ре О ода ое ЗН о 9) 


приписывая этому выраженю значене 


бы" -- ата би... апо-а, ат 10 1-Е 
а... аи. 


Такимь образомъ запятая указываетьъ, гдф начинаются отрипательныя 
степени 10. (*) 

Если ‚| < 10", т. е. если < есть правильная дробь, то всЪ цифры, 
стояцйя до запятой, должны быть нулями. Въ этомъ случаЪ передъ за- 
пятой достаточно писать только одинъ нуль. Можно было бы лаже 
опустить и этоть нуль, но было бы очень непривычно, а иногла даже 
неясно начинать число просто запятой. 

Нули же, стояние непосредственно послЪ запятой, если таковые 
имфются, имфють существенное значене—точно- такъ же, какъ нули, 
стояшще въ концф цфлаго числа. Напротивъ того, послЬ послфдней цифры 
можно приписагь сколько угодно нулей. Обыкновенно нули, стояшце въ 
концф десятичной дроби, послЪ значащихъ цифръ, опускаются. 

Если мы будемъ пользоваться для обозначены числа въ десятичной 
систем общимъ символомь и, съ носл5довательными индексамы, т. е. бу- 


демъ писать 
Я ти—1 бы ---- Я», 


гдЪ ши п могуть имфть положительныя и отрицательныя нулевыя зна- 
ченя (т > Н), а самые символы Ч т—1 @т— .... оОзЗначають цифры (0, 
1, 2, 3, 4, 5. 6, 7, 8, 9). то мы можемъ вовсе не ставить запятой; зна- 
чене цифры вполнф опредфляется индексомъ. 

Дробь, имфющая знаменателемь степень десяти и написанная въ 
формЪ (2), называется десятичною дробью. Въ отлише оть десятич- 
ныхъ дробей остальныя называются простыми дробями. 

2. ДЪйствья надъ десятичными дробями совершаются гБми же спо- 
собами. что и надъ цфлыми числами; при сложени и при вычиташи 


(*) Этимь обозначешемъ десятичныхъ дробей въ первый разь сталь пользо 
ваться, повидимому, Чо0%г Вагог (1552—1632 или 1633); онъ, имБль, правда, пред- 
шественниковъ, но вполнБ правильная постановка этого вопроса принадлежигъ ему 
«Сятбог. Оезсв. Че’ Мафетайь, Ва. И. $. 617). 
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нужно писать числа такимъ образомъ, чтобы пифры, выражаюция одии 
и ТЬ же разрялы, стояли одни подъ другими. Ёсли при этомъ приписать 
въ случаь нужды нули такь, чтобы всЪ числа имфли посл запятой оди- 
наковое число пифръ. то вычислене можно вести такь, какъ будто-бы 
запятой и вовсе не было; въ результатЬ нужно только поставить запятую 
на гомъ-же мЪстЪ, которое она занимаетъ нь данныхъ числахъ. 


3. Если мы умножимъ десятичную дробь на 10, то запятая пере- 
мфстится на одинъ знакъ вправо; прн умножен!и же на 10* она перемБщается 
на р знаковъ вправо. Если мы дЪлимъ десятичную дробь на 10", то 
запятая перемЫнается на / знаковъ влфво. Эти операши всегла могутъ 
быть выполнены, иногда бываеть только нужно приписать справа или 
слфва надлежащее число нулей. 


4. Если нужно перемножить двф десятичныя дроби я и изъ ко- 
торыхь первая имБетъ м. а вгорая У десятичныхъ знаковь послБ запя- 
той, то опускаютъ прежде всего обЪф запятыя, т. е. перемножають числа 
10". хи 10". 8. Произведене равно поэтому 10" 'х8; чтобы получить 
28 остается раздфлить полученное число на 102", т. е. отдБлить въ 
результать сь правой стороны и знаковъ запятой. Такимъ образомъ 
умножене десятичныхъ дробей приволится къ умноженю цфлыхъь чиселъ. 


8 20. Ирибложенныя значения деслтичиыхз, дробей. 


1. Значенме цифръь въ десятичной дроби становится тмъ меньше, 
чмъ далфе эга цифра отстоитъ отъ запятой по направлению слфва на- 
право. Однако. часго случается, что при числовыхъ заданяхъ или вычис- 
леняхъ цифры, занимаюцця послЬдня мЪста, начиная съ н$которой, 
вовсе не принимаются но внимане („опускаются“); иногла это обусловли- 
вается тфмъ, что дальнЪйния цифры вовсе неизвЪстны, иногда-же эти 
цифры не имфютъ значения по самому характеру задачи. Дробь, которую 
мы получаемь, опуская послфдне десятичные знаки въ десятичной дроби, 
называется приближеннымъ ея значен!емъ. Премъ этоть паходить 
себф оправлане въ слБдующемь предложении: 


Написанное въ десятичной системЪ число 


^ 


о И—1 Яя—э ..-- Як (1) 


(гдЪ, какъ и, такъ и }} могутъ им$ть отрицательныя значенйя, 
но >| (5 19,0) всегда меньше нежели 10" 19). 


37) ЗдЕсь указатель #—1 при первой цифрВ указываеть, что число начи- 
нается и-ымъ разрядомъ; если это число цфлое, то # ==0; если-же оно имфетъ деся- 
тичные знаки, то # имфетъ отрицательное значене; если, наконець, число предста- 


<<; 


пине, ДА 
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‚ Вь самомь дДЪФЛЪ, если мы замфнимь всф цифры а»_1, @но .... @к 


десятками, то мы это число увеличимъ, или по крайней мЪрЪ, не умень- 
шимъ; такт, что 


О ВО 9 


Если мы сюда придадимь 10*, т. е. увеличимь послфлнюю цифру 
единипей, то мы получимь 
9.10* —- 10^ То, 
Эк 4 10 т, 


9.10% - 10% — 14”. 


Складывая эти равенства и опуская съ обЪихъ сторонъ числа 10, 
10? .... 107 получимъ 


е- № = 10%; 
слБловательно, подавно 


оне (2) 


что и требовалось доказать. 
Отсюда слфдуетъ: 
Значен!е написаннаго въ десятичной системЪ числа 5 


Я — Да Пыл --.- Ц» Чу .. Чь 
больше, нежели 


„1 — ж Ят-и --.. Я. 
и меньше, нежели 


Г — Чт Пт-1 +... а!) == 1 —- В 


Если а, = 9, то здЪсь, конечно, нужно вмЪсто а (а ЕТ) нани- 
сать (а4а-НТ) 0. 

Такимъ образомъ, ошибка, которую мы дЪлаемъ, опуская 
цифры, стояпИя послЪ а„, меньше, нежели 10”. 

Вообще говоря, замБняя десятичную дробь ея приближеннымь зна- 
ченемъ, всегла стараются сдфлать абсолютную величину ошибки воз- 
можно меньшей. Сохраняя олно и тоже число десятичныхь знаковъ, мы 
можемъ замфнить число х либо числомъ .|, либо числомъ .Ё. 

Такъ какъ 


= о (1, 


гдь р имЪегь прежнее значенше (1), то ошибка въ первомъ случаЪ равна 


вляетъь собой правильную дробь, т.е. начинается десятнчными знаками, то не только 
г, но и н иметь отрицательное значене. 
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2, во второмъ случаЪ равна р’ = 1 р. Послфдняя ошибка меньше 
первой, если 2 > 10" — р. т. е. если Эр 0 НО иметь м5сто. 
если первая отбрасываемая цифра 4»: = 5, 6, 7, 8 или 9; напротивъ» 
ох И" — р, если а равно 0, 1, 2, 3, 4. Единственное исключене 
имфеть мЪсто, если Ц = 5, а всЪ стБдующия цифры ранны 0; вь 
этомъ случафь о — р’и оба приближеня Ги „[ даютъ ту же ошибку: 


Мы получаемъ отсюла слфлующее правило: 

Опуская въ десятичной дроби для получения приближен- 
паго ея значен1я, послЪлн!е десятичные знаки. слЬдуетъ увели- 
чигь послфднюю удерживаемую цифру на единицу. если первая 
и зь отбрасываемыхъ цифръ больше 4-хЪъ. 


2. При произволствЪ ариеметическихь дЪъйствй надъ приближенными 
Значенями  десятичныхь дробей опущенные лесятичные знаки могуть 
‘иногда оказагь влыше на тЪ знаки, которые мы желаемъ сохранить. Если, 
наприм$ръ, мы складынаемь } приближенныхъ дробей, составленныхъ ио 
указанному ныше правилу, то послЬдн!й лесятичный знакъ, который мы 
сохраняемъ, можеть оказаться тахипии на 4/2 единицшь больше или 
меньше истиннаго своего значены. Но этого наибольшаго значення ощибка 
достигаеть только въ томъ случаЪ, если ошибки вс5хъ приближенй 
нмЪъютъ олинъ и тотъ-же знакъ и всБ достигають наиболынаго значенйя. 
Еслн-же намъ даны только приближеня. то о вЪроятности той или дру- 
гой ошибки можно судить по правиламъ, указываемымъ исчисленемъ 
вфроягностей. Большя ошибки оказываются при этомъ, менфе вфроягными, 
чфмъ меньшия. 

Если мы имфемъ еще какя нибудь свЪдЪния относительно ошибки, 
если мы знаемь, напримфръ, что имфется число съ положительной ошиб- 
кой или число съ отрицательной ошибкой, то предлы возможной ошиб- 
ки результата еще болфе сближаются. 

3. Если нужно перемножить двЪ приближенныя  десятичныя дроби, 
то обыкновенный премъ умноженшя въ примфнени къ низшимь десятич- 
нымь знакамъ даеть совершенно безполезный результать и представляеть 
собой до нфкоторой степени безилодную работу. Въ этихъ случаяхь 
пользуются поэтому такь называемымъ сокращеннымъ умножешемъ. 

Соображеня, на которыхъ этоть премъ основанъ, лучше всего 
уясняются на примЪрЪ. 

Положимъ, что намъ нужно перемножить два четырехзначныхь 


числа 
Хх — а а 4» 


Вр ЬЬ 6. 


Если мы начнемь умножеше сь высшаго разряда множителя В, то 
вычислене, согласно обычному способу умпоженя, расположнтся слф- 
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дующимъ образомъ: 


(3 Ч, И о 
р. [2 Ш в, 


(3 р. 45 [о #1 р Чо Р. 
пб р вв, фа, 6 
ай вора ыы 
2 Пора. аб. д 


т Е О и > бт о 


При этомъ, естественно, какь въ произведетяхъ а» р», такь и въ 
суммахъ (к, превосходящихъ число 9, десятки должны быть присоединены 
къ слБлующему разрялу. Однако, на тфхъ мЪстахь, на которыхъ въ на- 
шей схемБ поставлены звфздочки, должны были сгоягь не нули, а неиз- 
вфстныя намъ цифры. Такимъ образомъ цифры (с., с1, со могутъь также 
оказаться ошибочными. При этомъ цифры по направлению отъ с, къ г 
становятся все менфе надежными. Ошибка въ числф г, можетъ въ небла- 
гоприятномъ случаф, когда всф слагаемыя, изъ которыхъь оно получаегся 
лостигаютъ наиболышаго значеня, отразиться на цифрЪ ^,, можеть даже 
дорости до 3 единииъ этого разряда. Всл$дстые этого въ окончатель- 
номъ результат цифра с. уже не проставляется, но отдфльныя слагаемыя 
этого разряда оказывается нужнымъ вычислить для исправлешя цифръ сз 
и 64а. Точно также, каждымъ свфдЬшемъ, какое мы имфемъ относительно 
цифръ, помфченныхъ звфздочками. можно воспользоваться для исправления 
результата. Но умфлое примБнене всфхъ этихь премовъ на пракгикЪ 
достигается только упражненшемъ *). 


(=) ГагоЕт. Уоцезиарепй ИБег питензснез Весппеп. Гери, ТеиБпег. 1900 
Полная теорйя приближеннаго вычисленя довольно сложна. Введешемъ въ этоть 
вопросъ могутъ служить небольшя сочиненя: 

В. Циммерманъ. Приближенныя вычислен1я. 

В. Ермаковъ. Приближенное вычислене. Юевъ, 1905. 


ГЛАВА \ 


Иррацтональныя чиела. 


$ 21. Извлечеше квадратных» корней. 


1. Среди чиселъ натуральнаго ряда есть такя, которыя представля- 
ють собою вторыя степени (квадраты) другихъ чисель того же ряда, 
напримфръ: 


о а 5 (1) 
36 = 62, 49 — 71° 64 = 5 91 9 100 —10>. 
Эти числа 1, 4, 9, 16, .... называются полными квадратами, такъ 
какь они являются вторыми степенями чиселъ 1, 2, 3, 4, ...; эти посл$л- 


ня называются корнями (точнфе кнадратными корнями) предыдущихь. 
Это взаимоотношене изображается такъ: 


1= \, 2-- 14, 3 = 19,4 = Убиглд 


р 


Число 1? есть н-ый полный квадратъ; разность между п-ымъ и 
(п — 1)-ымь квадратами равна, слфловатетьио, числу 1? — (п—1)?, или 
2п — 1, т. е. представляеть собою п-ое нечетное число. 

2. Задача. Дано иБлое число 4, написанное въ десятичной системЪ; 
нужно узнать, представляеть ли оно собой полный квадратъ или 
нЪть; въ первомъ случаф нужно найти его корень, во второмъ-— опредЪ- 
лить наиболышй полпый квадрать, содержанийся въ числЪ а, и найти 
корень изъ этого послфдняго числа. 

Вычислеше, помощью котораго рЪфшается предложенная залача, на- 
зывается извлечентемъ квадратнаго корня и обозначается знакомъ у 
впереди числа а. Если послфднее не превосходить ста, задача можеть 
быть ршена непосредственно помощью таблицы (1). 

Предположимъ, что задача наша рфшена для какого-нибудь числа 4, 
т. е. найдено число &, удовлетворяющее условю 


2 а < 1 (2). 


Мы покажемъ, какимъ образомъ, пользуясь этимъ, можно рфшить ту же 


с ме 
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задачу для другого числа (1, связаннаго съ числомъ п равенствомъ: 


а — 100а--10ь + с, 


гдЪ буквы р и с обозначаютъ нфкоторыя цифры. 

Число и, иметь двумя цифрами больше, нежели число 9, и полу- 
чается, если приписать къ послфднему двф цифры {г. 

Мы положимъ, 


2 — 1048; (4) 
намъ остается опредфлить число В, удовлетворяющее условю: 
(10& -- 3) = а, < (10 В 1). (5) 


Докажемъ, что буква 8 обозначаетъ нфкоторую цифру. Въ самомь дЪлЪ, 
еслибы было В > 10, то, согласно условю (5), мы имфли бы 


100(= Е 1 == (102 -- 3 = Ноа + 1% + с, 
м 


а въ виду того, что (х - 1} есть цфлое число, и кромф того 10-1 -- 
-- с10-? меньше единицы, мы пришли бы къ заключенйо, чго 


(2-1 = < 


это же противорфчитъ условпо (2), согласно которому (5-1) > а. 

Такимъ образомъ число 8 должно имфть одно изъ десяти значенй: 
0, 1, 2, ... 9; согласно-же соотношенио {5), это должно быть самое 
большее число, удовлетворяющее условно 


В (205 +3 100(а — 22) 19 с (6). 

Нетрудно поэтому рЪфшить, какое именно значене нужно выбрать для 
числа В. На практикь это  дфлается слЪдлующимъ образомъ. Число 
10(@ — 22) -- } дьлимь на число 25, и вь частномь получимъ для 
числа 3 нфкогорое предварительное значеше, которое посл соотвфтству- 
ющей повфрки иногда должно быть уменьшено на одну или н$сколько 
единицъ; при нфкоторомъ навыкЪ вычислеше лфлается легко и быстро. 
На этомъ основанъ извфстный алгориемъ извлеченя квалратнаго корня. 
ПримБръ: 


ИЛИ 


У 8.40.00. 00 — 2898 
4 


440 :4 |8 
384 

5609: 56! 9 
5121 


47900 : 578 18 
46304 


1596 


ЕС ЕЕ Би 


74 $ 22 


Вторая цифра результата 8 здфсь получена послЪ дфленя 44 : 4, 
т. е. частное 11 пришлось уменьшить на три единицы. ; 

2. Пользуясь указаннымь премомтъ, можно получить десятичную 
дробъ, квадратъ которой сколь угодно мало отличается отъ даннаго числа 4. 
Съ этой цфльыю ищемь цфлое число 02°, которое представляеть собою 
наибольшй полный квадратъ, содержанийся въ числф 10% а. Тогда имфемъ 


о? = 10% 4 < (2). (7) 
Для всф члены послфдняго выраженя на 10” и вводя оЭбозначене, 
ит ОО, (8) 
получим 
= и Ст Ш (9) 


Число 10” а получится изъ числа а, если къ послфднему приписать 
2н нулей; число &„ получится изъ числа х, если отдфлимъ  послфднЯ Н 
пифръ запятой. Если послфднюю цифру дроби &„ увеличимь на одну 
единицу, то получится уже слишкомъ болыпое значенше. 

Числа @„ называются приближенными значенями квадратнаго корня 
изъ числа а. Такь, въ вышеприведенномъ примфрф число 28,98 есть при- 
ближенное значеше квадратнаго корня изъ 840. 

Тьмъ же премомъ можно пользоваться и при нахождени прибли- 
женныхъ значенй квадратныхъ корней изъ десятичныхь дробей. Пред- 
варительно нужно лишь разбить дробь на грани въ ту и вь лругую сто- 
рону отъ запятой по двЪ цифры въ каждой грани, кромЪ первой, въ 
которой иногда можетъ быть только одна цифра; въ конц дроби, если 
нужно, приходится приписать еще одинъ нуль. 


$ 92. Иррацтональныя числа. 


О каждомъ числЪ натуральнаго ряда легко судить, представляетъ 
ли оно собою полный квадрать или нфтъ, если только извфстно, каковы 
первоначальные множители этого числа. Дъйствительно, обозначимъь че- 


резъ а, 6, с, ... отличныя другъ отъ друга первоначальныя числа, а %, В 
-/, ... пусть будуть положительные показатели; пусть далъе 
м == абс... 


число 7: представляеть собою полный квадратъ, если всЪ показатели-— 
числа четныя; это услове необхолимое и достаточное. Это слфдуеть 
изъ теоремы объ однозначности разложеня натуральнаго числа на перво- 
начальныхъ множителей. 
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Если указанное услоше выполнено, т. е. @-= 2. ВЕ = 
-2\’,... то квадратный корень числа и} представится въ такой форм: 


Ут -а“Ь’ с» 


Если же число и! не представляеть собою полнаго квадрата, то нельзя 
также указать такой дроби Ь/д. квадрать которой равнялся бы числу т. 

ДЬйствительно, если у какого-нибуль первоначальнаго множителя а 
числа 1! показателемь степени служитъ нечетное число @, то равенство 
114? =” невозможно; въ самомъ лЪлЪ, такъ какь показатель числа а 
представляеть собой нечетное число, то это равенство было бы возмож- 
но только въ томъ случаЪ. если бы и въ число |? множитель 4 входилъ 
съ нечетнымъ показателемъ. 

Точно также несократимая дробь т/п представляетъ собою пол- 
ный квадрать нфкоторой дроби Ь/ лишь вь томъ случаф. когла числа 
т и п оба представляютъ собой полные квадраты. 

ДЪйствительно, предположимъ, что числа ши и не имЪють ни од- 
ного общаго множителя; положимъ лалфе, что въ составь числа и вхо- 
дить простое число @ съ нечетнымь показателемъ 2; если бы при этихь 
усломяхъ имфло мЪ$сто равенство п? = пр?, то правая его часть пр” 
должна была бы содержать множителя а“; въ виду того, однако, что 
знаменагель у не содержитъ множителя 4, мы должны были бы притти 
къ заключеню, что полный квадрать р? содержитъь множитель а въ не- 
чегной степени; это же не можегъ имфть мЪфста #) 

2. Такимъ образомъ выполнеше дЪфйстыя, обратнаго возвышению 
вь степень, оказывается иногда невозможнымь уже при показателЪ 2. 
Задача эта прэдставляется въ той же степени неразрьшимой, какъ во- 
просъ о дфлени цфлыхъ чиселъь до введены дробей. 


*) Полагають. что Пивагоръ первый ясно понялъь невозможность выразить 
ЧИСЛОМЪ (ЯЛо“/оу) корень квадратный нзъ числа, которое не представляеть собой 


нолнаго квадрата. напр. квадратный корень изъ числа 2, который представляетъ 
собою отношене дИагонали квадрата къ его сторонЪ. У Евклида (Еетеше Х. 117. 
Нефего, т. Ш, стр. 409) находимъ указанное еще Аристотелемъ доказательство это- 
го предложен. Доказательство это по существу совпадаеть съ приведеннымь на- 
ми вЪ текстЪ: нельзя указать двухъ цБлыхъ чиселъ, которыя не имли бы об- 
щихь множителей и удовлетворяли бы условю 22? — уз; дйствительно, при налич- 
ности такого равенства число у было бы четное (такъ какъь его квадрать, т. е. у? 
было бы четнымъ числомь 22”); слфдовательно, квадратъ его 7? былъ бы кратнымъ 
четырехъ. Но если число 2=? кратно четырехъ, то число х? кратно 2, слЪдователь- 
но, число х было бы также четнымъ и имфло бы съ числомъ у общаго множителя 5, 
что противорфчить условю. 

Дедекиндъ въ своемъ сочинеши „Непрерывность и иррашюнальныя числа“ 
приводить другое доказательство, не основанное на теоремахъ о разложени числа 
на первоначальныхъ множителей. 


76 $ 22 


Если же мы тЪмъ не менфе желаемтъ сдфлать нашу задачу разрЪ- 
шимой, намъ необходимо вновь расширить понят!е о числЪ, введя числа 
новой природы; эти послднНя мы будемъ называть вообще иррац!о- 
нальными числами; въ противоположность имь мы будемъ впредь на- 
зывать рациональными числа, которыми мы занимались до сихъ п ръ, 
они должны подходить, какъ частный случай. подъ вновь расширенное по- 
няте о числЪ. 

Эти новыя числа, какь и вообще всякаго рода числа, являются про- 
дуктомь свободнаго творчества нашего духа; пользуемся ли Мы ЭТИМЪ 
расширеннымт, поняЧемъ о числЪ или н$тъ, даемъ ли ему новое назване 
или нфтъ, это исключительно вопросъ точки зрфня и  ифлесообразно- 


сти. 
Вопросъ этогь не имфегь значешя при практическихъ вычисленыхъ, 


гакь какь здфсь приходится, въ конц концовъ, оперировать исключи- 
тельно надъ рацюнальными числами. Однакожъ указанное расширене 
понятя о числЪ необходимо для внутренней гармони ученя о числф; 
безъ этой эволющи формулировка и изложене многихь теоремъ. особен- 
но въ высшемъ анализЪ, представляла бы огромныя трудности и требо- 
вала бы чрезвычайной пространности. 

Мы имфемъ, конечно, право давать особое назване каждому стро- 
го опрелфленному родовому понямю. Но при этомъ безусловно необхо- 
димо установить содержане поняття съ такой опредфленностью, чтобы во 
всфхъ случаяхъь можно было безъ всякаго сомнЪня рфшить, что подходить 
и что не подходить подъ это понят!е; лишь такя безукоризненно оп- 
редфленныя понят могутъ составлять тоть матералъ, надъ которымъ 
оперируетъ математика. 

Поняте объ иррац!ональномъ числЪ, какъь и вообще поняте о 
числф, есть родовое понят!е. Можно установить безконечное число си- 
стемъ такъ, чтобы между индивилумами ‘любыхъ двухъ такихь системъ 
могло существовать однозначное соотвЪфтств!е, и всЪ такя 
системы одинаково хорошо могли бы служить той ифли, ради которой 
вводятся иррашональныя числа !). Напримфръ, мы можемъ исходить оть 
безконечныхь десятичныхъ дробей, или отъ безконечныхъь непрерыв- 

*) Эта мысль требуетъ, повидимому, поясненя. Изложен!е ариеметики нача- 
то введенемъ комплекса логическихъ объектовъ { понятий }, которые названы на- 
туральными числами. Этоть комплексъ затфмъ расширенъ введенгемъ новыхъ эле- 
ментовъ. -дробныхъ и отрицательныхъ чиселъ. Теперь необходимо произвести 
дальнёйшее расширен этого комплекса. Та цфль, которая имфется при этомъ въ 
виду можетъ быть достигнута различными путями. Иначе говоря, Можно различ- 
НЫМЪ образомъ построить комплексы такъ, что въ составъ каждого изъ нихъ вой- 
дуть всЪ рашюнальныя числа и каждый изъ нихъ можеть удовлетворить поставлен- 
ной Цфли; но всЪ эти комплексы будуть имфть одинаковую мощность. Указанные 


въ текстЪ примфры не могутъ получить здЪеь значительнаго развитя, такъ какъ это 
потребовало бы пространныхъ разсужден!й. 


————————= ———————___ 
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ныхъ дробей; той же цфли служать и „числовые рялы“ Г. Кантора 
(С. Сащог) и „характеристики“ Христофеля (СвизюНе!). При выборъ 
точки исхода мы будемъ руководствоваться лишь болыней простотой и 
улобопонятностью: въ этомъ отношеши предпочтеня заслуживаеть пред- 
ложенное Дедекиндомь (Рредек1па) поняте сЪчен!я. 

Совокупность всфхъ элементовъ каждой изъ системь одинаковой мощ- 
ности, о введеши которыхъ мы говорили выше, образуеть родовое по- 
няе, которое мы называемь ирращ!ональнымъ числомт. Сонершен- 
но безразлично, какимъ представителемъ этого поняя мы будемъ поль- 
зоваться для его изученя. Такого рода представителей этого поняття мы 
будемъ иногда также называть иррац!ональными числами (напр. без- 
конечную десятичную дробь). 

3. Легче всего и проще всего было бы воспользоваться простраи- 
ственными представлениями и разсматривать числа, какъ отрфзки пря- 
мой?). Исходнымъ пунктомъ тогда послужила бы аксюма примфрно тако- 
го содержаня: 

Если совокупность точекъ прямой (расположенной, скажемъ, го- 
ризонтально передъ нашими глазами) подраздфляется на двЪ групиы .| 
и -[ такого рода, что каждая точка груиппы ‚[ лежитъь влфво оть каж- 
дой точки группы .{, то самая прямая длится нфкогорой опред}- 
ленной точкой х на двЪ части, изъ которыхь одна заключаетъ въ се- 
бЪ всф точки группы „К, а другая всф точки группы „4. 

Существование такой точки & составляеть аксюму, которая нико- 
имь образомъ не можеть быть доказана чисто логическимъь путемъ: 
источникъ ея коренится въ природ нашихъ пространственныхъ пред- 
ставленй. Строго говоря, нельзя доказать даже существованше такихъ то- 
чекъ, которыя геометрически вполнф возможно строить, напримфръ, сре- 
дины какого-либо отрЪзка. 

Поэтому при всей наглядности указанной акчомы мы не можемъ 
положить ее въ основу чисто ариеметическаго построеня понямя о чи- 
слЪ. Въ дальнфйшемъ мы будемь ею, однако, пользоваться, но не для 
доказательства положенй, а лишь въ качествБ иллюстращи, въ качеств 
такъ сказать, символическаго языка, для фиксированя мыслей и для боль- 
шей доступности изложен. 

4. СЪчен!емъ въ области рац!ональныхъ чиселъ назовемъ 
подраздьлеше совокупности рац!ональныхъ чиселъ (положительныхъ и 
отрицательныхъ) на двф группы такого рода, что каждое число групны 
Л меныше каждаго числа группы „4. 


2) Т. е. остановиться на этомъ именно комплексь представителей поняя о 
числБ. 
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Такое сфчеше мы символически будемъ изображать знакомъ .1/.Т 

или, короче, греческой буквой %; любое рашональное число групиты А 
мы будемъ обозначать буквой а, а число группы . [— буквой а’. Такимъ 
же образомъ мы будемъ пользоваться другими буквами трехъ алфавн- 


товъ. 

Эти обозначения на- Е Е Ш 
глядно представлены на а р Ат 
приложенной здфсь фигу- НЕ 


рЪ, изображающей числовую прямую. 

Каждое ращ!ональное число г образуетъ одно или, точнфе 
говоря, два сБчен1я К/К“. 

Дъиствительно, всф числа, менышя числа г, мы отнесемъ къ групп 
№, числа, болышя его—къ группф К; самое же число г мы, по желанию, 
можемь отнести либо къ группф А, либо къ груипЪ К; сообразно это- 
му, число г образуетъ два сфчены: въ одномъ изъ нихъ число 7 есть на- 
ибольшее изъ чиселъ группы К, въ другомь наименьшее изъ чиселъ груп- 
пы А’. Произвеленныя такимь образомъ сфченя мы называемъ рац!ональ- 
ными сфченйями 3). 

Есть, однако, и друя сфчены, которыя не производятся рашональ- 
ными числами: мы ихъ назовемь иррац!ональными сфчен!ями; слфдую- 
щй примфръ доказываеть существоване иррацюональныхь сфченйй. 

Кь групнЪ .[ отнесемь вс ТВ числа, квадрать которыхь меньше р 
кь групп _Ё всЪ числа, квадратъ которыхъ больше 2. Тогда группами 
„фи _.Ё исчериываются всЪ рашональныя числа, такъ какъ такого ранло- 
нальнаго числа, квадратъ котораго быль бы равень 2, не существуетъ; 
кромЬ того, любое число 4 меныше любого 4’. Такимь образомъ группы 
Ли. образують н®которое сфчеше, которому, однако, не соотв®т- 
ствуетъ никакое рашональное число, его образующее; т. е. нельзя ука 
зать ни наиболышаго числа въ групи .[, ни наименынаго числа въ груп- 
05 „Г. Дфйствительно, если, наприм5ръ, 42, то всегла можно указать 
такое натуральшое число и, чтобы 


1 \> 
или иначе ( + =] 2 
) 
*) Подъ рашональнымъ с5ченемъ авторъ разумфеть, слЪдовательно, такое дЪ- 
леше рацональныхъ чиселъ, при которыхъ существуеть наибольшее число группы К 
или наименьшее число группы А’; про это именно число онъ говорить, что оно про 
изводитъ сфчен1е-это формулнровано имъ же въ текст. Если, напримБръ, мы 
раздЬлимъ всЪ положительныя числа на двЪ группы. относя къ групи А всБ ира- 
вильныя дроби, а къ групи А’ всЪ неправильныя дроби, то получимъ ращональ- 
ное сфчене, которое производится числомъ |, наименьшимъ числомь группы К’. 
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Е 1 
Это значитъ, существуетъ число а квадратъь котораго меньше 2, 
} 


хотя само оно больше числа 44}. 

Такимь же способомъ можно доказать, что въ группЪ „Г не суще- 
ствуеть наименьшаго числа. 

5. Итакъ группамъ [и Г соотвЪтствуетъь ращональное 
сБчен!е .1/.[, если можно указать наибольшее число @ въ пер- 
вой групи$ или наименьшее число п’ во второй; если же ни то- 
го ни другого не существуетъ, то группамъ соотвЪтствуеть ир- 
ращональное сфчен!е _1/.. 

Поэтому, если |’. означаеть иррашональное сЬчеше, то для лю- 
бого числа @ можно указать друпя, болышя его, числа 4 той же груп- 
пы „/ а для любого числа д’ группы Г можно указать меньшшя его чи- 
сла а’ той же группы. 

Вл, каждомъ сфченёи „-.Ё существуетъь сколько угодно 
паръь чиселъ 4 и 4’ разность которыхъ 4—4’ меньше любого за- 
даннаго числа 1. 

Для доказательства выберемъ такое натуральное число и, чтобы 


4. Выберемъ два такихъ цфлыхь положительныхъ или отрицатель- 


ныхь числа Ди {", чтобы число [/н было меньше нфкотораго числа а 
(т. е. изь группы ./), а число [’/и было болыне нфкотораго числа и’; 
подобрать тая числа Ё и {" всегла возможно. Тогда число Г/п должно 
быть отнесено къ группЪ .[, а число {'/и—къ грунт Г. 
Перебираемъ по порядку числа слфлующаго ряла: 

в А Ао Г 

о Е 
Крайн!й лфвый членъ принадлежитъ групи .Ё, крайнй правый — групп ь 


? У? 


[; гдъ-ниб к й —е бу- 
„РЁ; ГДЪ-нибудь между и — мы найдемь такой членъ—-пусть это у 
П п 


деть число т/нп—который самъ еще принадлежитъ групп -/, меж- 
ду тфмь, какъ непосредственно слфдуюний относится уже къ групи® „Г. 


т _ Е 


п Н ь 
и 2 == 1. ь 
Въ ирращональномъ сфчени межлу такими двумя числами 4 и @’ можно 
указать сколько угодно другихъ чисель обфихъ группь 5). Въ ращшональ- 


Тогда имфемъ 


“). Иначе говоря, каково бы ни было число а первой группы (4), всегда 
1 
существуетъ большее число а -|- >, › также принадлежащее первой групп. - 


°) Такъ какъ ни въ групиь 4 нфть наибольшато числа. ни въ групп 4’ 
нфть нанменьшаго числа, то мы можемъ уменьшать число а и увеличивать число а”. 
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номъ сБчени между нашими двумя числами {и и’ также существуетъ 
сколько угодно лругихъ чиселъ, удовлетворяющихъь тому же требованию; 
но если одно изъ этихъ чисель 1 или @’ есть крайнее число соотвфт- 
ствующей группы, то варировать можно только второе число. 

Обоимь сБчен1ямъ, производимымъ рац:ональнымъ числомъ 
’, мы будемъ относить это число г, какъ соотв тствующее этимь 
сфчен!ямъ; обоимь этимь сфченямъ мы, такъ сказать, приписываемъ 
олно и то же численное значене г. 

Каждому же иррашональному сфченю, мы отнесемь н$который ин- 
дивидуумъ новой категор!и чиселъ. иррашональное число, которое мы 
будемь обозначать символомъ 5. 

Въ нижеслфдующемъ изложени латинсыя буквы означаютъ рашо- 
нальныя, гречесвяя- -иррашональныя числа. 

6. Теперь нужно расположить иррашональныя числа по величинЪ и 
при томъ такъ, чтобы каждое рацюнальное число нашло себЪ опредФлен- 
ное мфсто въ этомъ распредфлени; расположене рашональныхъ чиселъ 
по величинф должно при этомъ находиться въ соглами съ тфмъ распо- 
ложешемъ ихъ, которое было установлено выше (517,3). 

Разсмотримъ два различныхь сфченя .//.ЁР и В/В’. Положимъ, что 
въ групп „| можно указать одно и только одно число 4’, равное 
нфкоторому числу р, группы В; въ такомъь случа а’, есть наимень- 
шее число въ группЪ .Ё. а число р, есть наибольшее въ групиб ВТ). 
Стало быть наши сфченя {/.ЁГ и В/В’ таковы, что въ групи 2 
есть наименьшее число 4,’ а въ группф Ь’ наиболынее число р,, г. е. на- 
ши сфченя рашональны, и при томъ имфють одно и то же численное 
значен!е (х — В). Имфя это въ виду, усганавливаемъь слфдующее опре- 
дфлене: 

Мы принимаемъ, что число @& меньше. числа В, 


< В, 

если можно указать по крайней мфрЪ два числа 4’ группы №, 
которыя были бы въ то же время числами р изъ группы В. 

Въ этомъ случаЪ есть безчисленное множество чисель 4’ и чиселъ 
р, удовлетворяющихъ равенству 4’— 6, ибо таконы всф числа, заключен- 
ныя между тми двумя, когорыя предусмотрфны опредЪленемъ. Наглядно 
это усматривается изъ фигуры 3. Ею же можно пользоваться для дока- 
зательства слъдующаго предложен: 


Если Бин ие 


7) ДЬйствительно, по условйю, всякое другое число группы 4’ равно числу (7 
группы В’, а потому оно больше, нежели а’, (ибо #№>6,). Такимъь же образомъ 
всякое другое число группы 2 равно н5которому числу группы 1, а потому мень- 
ше, нежели а’,. 


«г 
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Если мы припишемъ рашональнымь сфченямь числовыя значенЯ, 

равныя производящимь ихъ рашональнымъ числамъ, то данныя здЪсь опре- 

дфленя равенства и неравенства совпадаютъ съ обычными: изъ лвухъ 

рашюнальныхъ чисель первое меныше вгорого, если можно указать третье 
ращональное число, которое болыше перваго и меньше второго 3}. 


с м С’ 


Если дано сфчене .1/.[, то каждое число —и’ меньше любого чи- 
сла —0; обозначивъ совокупность чисель —4 н — а” соотвфтственно черезъ 
—-{ и |, получимь новое сфчене—.|/—.]. Соотвфтствующее число 
обозначается символомь —@ и называется иррацональнымь чис- 
ломъ, противоположнымъ числу 2. 


7. Казалось бы, что, пользуясь принципомъ сфченй, можно полу- 
чить еще новаго рода числа: прим6Брно, мы могли бы отнести къ одной 
группф А совокупность ращональныхь и ирращональныхъ чиселъ, 
меньшихъ числа ©, а къ груипф А’ совокупиость ращюнальныхь и ирра- 
цГгональныхъ чисель, не меньшихь числа %. Покажемъ, что, поступая 
такимъ образомъ, мы не расширяемь понятя о числЪ, и что получаемыя 
указавнымь образомь сБчени А’А’” вь области ирращональныхь чн- 
сель имфють такя же численныя значеня, какъ сфченя въ области ра- 
шональныхь чиселъ, такъ что новыя сфчешя не обогащають имфющшагося 
уже запаса чиселъ. 

ДЬйствительно, пусть А/А’ означаегь сфчене въ области иррашо- 
нальныхь чиселъ, такъ что каждое чнсло х группы А меньше любого 
числа х’групны А’. Чгобы показать, что такого рода сфчене не вызы- 
ваетъ потребности въ новаго рода числахъ, т. е. что оно производится 
какимъ-нибудь уже извфстнымь намъ числомъ, мы докажемъ, что либо 
въ групп А есть наибольшее число ©, либо вь группь А’есть наимень- 
шее число о, такъ что ирращональное число с и есть то, которымъ про- 
изводится сфчеше АА“. 

Всякое рашональное число г, будучи частнымь случаемь иррашю- 
пальнаго числа, заключаегся либо вь групп А, либо же въ группь А’ 


*) Здьсь умБсгно замбтить, что иррашональное число & больше любого чи- 
сла а группы .4 соотвфтствующаго сБченя 4/1” и меньше любого числа а” груп- 
ны Г. 


Воберъ, Энциклоп. эломент. алгебры. 5 
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обозначая рашюнальныя числа группы А черезъ 4, группы А” черезъ 4’, 
получимъь сфчеше .1/./” въ области рашональныхъ чиселъ, каковое опре- 
дфляетъь собою н$которое иррашональное число с; какь и всякое ирра- 
шюнальное число оно непремфнно заключается либо въ группЪ А, либо 
въ группЪ А’. Въ первомъ случаЪ число © должно быть наибольшимъ 
среди чиселъ группы А; въ самомъ дфлЪ, если бы нЪкоторое число & 
этой группы было больше числа ©, то послфднее было бы также меньше 
всякаго рашональнаго числа, заключеннаго между би &, и содержащаго- 
ся поэтому еще въ группЪ А, а слфловательно, и въ группЪ .{; но чи- 
сло с не можеть быть меныше ни одного изъ чиселъ группы .4. Такимъ 
образомъ, если только число © входить въ группу А, оно должно 
быть здфсь наиболыпимъ. Такъ же можно доказать, что если число 5 
принадлежитъ группф А’, то оно должно быть въ ней наименьшимъ. Итакъ, 
мы заключаемъ, что въ сфчени А/А’ либо существуетъ наибольшее чис- 
ло въ группЪ А, либо наименышее число въ группЪ А’. 


& 23. Верхняя и низкнля граница. 


1. Означимъ черезъ /` н5который числовой комплексъ, элементы 
котораго суть ращональныя или иррашональныя числа т, т’... ; если 
всЪ эти числа меньше н5котораго числа Ё, то существуеть одно и только 
одно число “у, имъющее слфдуюцця два свойства: 

а) Каждое число комплекса Г меньше числа 5 или, по край- 

ней мЪрЪ, не превышаетъ \. 

Ь) Напротивъ, всякому числу &, которое меньше числа 7, 

отвфчаетъ, по крайней мЪрЪ, одно такое число т ком- 

плекса ‘’Г, которое заключается между числами: и \, 
такъ что число т удовлетворяетъ услов!ю: 


с а (1) 


Число -/, существоване котораго мы сейчасъ докажемъ, называется 
верхней границей числового комплекса 7. 

Короче его можно опредфлить такъ: 

Верхней границей комплекса называется такое число, ко- 
тораго не превышаетъ ии одно число т этого комплекса, но сколь 
угодно близко къ которому имфются числа комплекса. 

Прежде всего легко усмотрфть, что можетъ быть только одно га- 
кое число ^/. Въ самомь дЪфзЪ, допустимъ, что такихъ чиселъ было бы два, 
напримфръ \ и \/”, при чемъ у<.\’; въ виду того, что число у’ есть верх- 


няя граница, а число ^ меньше, нежели “’, мы могли бы, согласно пункту 


Ъ), указать число т, удовлетворяющее условю “< т ==“, такъ что чис- 


ло ], будучи меныие нфкотораго числа т нашего комплекса, не могло бы 


Че в Та 
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служить верхней его границей. Итакъ, верхняя граница, если таковая су- 
ществуегъ, можетъ быть только олна. 

Чтобы доказать сея существоваше, замфтимъ, что относительно каж- 
лаго числа г мы должны сказать одно изъ двухъ: либо въ нашемъ ком- 
илексЪ есть число т, превышающее г—так числа г будемь обозначать бук- 
вой (; либо же ни одно число т нашего комплекса не превышаетъ числа 
г; тая числа г обозначимъ буквой с’. Легко вилфть, что имфются какъ 
числа с, такъ и числа с’ къ числамъ с’ относятся всЪф тЪ рашональныя чи- 
сла г, которыя превышають число [, къ числамъ с относятся всЪ тф рашю- 
нальныя числа у, которыя меньше нФкотораго опрелфленнаго числа т на- 
шего комплекса {. Любое число с меныше любого числа С’, такъ что чи- 
сла с, с’ образуютъ сфчеше (7/С’ и опредляютъ нфкоторое число +, ко- 
торое, какъ легко усмотрЬть, удовлетворяетъ условямъ а) и Ъ). 

ДЪйствительно, если бы нашлось хоть одно число т комплекса И. 
превышающее `7, го существовало бы ращональное число г такого рода, 
что у < г< т, и это число г съ одной стороны, будучи меныне т, дол- 
жно быть отнесено къ числамъ с; съ другой стороны, превышая ‘у, оно 
должно быть отнесено къ числамь (”9); мы заключаемь изъ этого про- 
тиворЪчя, что ни одно число т нашего комплекса не превышаетъ числа у. 
Если же = 1, то между числами = и ^\ заключено н$фкоторое число с; 
слЪдовательно, согласно опредфленйю чиселъ с, существуеть н$фкоторое 
число т, удовлетворяющее условю =<с<«т=Ч\, такь что число % 
обладаетъ также и свойствомъь 6). 

2. Аналогично доказывается сльдующее предложен: 

Если всф числа комплекса '` превышаютъ нфкоторое число Г, то 
существуетъ одно и только одно число ^’, имфющее слфдуюшия два свой- 
ства: 

а’) Число ^’ не превышаеть ни одного числа нашего комплекса Т. 

Ь') Если же нфкоторое число &’ больше числа у’, то въ комплексЪ 

Т можно указать по крайней мЪрЬ одно число т’, которое 
заключено между числами ^)’и =', такъ что т’ удовлетворяетъ 
неравенству: 

ВР? О. 

Это число `]’ называется,нижней границей числового комплекса 
Г. Существоване ея доказывается тъмь же путемъ, что и существоваше 
верхней границы, или же проще такъ: числовой комплексъ —1, состоя- 
ШИЙ изъ чиселъ —т,—1’, ... имфетъ, по доказанному, верхнюю границу; 
перемфнивь знакь ея, получимъ нижнюю границу комплекса Г. НЪ$кото- 
рые комплексы имБютъ только верхнюю границу, друме—только ниж- 
нюю. Такь напримфръ, комплексъ положительныхъ чиселъ иметь сво- 
ей нижней границей нуль, а верхней границы не имфетъ. Наоборотъ, со- 


°) См. примфчане 8). 
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вокупность отрицательныхъ чиселъ нижней границы не иметь, а верх- 
ней границей ея служить нуль. Совокупность правильныхъ положитель- 
ныхъ дробей имфетъ и нижнюю границу—нуль, и верхнюю границу— 
единицу. 

Верхняя или нижняя граница можеть входить въ составъ компле- 
кса, какъ элементъ его, но можетъ и не входить въ него. Въ первомъ 
случаф нижняя граница называется минимумомъ комплекса, а верхняя 
граница—максимумомъ его '9). 

Если сфчене |’. опредфляетъ собою число &, то это по- 
слфднее одновременно является верхней границей всЪфхъ чиселъ 
й и нижней границей всфхъ чиселъ 4". 


$ 24. Лъйетыя надъ иррацюнальными числами. 


1. Теперь займемся опредфлешемъ основныхь ариеметическихь ДЪй- 
стый въ области иррашональныхъ чисель. Для этого достаточно остано- 
виться подробно на олномъ какомъ-либо дЪйстНи, напр. сложенш: проч 
тогда уже не прелставять намъ ничего существенно новаго. Пусть хи В 
обозначаюлъ числа, опредфляемыя соотвфтственно сфчешями АР и ВВ 
въ виду того, что всф числа а и р не превышаютъ соотвфтственно чи- 
сель хи 3, а эти послдыя не превышають чисель а’ и ф', то ком- 
плексъ суммъ а-Ер иметь н$фкоторую верхнюю границу 7, а комплексь 
суммъ @’-- имфетъ нижнюю границу у’. ОбЪ эти границы ^} и у’ не мо- 
гутъ быть отличны другъ отъ друга. 

Въ самомъ дфлЬ, если бы \’<.\, мы вынужчены были бы заключить, 
что нфкоторая сумма @’-- В’ меньше нфкоторой суммы а-ЕЬ: стоигъ лишь 
выбрать первую достагочно близко кь 5", а вторую достаточно близко 
кь 5’; но неравенство “< а-Ь невозможно, такь какь всегда 
9’ заи|[_> В; такь что невозможно, чтобы 5" < 1. 

Если же мы примемь, что <”, то мы могли бы подобрать два 
ращональныхь числа си с’, удовлетворяющихъ неравенствамь 

к 

Весь суммы а’-- |’ были бы больше числа (”, а всБ суммы а | р 

были бы меньше числа с. Т. е. 
ео -Ь пля всЬхь значенй @’и р 
с за + для всЬхь значенй а и 6. 


5). Если. наприм5рь, комплексъ Т состоигь изъ всфхь чисель вида = ь 
гдЬ Ё есть цБлое положительное число, то его нижней грапицей служить 0, а верх- 
ней 1; но ни то ни другое число комплексу не принадлежить. Если, однако, мы 
присоединимъ число 0 къ нашему комплексу, то пижняя граница войдетъ въ его со- 
ставъ и будеть служить его минимумомь. Если мы присоединимъ къ комплексу и 
1, то и верхняя граница войдеть въ составь комплекса и будетъ служить его мак- 
симумомъ. 


----$ 
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Слфдовательно, мы получили бы, что для всфхъ чиселъ ар 
иметь мЪфсто неравенство 


вые < -- (© — 5. 
Это заключеше противорфчить доказанному раныше предложен, что 
положительныя разности 4’ — аи |’ —ф можно сдълать сколь угодно 
малыми, если подобрать соотвЪтствующимъ образомъ числа ди а’, риф. 
($ 22,5). 

Итакъ, числа `]) и ^” не могутъ быть отличны другь олъ друга 
имя это въ виду, мы устанавливаемь слБлующее опредфлен:е: 

Суммой & -|- В чиселъ и и 8 мы называемъ верхнюю гра- 
ницу всБхъ суммъ 4 | би равную ей нижнюю границу всЪхъ 
суммъ а - |. 

2. Раньше, чфмъ дать опредфлене разности иррашональныхъ чиселъ, 
замфтимъ, что разности 4 — и а’ — В имБютъ соотвЪтственно верх- 
нюю и нижнюю границу. Повторяя буквально разсужденя предылущаго 
параграфа, мы докажемъ, что обЪф границы не могуть быть отличны 
другъ отъ друга. Сообразно этому 

разностью х — В чиселъь х и В мы называемъ верхнюю 
границу чиселъь а — Ги равную ей нижнюю границу чиселъ 
а’ — 6. 

3. Далимъ тенерь опредфлеше умноженя и дленя, имя въ виду 
сперва лишь положительныя числа & и 3; числа а и числа р мы точно так- 
же пока беремъ исключительно положительныя. Тогда легко по предыду- 
щему найти, что произведеня ар и частныя а/(’ имъютъ верхнюю границу, 
а произведеня а’’ и а’/ф имфютъ нижнюю границу, при чемъ обЪ грани- 
цы совпадаютъ. 

Произведенемъ х8 положительныхъ чисель а и В на- 
зывается общая граница (соотвфтственно верхняя или ниж- 
няя) чиселъ а и 0’. Частнымъ &/В положительныхъ чиселъ 
хи 3 называется верхняя граница частныхъ 4/’ и равная ей ниж- 
няя граница чиселъ а’/. 

Чтобы распространить умножеше и дфлене и на отрицательныя 
ирращональныя числа, мы оставимъь для нихъ въ силЪ ть условя, кото- 
рыя мы приняли относительно умноженя рашональныхъ чисель ($ 13): 
именно: 


(ЩАС) — а). 99 


: —х и [74 


[7 [4 


рок 5 2 
Если одинъ изъ множителей произведеня 8 или дфлимое частнаго 
2/3 есть нуль, то соотвЪтствующее произведеше или частное мы счи- 
таемъ равнымъ нулю. По прежнему, дфлитель 3 частнаго %/3 не долженъ 
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быть нулемь (случай, когда дфлитель равенъ нулю, исключается изъ 
разсмотрЪния). 

4. Практическая цфнность ланныхъ нами опредфленй основныхь 
четырехь дЪИстый обнаруживается при разсмотрёни вытекающей изь 
этихъ опредфлешй важной теоремы, —назовемъ ее теоремой о непре- 
рывности. Эта теорема имфетъ сл5дующее солержан!е. 

Возьмемъ два произвольныхъ числа © и В причемь разъ навсегда 
замЪфтимъ, что случай, когда дЪлитель В частнаго х/З есть нуль, исклю- 
чается; черезъ }(“, 8) =р обозначимъ результатъ какого-либо изъ че- 
тырехъ основныхъ дЪйстый, которому мы желаемъ соверигить надъ числами 
о, В; далфе, черезь /(а,б) =г обозначимъ результать тфхъ же дЪИ- 
стй, если выполнить ихъ надъ рашональными числами @, [2 

Возмемъ теперь два произвольныхъ рашональныхъ или иррашональ- 
ныхъ числа © и 5", удовлетворяющихъ неравенствамъ 


ео: (1) 
Утверждаемъ, что числа ал, ал’, в и 61’, удовлетворяющия неравенствамъ 
да Ш. Венок (2) 


можно подобрать такимъ образомъ, чтобы при всякой парф рашональ- 
ныхъ чиселъь а, 0, удовлетворяющихъ неравенствамъ 
о ЕС. п в. (3) 
выполнялось неравенство 
Е. (4) 

Смыслъ всфхъ этихъ неравенствъ словами можно перелать такъ: 

Къ результату Да, В) нфкотораго дфйств!я надъ ирращшональ- 
ными числами можно подойти сколь угодно близко, составляя 
результатъ (а, р) того же дЪйств:я надъ ращ1ональными числа- 
ми: стоитъ лишь подобрать числа 4 и В такь, чтобы они доста- 
точно мало отличались отъ чисель хи 9. 

Такя числа й и р называются приближенными значенями чЧи- 
челъ д и В. 

Доказательство приведенной теоремы вытекаетъ непосредственно изъ 
данныхь нами опредфлемй лЪфиствЙ надъ иррашональными числами; мы 
ограничимся доказательствомъ теоремы для того случая, когда разсматри- 
ваемое дЪйствье есть сложеше, т. е. р=я -- В. Такъ какъ число р есть 
верхняя граница суммъ а -- Ь и нижняя граница суммь а’ -- (/, то для 
всякой пары чисель си с’ сфченя С '(’, соотвфтствующаго числу ©, мы 
можемъ подобрать сумму а, | В: и сумму а’, -Р {', такь, чтобы чи- 
сленныя значеня этихъ суммъ заключались соотвфтственно между числами 
сири числами ри С; имЪфемь, слЪдовательно, 


ска а. (5) 


Если теперь выбрать такую пару чиселъ @ и р, чтобы удовлегворялись 
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неравенства (3), то получимъ: 


а ака + Ь (6) 
откуда слфдуетъ, что 
Е ска < с, 
что и требовалось доказать (!!). 

5. Изложенную теорему можно обобщить: 

Основная теорема о непрерывности. Обозначимъ черезъ р 
результатъ нфкотораго вычислен!я К (о, В. \,...), состоящаго въ 
произвольной комбинац]1и основныхъ четырехъ дЪйств!Й и вы- 
полненнаго надъ числами &, В, 1,...; выберемъ далфе любую 
пару чиселъ хи 5", удовлетворяющихъ неравенствамъ 


о =. (7) 
Утверждаемъ, что можно подобрать числа а;, а,', (1, №, с, 
сг'.... Удовлетворяюця неравенствамъ 
п. р, = в ОИ ом < и аа (8) 
такимъ образомъ, чтобы число г = Р (а, 6, с,...) удовлетворяло 
соотношен!ю 


м ме. (9) 
коль скоро 
Пе бете (10) 
Мы докажемъ эту теорему по способу математической индукщи» 
исходя изъ того частнаго случая, который мы изложили въ пункт 4. 


Итакъ, допустимъ, что теорема наша доказана для нфкоторой си- 
стемы чиселъ 


а (11) 
и для н5котораго дфйствя 
Де В Ар (12) 
а также для другой системы чиселъ 
а (13) 
и для ДЪЙСТЬЯ 
О (14) 
нужно доказать, что теорема справедлива и для дЪйствя 
Е = (15) 


выполненнаго надъ числами ри о. 
Выбираемъ произвольно два числа р и |’ такъ, чтобы 


с. (16) 


1") Ясно, что числа с и с’ замфняють здфсь числа ‹ и ‹’ неравенства (1). 


> 
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Согласно пункту 4, можно подобрать для чисель р и с значенй }, [, 
Г, которыя удовлетворяютъ неравенствамъ 


Ё во а | (17) 


при чемъ результать Г(х, 5) заключается между тфми же предфлами © их", 
что и число т, если только выбрать приближенныя значеня г и у чисель 
2 ис въ предфлахъ, указанныхъ въ формулЪ (17), т. е. если 


А ыы 1. (18) 


Посл$фднее же услове можетъ быть выполнено. Дъиствительно, соглас- 
но нашему предположеню, теорема доказана для чиселъ р и 0; это зна- 
читъ, выбравъ достаточно тфсные предфлы для рашональныхь прибли- 
женныхъ значешй а, 6, с, ..., т, 1... чисель % В, И, 
мы получимъ въ результатЪ дЪйстий 


Д(а, 6, с,..Л=ги фон, нм, ..-) == 


числа ги $ вь предфлахъ, указанныхъ въ формулЪ (18). Такимъ обра- 
зомъ теорема локазана въ общемь видЪ 1°). 

6. Теоремф о непрерывности можно дать н$фсколько иную формули- 
ровку, которая необходима во многихъ случаяхъ, при чемъ доказатель- 
ство остается прежнее: ы 

Если по прежнему число 5 == [(х, В, ....) есть результатъ 
нЪкоторыхъ вычислений, произведенныхъ надъ числами %, ет 


м... И если 5 0, то можно замфнить числа ©, $, *,,... ихъ ра- 
цональными приближенными значен1ями 4, с... такимъ об- 


разомъ, чтобы г== {С а, Ё, с...) и << 6- 
Теорема эта съ соотвфтственными измЕненями остается Въ силБ и 
въ томъ случаЪ, если принять < 5”). 


7. Изложенная нами теорема имфеть двоякое значене. Съ одной 
стороны, она даетъ намъ увЪфренность, что въ практическихь вычисленяхъ, 


1") Индуктивный премъ доказательства здЪсь примфняется, очевидно, къ чи- 
слу дьйствй, которыя нужно произвести надъ данными числами. Если этихъ ДЬЙ- 
ствй имЪется, напримЪръ, три, то третье дЪйстые можно разсматривать какъ опе- 
рацио Е(5,5), производимую надъ результатомъ 2 первыхь двухъ дЪйстй и но- 
ВЫМЪ ЧИСЛОМЪ 5. 

т) Мы привели послфднее предложене цфликомъ въ томъ вид, какь оно 
формулировано авторомъ, но должны указать на то, что око не всегда справедли- 
во; такъ, напримфръ, если положимъ 

Л (а, В) = (я— В), 
то, при я=8, 2 =0; въ этомъ случаЪ, очевидно, нельзя замънить @ и В такими 
приближенными значенями, чтобы получить результатъ меньший, нежели 2. Это лю- 
бопытный примЪфръ того, какъ легко внасть Въ ошибку, если опускать доказатель- 
ства. 
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которыя по существу дфла приходится выполиять лишь надъ приближен- 
ными значешями, мы можемъ достичь какой угодно степени точности. 
Съ другой стороны, изъ нашей теоремы вытекаеть теоретически важное 
слфдстве: равенство или неравенство, которое справедливо для 
всЪхъ" ращональныхъ значешй входящихъ въ него буквъ, оста- 
ется въ силЪ и для иррашональныхъ значений ихъ. 

Дъиствительно, любое равенство, связывающее ращональныя числа, 
можеть быть представлено въ формЪ 


ие =0. (19) 


гдф знакъ / обозначаеть н$фкоторое сочетане основныхъ четырехь дЪй- 
стай. Если это равенство справедливо при всфхъ значеняхь ращональ- 


ныхь чиселъ а, 6, г, ... то опо остается въ силЪ и для иррашональныхъь 
значенй ©, В, ,...› Т. е. имфеть мфето равенство 
0: (20) 


ДЬиствительно, если бы результатъ С В, у, ...) былъ отличенъ оть 
нуля, напр., если бы } (а, В, 1,...)>0 то можно было бы указать два 


такихъ положительныхъ числа © и 5", чтобы 


#5, В, 1, --)5 5’ (21) 
согласно теорем о непрерывности, этимъ же неравенствамь должны уло- 
влетворять и н5которыя приближенныя рашональныя значеншя а, 6, С, ... 
чисель ©, 3, /,..., т. е. число }(а, В, с,...) оказалось бы положитель- 
нымъ, что противорфчило бы условшю (19). 

Изложенное предложене имфеть мфсто и для неравенствъ, только 
въ этомъ случа для доказательства приходится пользоваться той форму- 
лировкой основной теоремы, которая дана въ пунктЪ 6. 

Предиоложимъ, нанримфръ, что .всЪ рашональныя числа а, р, г, ..., 
удовлетворяюцця условю фр (а, 6, с,...)>0, выполняютъ и неравенство 
(а, р, с,...) > 0; утверждаемъ, что это соотношеше имфетъь мЬто и 
для иррашональныхь чиселъь, т. е., если ф(х, В, %\,...) 20, то и 
(<, 8,1%, ...) 20. Вь самомъ дЪлЪ, если бы неравенство (5, В, \,..) >20 
было совмфстимо сь неравенствомъ А. В, 1,...) < 0, то можно было 
бы выбрать пару отрицательныхъ чиселъ © и 5’ и пару положительныхъ 
чисель Ёи [" такъ, чтобы 


Е а 


Тогда мы могли бы подобрать для чиселъ @, [, ^’, ... такя прибли- 
женныя значеня а, 6, С, ..., чтобы число Ф (а, (№ © ...) 20, а число 
/ (а, 6, с, -..) было меньше нуля. что противорфчило бы заланному усло- 


вю. Точно также число и. В, у, ...) не можетъ быть равно нулю; для 
доказательства обрагимся къ той формулировкЪ основной теоремы, кото- 
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рая дана въ пунктЪ 6. Изъ этой теоремы слфдуетъ, что, если бы число 
Е В, 1, ...) равнялось нулю, то можно было бы подобрать тая прибли- 
женныя значеня а, 6, с, чтобы результатъ (а, Ь, с, ...) оказался отри- 
цательнымь числомъ, тогда какъ число (а, В, с, ...) по прежнему имф- 
ло бы положительное значеше 14). 

Приведемь теперь нёсколько предложенй, составляющихь часгные 
случаи доказанной нами общей теоремы: 

1) Для иррашональныхъ чиселъ остаются въ силЪ перемфстительный 
и сочетательный законы при сложеши и умножении. 

2) Вычитае есть дЪйстве, обратное сложено: 


и—Ю +8 =х 


3} ДБлеше есть дистые, обратное умноженю: 


в ре. 


4) Съ возрастанемъ слагаемаго возрастаетъь и сумма. 

5) Произведеше положительныхь сомножителей увеличивается съ 
возрасташемъь любого изъ сомножителей, и, конечно, еще больше 
возрастаетъ, если всЪ множители возрастаютъ. 

6) Разность двухъ чисель бываетъ положительнымъ или отрицатель- 
нымь числомъ, смотря по тому, будеть ли вычитаемое меньше или боль- 
ше уменьшаемаго. 

7) Степень числа, превосходяшаго единицу, возрастаеть съ увели- 
ченемъ показателя и при томъ возрастаетъ безпред$льно. 

8) Стешень положительной правильной дроби есть число положи- 
тельное, которое съ возрасташемъ показателя можетъ быть сдБлано сколь 
угодно малымъ. 


$ 25. Безконечныя десятичныя дроби. 


1. Обозначимъ черезъ -{, десятичную дробь съ произвольнымъ чн- 


сломь знаковъ до запятой и и знаками справа отъ запятой, такь что 
.|, напримфръ, означаеть нФкоторое цфлое число, которое можетъ быть 


и нулемъ. Положимь, что намъ указанъ рядъ дЪйств, т. е. какой либо 


*) Это предложен также не вполнЪ справедливо, какъ и то, на котрое авторъ 
ссылается. Справедливо только слфдующее предложене: если для всЪхъ ращональ- 
ныхъ значений чиселъ а, В, с..., при которыхъ э (а, 6, с...) >0, и Г (а, В, с...)>0: 
то при ' ирращональныхъь значемяхь чиселъь а, 8 “ ..., при которыхъ 
2(е, В. 1...)>0, иметь мЪсто соотношене /(, В, 1...) 20; возможность 
равенства не исключается. Такъ, напримЪфръ. неравенство 


(2—2) (5—2) > 0. 
справедливое при всфхъ ращональныхь значеняхъ чисель и и В, обращается въ 
равенство при «= +УЗи Ь-= + У2. 


=* 
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алгориемъ, при помощи котораго можно отъ десятичной дроби „|, пе- 


рейти кь одной и только одной дроби. содержащей тЪ же цифры 


и ' 
и въ томъ же порядкЪф, что и дробь „|, и кромЪ того еще одну при- 
бавочную цифру справа. Предположимъ, что алгориемь этоть имБегъ то 
свойство, что его можно примЪфнять послБдовагельно неограниченное чи- 
сло разъ. Съ однимъ такимъ алгориемомъ, а именно съ приближеннымъ 
вычисленемъ квадратнаго корня изъ неполныхь квадратовъ, мы уже по- 
знакомились въ $ 21. Подобный алгориемъ, или, точнфе говоря, опред$- 
ляемый имъ рядъ цифръ съ запятой на опредфленномъ мфстф мы назы- 
ваемъ безконечной десятичной дробью 15). 

Каждой безконечной десятичной дроби можеть быть отнесено н%- 
которое число слЪдующимъ образомъ. 

Пусть 

Ч, =, 4 10", (1) 

гдЪ и? 0, такъ что лесятичная дробь .[, получается изъ дроби 4; ес- 
ли въ ней увеличить на одну единицу посл5днюю цифру (при 
этомъ, если эта послфдняя цифра равна 9, то пишуть вмБсто нея нуль, 
а предпослфднюю цифру увеличиваютъ на одну единицу). Если къ дроби 
Я. приписать (п -- 1)-ую цифру, то получимъ дробь к ‚ такь что 


а о ес мы 


Отсюда слфдуетъ, что 


ы. 1, = А < м а Я. (2) 
Такимъ образомъ, всК дроби „|, . и : а порознь меньше дро- 
би .Ё, а вс дроби „Ё,, т, 3: ... болыше дроби |); слЪдова- 


тельно, дроби |, имфють верхнюю границу, а дроби „[Г,— нижнюю 


границу; обЪ эти границы должны необходимо совпадать, такъ какъ раз- 
ность ‚/, — |, = 10" при достаточно болышомъ п можеть быть сдЪ- 


2 
лана сколь угодно малой. Число х, составляющее общую границу этихь 
двухь числовыхъ комплексовъ, называется численнымъ значентемъ 
безконечной лесятичной дроби. Число х заключено между двумя 
дробями каждой пары „|, и .{',; эти послфдыя называются верхнимъ и 


нижнимъ приближенными значенями числа ©; онф тЪмъ менфе отличают- 
ся другъ оть друга и оть дроби я, чфмъ больше число и. Такъ какь 


'**) Правило приближеннаго вычислешя квадратнаго корня, даеть намъ воз- 
можность послЪдовательно опредфлить десятичные знаки корня; такъ что, если 4, 
есть корень, вычисленный съ приближенемъ до и-го десятичнаго знака (прибли- 
женно менышее его значене), то мы имфемъ алгориемъ, даюций возможность оп- 
редфлить 1, дите дробь, состоящую изъ дроби 4, и еще одного опредфлен- 
нымъ образомъ устанавливаемаго десятичнаго знака. 


92 $ 25 


числа 2 всЪ положительныя, то %Х также есть число положительное. 


2. Полобно тому, какъ каждой безконечной десятичной дроби мы 
относимъ н5которое положительное число &, точно такъ же для каждаго 
положительнаго числа % можно подобрать соотвЪтствующую безконечную 
десятичную дробь. Всф рашональныя дроби, имфющия знаменателемь чи- 
сло 10”, расположимъ въ порядкф по ихь величин и наибольшую изъ 
нихъ, не превосхолящую числа %, обозначимь черезъ `„ № такь что 


И (3) 
Тогла найлется одна и только одна цифра 5, удовлетворяющая нера- 
венствамъ 
а я - (4) 


Такимь образомъ можно нарашать дробь .[,, приписывая къ ней спра- 


п? 
ва кажлый разъ одну опредЪленную цифру, при чемь число & будеть 
представлять собою верхнюю границу дробей . Е 

3. Разсмотримъ теперь вопросъ, могуть ли двЬ различныя безко- 


нечныя десятичныя дроби имфть одну и ту же численную величину. 
Допустимъ, что лвф различныя десятичныя дроби съ нижними при- 
ближенными значеными „|, и В, имьють одинаковую численную величи- 
ну ©. Дроби .[, и В,, начиная съ нЪкотораго значешя указателя и, лол- 
жны отличаться другъ оть друга одной или ибсколькими цифрами; пусть 
а, и 6, обозначаютъ первыя несходныя между собою цифры дробей .1, 


и В; допустимъ еще, что а, < р,. Тогда имфемъ: 


В. = Я =, ад 


Е 


(5) 
В, а 0 


Если пн > К, то, согласно формулЪ (2), В, > В, и РЁ —р 


п [8 
такь что 


Вы. (6, — а, — 1)10*. (6) 


Такь какь съ увеличенемъ числа и лфвая часть безпредЪльно умень- 
шается, а число (ф, — а, — 1)10—^ пе мфняется, то неравенство (6) 


возможно лишь при услови: в, — а, — 1==0, такъ что 


В =а, 1. (7) 


Отсюда слфдуегь, что при любомь значении и >= Ё, согласно форму- 
лЪ (6), получимъ: 


В, ==, РГ ое (8) 
Обозначивъ (и  1)-ыя цифры черезъ ИИ Вне получимь: 


Пе Вени а ие И, 0 


2 20 
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или, подставляя сюда значеше числа [3 изъ формулы (8), 


— у еь —и—1 
10 + р, , 10 = ЕТУ де 
т. е. 
Я = р ее 9. 
Такъ какъ цифра а, {и Не можегъ превосходить девяти, то заключаемъ, 
что Г ==. аа == 9, если только п ==. Вь этомь случаф обЪ де- 


сятичныя дроби .[,/ и В, дЪйствительно стремятся къ одному и тому 
же предфлу: къ конечной десятичной дроби В,. Напримбръ, десятичныя 
дроби 0,999 ..., 1,000... имЪфють одинь и тогъь же предфлъ одно 
и то же численное значене единицу. 

4. Сообразно этому, теорю иррашональныхь чисель можно было 
бы обосновать, исходя изъ поняМя о безконечныхъ десятичныхъь дробяхъ. 
Для этого пришлось бы производить сфченя не въ области всЪхъ рашю- 
нальныхъ дробей, но лишь въ области десятичныхь дробей. Съ одной сто- 
роны, это имБло бы то удобство, что установлеше нонаго понямя при- 
мыкало бы непосредственно къ алгориему, обычно употребляемому для 
вычисленя ирращональныхъ чиселъ, но за то, съ другой стороны, доказа- 
тельства теоремъ были бы болфе сложны. При первомъ способ изложе- 
ня (принятомь нами) любому рашюнальному числу соотвфтствують два 


различныхъь сфченя; при второмъ же способЪ этимъ свойствомъ облада- 
ють лишь десятичныя дроби. 


$ 26. Иревращене обыкновенныхъ дробей въ дееятичиыя. 


1. Обыкновенная дробь обратима въ десятичную лишь въ томъ слу- 
чаф, если по умножени на н5которую степень десяти, она даетъ въ про- 
изведени цфлое число. Для этого необходимо и достаточно, чтобы, 
данная дробь вь несократимомъь видф ш/и. имфла въ знамена- 
телЪ число и, не содержащее другихь первоначальныхь множителей, 
кромЪ 2 и 5, т. е. чтобы и—= 2°5', тд аи р суть цлыя числа; если 
тогда возьмемъ произвольное цфлое число г, которое не меныше боль- 
шаго изъ чисель 4 и {, и помножимь нашу дробь на10“, то получимь въ 


р т 
произведени цфлое число —.10. 
И 


Если же дробь т/п взята произвольно, то связь ея съ десятичными 
дробями можеть быть установлена слБлующимъ образомъ. 


Произведя дЪлене числа №} на число п, мы получимь частное 5 и 
остатокъ ии, который меньше дфлителя п, такь что 
РЕЯ | Па (1) 


ЗдБсь д обозначаеть ифлое число, положительное или нуль. Остатокъ и 
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также есть положительное число, которое меньше лфлителя п, и равентъ ну- 
лю лишь въ томъ случаЪ, когда число и! дЪфлигся безъ остатка на число п, 
т. е. когда м/и есть цфлое число. 

Оставляя тотъ же дфлитель и, лфлимъ на него число 1От,; полу- 
ЧИМЪ: 


10, = аи т, и ПО = ам, (2) 


такь что д) < 10. Слфдовательно, $, означаеть ифкоторую цифру (0, 1, 
2,... 9). Если ть = 0, то число т/п равно десятичной лроби на 
Есди же число т, >> 0, то оно меньше дфлителя п, и мы можемь про- 
должать дфлене по тому же правилу: 


ТО, = эп -- ть 
10, — ди 


(3) 
107, — ан ЗЕ м. 
Пока остатки Ин, ть, ... Иь отличны оть нуля, числа 1, д... ды 
всЪ суть цифры, т. е. не превосходять девяти, а число 75 можеть быть 


чо 
и больше девяти. Изъ равенствъ (1), (2) и (3) слфдуеть: 


т т: 


Отсюда найдемъ: 


т 


ы ен т: ГИ 
А 10 510-550 


или же, представляя правую часть послфлняго равенства вь вид деся- 
тичной лроби, 


И 


ть : 
р-р ЕН 10. @ 


И 

Если послЪдыйЙ остатокъ 1.4, = 0, то дробь и/и можетъ быть пред- 
ставлена въ видЪ десятичной дроби; это иметь место лишь Въ выше- 
упомянутомъ случаЪ, когда число п имфеть форму 2“ 5? (предполагая, что 
дробь н/п приведена къ несократимому виду). Въ другихь случаяхъ вы- 
числене, которое, очевидно, представляеть собою не что иное, какь 
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обыкновенное дфлеше элементарной ариеметики, можетъ быть продолжено 
безконечно, такъ что въ формулЪ (4) число 5; можетъ быть слфлано сколь 
угодно большимъ. Въ этомъ случаф десятичная дробь 


42 41 49 43 * 2: 48 (5) 


всегда меньше обыкновенной дроби 


аа (6) 


такъ какъ ти„, Х м, то разность у — 8, меньше дроби 10-. Слфдо- 
вательпо, разность эта тфмь меныпе, чфмь больше число десятичныхъ 
знаковъ дроби 8: она можеть быть сдфлана сколь угодно малой, если 
выбрать число $ достаточно болынимъ. Поэтому обыкновенныя дроби 
могутъ быть сь любой степенью точности замнены десятичными во всЪхь 
тЪхь приложеняхъ, гдЪ числа вообще извфстны лишь приблизительно: 
напримфръ. въ вычисленяхъ, гдЪ данныя суть результаты измфренй. Де- 
сятичная дробь 2. называется приближеннымъ значен1емъ обыкно- 
венной дроби ^/. Вычислеше десятичной дроби 5, по заланной дроби 1 
называется обращен1емъ обыкновенной дроби въ десятичную. 

Въ равенствЪ (4) часто опускаютъ остагокъ т 10^и, вмЪсго не- 


го ставять многотоше и этимъ выражаютъ, что дробь безконечна: 


Для вычисленя цифръ 5, нфть надобности приводигь предвари- 
11 


о 
тельно дробь 1/Н къ несократимому виду, т. е. въ этомъь отношен1и без- 


различно, им5югъь ли числа т и и общаго множителя или нЪть. 


2. Рядъ цифръ 
Иова 


называется мантиссой дроби ш/и (@аи$$, 0154. агИйтенсае, Ап. 312). 

Мантисса иметь конечное число цифръ, если дробь п/п можетъ быть 
точно выражена въ видЪ десятичной дроби; въ противномъ случаф число 
цифръ мантиссы можно увеличивать безпредЪльно. ДвЪ мантиссы 


называются отличными другъ отъ друга, если онф заключають въ се- 


бЬ хотя бы по одному десятичному знаку д. и д’., которые отличны 
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другь оть друга ио величинЪ, но занимаютъ вь мантиссахь одно и то 
же мЪсто. 

Дроби, различаюнияся между собою цфлымъ числомъ, имфють вс 
одну и ту же мантиссу; поэтому, для того, чтобы вычислить мантиссы 
всЪхъ дробей съ знаменателемъ и, достаточно разсмотрбть однф лишь 
правильныя дроби шин. 

Докажемъ слфЪлующую теорему: 


Г. й 
Отличныя другъ отъ друга правильныя дроби 1 и 1’ имБ- 
ють различныя мантиссы 16). 
г 


Для доказательства предположимтъ, что \/ \; найдемь такое чи- 
сло $, чтобы 


10* (и 5) р 1 


(найти такое число у, всегда возможно: см. $ 18.8) тогда получимъ: 
! Ре 
Ут 10>. (7) 


Положимъ, что 


РН Ве Е, 
тогла, какь намь уже извЪфстно, 
ое 
принимая во внимане перавенство (7), найдемъ: 
Бр > 1 к 10-®55 5; 105%. 


р х - р ь ' 
слфдовательно, 0’. > 0,. Поэтому мантиссы ( и /” дробей 4 и \' отли- 
чаются другъ огъ друга, по крайней мЪрЪ, въ у-мь десятичномъ знакЪ 
(если не въ которомъ-нибудь изъ предыдущихь). 


Дополнимъ доказанную теорему другой, аналогичной: 


Н$ть такой правильной дроби -* 


’, мантисса которой состоя- 


ла бы только изъ однфхъ девятокъ. 

Въ самомъ дЪлЪ, при достаточно большомь у мы найдемъ, что 

— . . ^ 
10. (1—7) > 1, слбдовательно, 1 > у- 10°, иа юшой 1205, - 10 
Если же всЪ цыфры д, д, 
© 

что 5, -- 10—°—1, чго противорфчило бы прелылущему неравенству. 
Поэтому, уже у-ый десятичный знакь (если не который-нибудь изъ преды- 
дущихъ) мантиссы дроби -{ представляеть собой цифру, меныпую девяти. 


> были бы девятки, то мы нашли бы, 


1") Это есть предложен. обратное тому, которое доказано въ $ 25, 8. 
р > 


в 
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Каждая обыкновенная дробь производить сфчене въ совокупности 
безконечныхь десятичныхъ дробей; поэтому и обыкновенныя дроби нахо- 
дять себЪ мЪсто въ той области чиселъ, которая опредфляется совокуп- 
ностью безконечныхъ десятичныхъ дробей. 

Впослфдсти мы разсмотримъ подробнфе н$которыя своеобразныя 
особенности, присущя тфмъ безконечнымъ десятичнымъ дробямъ, кото- 
рыя соотв$тствують ращшональнымъ дробямъ. 


Воберъ, Энциклоп. элемент. алгебры. 


ГЛАВА №. 


Отношенлтя. 


& 27. Измфримость. 


1. Теперь намъ предстоитъ разсмотрЪфть вопросъ, какимъ образомъ 
числа, которыя, какь мы уже не разъ указывали, представляютъ собой 
продуктъ творчества нашего духа, находятъь себЪ примфнене во внЪфш- 
немъ мрЪЬ. Что касается чисель натуральнаго ряда, то ими мы поль- 
зуемся при счет$; это было изложено въ первой главз и мы не будемъ 
здЪсь возвращаться къ этому вопросу. Рашональныя же дроби и числа 
иррашональныя нахолятъь себф примбнене въ томъ процессф, который на- 
зывается измфрен1емъ. 


ИзмЪримо все то. что производить на наши чувства впечаглЪ ня 
различной интенсивности: напряженность (яркость) свфта, температура, вы- 
сота звука, сила звука, тяжесть, твердость, боль и т. п. Непосредствен- 
ное чувственное воспряте доставляеть намъ лишь ту неопредфленную 
оцфнку впечатл$нШ, когорая выражается словами „больше“ и „меньше“. 
Точныя измфрен!я возможны лишь послЪ того, какъ между даннымъ яв- 
ленемъ, съ одной стороны, временемъ и пространствомъ, съ другой, уста- 
новлена такая связь, что каждому впечатлЪнйю, относящемуся къ этому явлг- 
ню, соотвЪтствуетъ опредЪленное изм ене въ пространствЪ или во време- 
ни;—-связь эта устанавливается помощью измЪфрительныхъ приборовъ. 
Пространственныя величины мы различаемь троякаго рода: длину, пло- 
щадь и объемъ; геометр!я даеть намъ способы свести измфрене всфхъ 
этихь трехъ величинъ кь измфренйю длину. 


Возможность измфрять пространство основывается на предположе- 
нГи, что существуеть тфло, которое мы можемъ переносить изъ олного 
мЪста на другое, не изм$няя его состояня во всфзхъ прочихъ отноше- 
няхь. Подобное тфло, называется масштабомъ. Ясно, чго предположеше 


МР 
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это заключаеть въ себЪ н$фкоторое допущене, какь о природЪ простран- 
ства, такь и о свойствахь тфлъ, его наполняюшихъ '). 

Изм5реше промежутковъ времени основывается на допущен, что 
можно наблюдать нфкоторый процессъ, который одинаково протекаетъ во 
всякое время: таково, напримфръ, движен!е часовой стрфлки, если оно 
всегда происходить равномЪфрно; самымъ совершеннымъ образцомъ часовъ 
мы считаемъ вращене земли вокругъ ея оси ?). 

Третью группу основныхь величинъ составляютъ массы, которыя мы 
измфряемъь помощью вЪ$совъ: это изм5рене предполагаеть существоване 
правильныхъ вфсовъ и неизмфняемость массъ. 

Вс эти прелположеня не совсфмъ согласуются съ дЪйствитель- 
ностью: менЪфе всего съ ней расходится первое допущене, наиболЪе послфд- 
нее: въ качеств идеальныхъь мфръ приходится разсматривать лишь нЪФко- 
торыя средн!я значен1я, которыя путемъ долгаго и многократнаго опы- 
та образовались въ нашемъ представлени, какъ результать взаимной ком- 
пенсащши отступленй вь ту и въ другую сторону отъ истинныхъ мЪръ. 

2. Въ области чистыхъ чисель произвольно созданныя нами поня- 
Я „больше“ и „меньше“ имфють отвлеченный характеръ и лишены на- 
глядности; наоборотъ, въ области измфряемыхъ предметовъ внфшняго мра 
„большее“ и „меньшее“ являются уже наглядными представленями, нахо- 
дящимися въ связи съ той или другой стененыо или силой чувственныхъ 
впечатлЪнй. Даже съ такими выраженями, какъ „очень большое“, 
„очень малое“, „приблизительно“ мы связызаемь нфкоторыя представ- 
леня, хотя и не совсфмъ опредфленныя, наприм$ръ: мы называемъ очень 
малыми ТЪ величины, которыхъ мы не можемьъ или почти не можемь не- 
посредственно воспринять нашими чувствами, а голько съ помощью ин- 
струментовъ. 

Такъ какь никакое измфренме не можеть быть выполнено съ абсо- 
лютной точностью, и, кромЪ того, наши геометрическя построеня не да- 
ють намъ дЪфиствительныхь точекъ, лишй и поверхностей, то эмпириче- 
ски полученные результаты измфренй вполнф удовлетворительно пред- 
ставляются одними лишь ращшональными числами: злЪФсь никогда не ска- 
зывается надобность въ дальнфИшемъ развитми поня\я о числЪ. 


*) Утверждене это врядъ ли соотвЪтствуеть современному взгляду на про- 
странство и геометрю. 

?) Это утверждене, кажущееся столь яснымъ на первый взглядъ, въ дЪй- 
ствительности, не иметь содержаня. Входить въ подробное выяснеше этого мы 
не можемъ. Читатель можеть найти обстоятельный анализъ этого вопроса вь 
книг Н. Ро1псаге „Гас епсе её РВуроёзе" (имфется руссюй переводъ подъ на- 
званемъ „Наука и Гипотеза“), а еще лучше въ статьЪ того же автора подъ загла- 
вемъ „Мезше 4и ешрз,“ напечатанной въ „Кеупе 4е Мёмрпуячие сё 4е Могае“ 


за 1898 к. 
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Тъмъ не менфе мы не можемъ отказаться отъ мысли, что, напримЪръ, 
длагональ квадрата, или окружность круга имфютъ опредфленную длину, вы- 
ражаемую опредфленнымъ числомъ; то же имфеть мфсто и для промежут- 
ковъ времени и вфса: мы склонны принять, что измфряемые объекты 
представляютъ собой какъ бы эквиваленты всей совокупности чиселъ *). 

3. Услоя изм5римости элементовъ н$фкотораго комплекса можно, 
па нашъ взглядъ, выразить въ слфЪдующихь положеняхь: 

1. Два элемента а и ф даннаго комплекса либо равны другъь другу, 
либо одинъ изъ нихъ больше, другой меньше. 

2. Если а есть нфкоторый элементь этого комплекса, то можно 
указать элементы, которые меньше элемента 1 (безконечная дфлимость). 

3. Если а и В суть н$которые элементы нашего комплекса (равные 
другъ другу или различные), то въ этомъ же комплекс существуеть эле- 
менть с =а + 6, представляющй собою сумму обоихъ элементовъ и 
превосходяний оба слагаемыя, порознь взятыя. 


При суммировани имфетъ мфсто перемфстительный и сочета- 
тельный законы сложен (5 7). 


4. Если элементь р меныше элемента с, то существуеть опредфлен- 
ный элементь 4 = с— В, имБюшй то свойство, что @ 4 В ==с. 


5. Повторное суммироване н$фсколькихь равныхъ другъ другу 
элементовъ 4 приводить къ понятю произведеня ша, гдЪ ш означаеть 
число натуральнаго ряда. Относительно произведейй имфетъ мЪфсто прин- 
ципъ Архимеда: 


Если @ и ВБ суть произвольные два элемента нашей группы, то мож- 
но указать элементь ша, кратный элемента а, который превосходитъ эле- 
ментъ р. 


Такимъ образомъ среди элементовь измБримой группы нтъ ни наи- 
большаго, ни наименьшаго; изъ свойствъ 2). 3) и 4) слБдуеть, что между 
двумя любыми элементами заключены еще друте элементы. Кром того, 
лолжно быть выполнено слБлующее услов!е: 

6. Если 4 обозначаетъ какой-либо элементь группы, а п есть чис- 
ло натуральнаго ряда, то существуетъь элементъ [, удовлетворяющий ра- 
венству и? — а. Этоть элементъ р называется п-Ой частью элемента 4 и 


+) Поняме о непрерывности, столь простое и наглядное въ областн отвлечен- 
ныхъ чиселъ, представляеть почти непреодолимыя трудности въ области измфряс- 
мыхъ величинъ, т. е. въ области объектовъ вн-шняго ма. 

Павель Дюбуа-Реймонъ (Раш 4и Воз-Кеутоп@) разработаль этоть вопросъ 
въ своемъ трудБ: „АПретеше РипсНопептеоне“ (Табшуеп 1882). Онъ пришелъ 
къ тому выводу, что по этому вонросу равно возможны и равно правильны дв? 


взаимно другъ друга исключаюция точки зр$ня: идеалистическая н эмиприче- 
ская. 
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обозначается такъ: р = а/п. Что существуеть одинъ лишь элементъ р, 
легко заключить изъ изложенныхъ посылокъ. Дъйствительно, если ’>> р, 
то п’ == пб - н(ф’ — 6) и превосходить элементь и. 


$ 25. Отиошешя. 


1. Соизмфримыми называютъ таке два элемента ди | измфри- 
маго комплекса, для которыхъ можно указать два натуральныхь числа 
ри 4. удовлетворяющихъ условю 


да = №6. (1) 


Изь равенства (1) видно, что, раздфливъ (согласно $ 27, 6) эле- 
ментъ ( на р частей, а элементъ р на 4 частей, получимъ равныя другъ 
другу части: 


ПР а. (2) 


такь что а = ру, Е Элементь (4, слфдовательно, есть общая мЪра 
элементовъ 4 и { (отсюда терминъ: „соизмфримый“). 

Въ этомь случаф выражаются такъ: отношен!е элементовъ 4 и 
р равно отношен!ю чиселъ ри Я. 

Гавенство (1) остается въ силЪ, если элементы д и [ одно и то же 
число разъ взять слагаемымъ или раздфлить на одно и то же число, а так- 
же, если числа р и 9 умножить на одно и то же число, или, наконецъ, 
отбросить у нихь обшаго дЪфлителя. Поэтому отношеше чиселъ риа 
остается неизмфннымъ, если не м5Ьняется численное значене дроби р/д, и 
такимъ образомь отношеня всфхъ цфлыхъ чиселъ, а слдовательно, и вся- 
кихь двухъ соизмфримыхъ элеменговъ измфримой группы можно приве- 
сти въ однозначное соотвЪтствьйе съ рацгональными дробями. 

Тогда равенство отношенй, помимо вышеприведенной формы (1), мо- 
жетъ быть представлено еще такъ: 


а: =р:4 или а/6 = р/9; 


отношеше (1/6 считается большимъ, нежели отношеше а’/|’ = р’/9’, если 
дробь р/) больше дроби р/у". 

Элементы 4 и Ё называются соотвфтственно числителемь и знаме- 
нателемь отношеня. Если @—6, то отношене ихь — 1. Если дано отно- 
шене р/у, то величина одного изъ элементовъь а и р можеть быть взята 
произвольно. Если, напримфръ, даны: р, ди В, то, раздфливъ элементъ 
БФ на частей, получимъ элементъ и, удовлетворяющёй равенству (1). 

2. Если фиксируемъ [, то всякому другому элементу 4 той же груп- 
ны, соизмфримому съ элементомь р, будеть такимъ образомъ отнесено 
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опредфленное число р/4; самому же элементу р отвфчаеть при этомъ чи- 
сло 1. Онь называется поэтому единицей системы измфреня. Въ выбо- 
рф единицы мы ничфмь не ограничены, и руководимся лишь нашими 
удобствами. Однако, въ высшей степени важно, особенно для научной 
практики, чтобы единица была строго опредЪлена и чтобы въ любой мо- 
менть мы имли возможность получить ее въ неизмфненномъ видЪ. Ко- 
нечно, съ абсолютной точностью требоваше это не можеть быть выпол- 
нено, но путемъ обширныхъ вспомогательныхь средствъ этому требованю 
стараются, по возможности, удовлетворить. 

Сьъ древнихъ временъ за единицы времени принимають сутки =) и 
ихь подраздфленя: часы. минуты и секунды. Дфлене на 24 и 60 частей 
также относится къ глубокой древности, и мы сь нимъ настолько срод- 
нились, что трудно даже въ будущемъ ожидать, что оно будетъ замфне- 
но другимъ подразльлещемъ, хотя бы, напримфртъ, десятичнымъ. 

Что касается мфръ длины и массы (послфдня въ обиходф совпада- 
ютъ съ м5рами вЪса). то еще въ недалекомъ прошломъ здфсь царило са- 
мое пестрое разнообразе и даже неопредфленность. Въ 1799 г. француз- 
ское республиканское правительство ввело новую единицу длины мегръ. 
Хотя первоначально мЪфру эту опредфляли какъ одну сорокамиллюнную 
часть земного мерилана, но въ дфйствительности эталонъ этотъ представ- 
ляеть собою произвольно выбранный, строго опредфленный и тшательно 
сохраняемый нормальный метръ. Большинство культурныхъ государствъ 
примкнуло къ состоявшейся въ 1875 г. интернащ1ональной метриче- 
ской конвенц1и: въ нихъ метръ служитъ узаконенной единицей длины, 
причемъ въ дальньйшихъ подраздфлешяхъ строго проведенъ принципъ 
десятичной системы 3). 

На метрической единиц длины основанъ выборъ единицъ для мфръ 
поверхностей и объемовъ, каковыми являются квадратный метръ 
и кубическ!й метръ или ихъ десятичныя доли; точно также и едини- 
ца массы находится въ связи сь единицей длины: единица массы граммъ 
— это масса кубическаго сантиметра воды въ состояни наибольшей 
плотности **). 

Углы также образуютъ измфримый комплексъ особаго рода. ИзмЪ- 
рене элементовъ этого комплекса на практикф сводится къ измфренпо 
длины, а именно—къ отсчету раздЪфленнаго круга. 


*) Точнъе: средыя солнечныя сутки, т. е. среднюю величину промежутка 
между двумя кульминашями солнца. 

3) Въ Росаи метрическая система введена факультативно, т. е., какъ разрЪ- 
шенная для торговой практики система мфръ, но не обязательная: точно также об- 
стоить дьло и въ Ангши. 

#=) Срав. статью Кипяе: „Маз$ ип@ Меззеп“ въ Епсус!орайе Чег тавешай- 
зсНеп \/155епзснайен. 
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Однако углы имфютъ свою особую единицу, и даже двЪ еди- 
ницы: одна употребляется для практическихъ цфлей, другая—больше въ 
теоретическихь изслфдованыхъ. Чтобы получить первую единицу, дфлятъ 
всю окружность на 360 равныхъ частей, которыя называются градусами. 
Градусъ подраздФляегся на 60 минутъ, минута въ свою очередь на 60 
секундь. Прямой уголъ содержитъ 90 градусовъ, выпрямленный уголъ— 
180 градусовъ. Для сокращения градусы, минуты и секунды изображаютъ 
еще, напримЪфръ, такъ: 57° 17’ 44,8"; читають 57 градусовъ, 17 минутъ, 
44,8 секунды. 

Второй единицей угловъ служить уголъ, дуга котораго по своей 
длинф равна радусу. При такомъ выборЪ единицы уголъ въ 180 граду- 
совъ измфряется числомъ п =3, 14159265, т. е. числомъ, выражающимъ 
длину полуокружности, ратусъ которой равенъ 1. Число 1 представляетъ 
собою мЪфру угла вь 57° 17’ 44,8” или въ 206264,8 секунды. 

Числа, выражаюнция собою результатъ измфрены, могуть быть, соб- 
ственно говоря, лишь положительными. Т$мъ не менфе часто оказывается 
весьма полезнымъ употреблять и отрицательныя числа - тамъ, гдф между 
измфряемыми величинами нужно выразить отношеше противоположно- 
сти. При этомъ число не будетъ, собственно говоря, выражать измЪряе- 
мой длины, но представить нфкоторую точку, которую получимь, отло- 
живъ измфряемую величину отъ нфкоторой опредфленной начальной точки. 
При такомъ услови положительныя числа выразягъ точки, лежация по од- 
ну сторону оть начала, отрицательныя числа— точки по лругую сторону 
оть начала. Нагляднфе всего это видно на измфрени длины и времени, 
хотя вышеизложенныя соображеня находятъь себЪ примфиеше и при из- 
мЪрени скоростей, силъ, и многихъ другихъ величинъ. При этомъ ока- 
зывается то удобсгво, что не только сложеше, но и вычиташе можеть 
быть всегда выполнено. 


$ 29. Физичесяя мфры. 


1. ИзмБряемые предметы, собственно говоря, могутъ измЪряться лишь 
единицами того же рода, что измфряемая величина: длины нЪкоторой дли- 
ной, времена —нЪкоторымъ промежуткомъ времени, электрическое сопроти- 
влене сопротивлемемъ же опредфленнаго размфра: на практик такой спо- 
собъ измфрен является самымъ цфлесообразнымъ и простымъ. если только 
не требуется величайшей степени точности. Число измфряемыхъь величинъ, 
уже и теперь весьма большое, возрастаетъ безпредфльно съ успьхомъ на- 
уки; вслфдстые этого для науки въ высшей степени важно не имфть 
необходимости измфрять каждую особую величину спещальной едини- 
цей, которую приходилось бы сохранять въ безусловно ‘неизмфнномъ со- 
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стоянши. Поэтому слфдуетъ считать огромнымЪъ успЪхомь новЪйшей физи- 
ки то, что ей удалось свести всф мфры къ тремь основнымъ м5рамъ: 
длины, времени и массы. 

Впервые это было сдфлано Гауссомъ для магнитныхъ мЪфръ; его 
трудъ прюбрфлъ огромное значене въ новЪйшемъ учени объ электриче- 
ствЪ и вь его техническихь приложеняхъ. 

Каждая единица мфры, которая выражена посредствомъ грехъ основ- 
ныхъ единицъь длины, времени и массы, называется абсол ютной едини- 
цей, а весь комплексъ такихъ мЪръ называется абсолютной системой 
мЪръ. 

Мы познакомимся съ этой системой на нфкоторыхъ примЪрахъ, чи- 
сло которыхъ легко можно было бы увеличить. 

2. Скорость. Когда тфло движется, оно можеть проходить одина- 
ковый путь въ различные промежутки времени, и наобороть пути различ- 
ной длины въ одинаковые промежутки времени, т. е. тфло можеть имБть 
различную скорость. 

Если тБло за одинъ и тоть же промежутокъ времени, напримЪръ, 
за одну секунду, одинь разъ проходить путь и, другой разъ путь 6, а 
третй разъ путь а + 6. то скорость тфла въ третьемь движени есть 
сумма скоростей въ обоихъ первыхъ движенНяхъ: этимъ удостовЪряется 
наличность критеревъ измфримости комплекса скоростей ($ 27, 3). 

Скорость увеличивается въ два раза, въ три раза и т. д. если от 
рфзки пути, проходимые за данный промежутокъ времени, улваиваются 
или утраиваются, или же, если для прохожденя даннаго отрфзка пути 
требуется время, въ два или три раза меньшее. 

Мьра скорости сведется къ мфрамъ времени и длины, если примемъ 
за единицу скорости такую скорость, при которой т5ло про- 
ходить единицу длины за единицу времени. 

ТЪло, проходящее путь Х за время т, имфетъ скорость А^/т; част- 
ное оть дьленя этихъ именованныхъ чиселъь получаегь такимъ образомъ 
особое значеше, выражающее собой величину, отличную какъ отъ длины, 
такъ и оть времени. 

Слфлующе примБры показываютъ, какъ выбранныя единицы вво- 
дятся въ обозначеше. Предположимъ, что локомотивъ за одинь чась про- 
ходить путь въ 70 километровъ. Скорость его изображаютъ такъ: 


а а 
часъ 
или ООО О о 
часъ минута секунда 


За время полнаго врашеня земли вокругь ея оси точка земного 
экватора пробЪгаетъ путь, равный окружности экватора, т. е. приблизи- 
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тельно 40 миллюновъ метровъ. Поэтому скорость этой точки равна 


метръ метръ 


40 000 000 — 46 ый 
сутки секунда 
Какова скорость точки, географическая широта которой равна 50% 30 
(Берлинъ) или 48° 35’ (Страсбургъ)? 
ПЪшеходъ среднимъ числомъ проходитъ одинь километръ за 12 ми- 
нутъ. Скорость его поэтому равна 


1 километръ метръ 
12 минуть ” секунда” 


Разстояне земли отъ солнца составляеть въ среднемь 149 миллю- 
новь километровъ, а длина земной орбиты содержитъ 936 миллюновъ ки- 
лометровъ. Этотъ путь земля проходитъ за 365 дней, что соотвфтствуетъ 
скорости въ 
_метрь 
секунда ? 


29 600 


или круглымъ числомъ 380 километрамъ въ секунду. 

Какова скорость Меркуря, Венеры, Марса и Юпитера, если средня 
разстояя этихъ планетъ оть солнца и перюды ихь обращеня мы пред- 
ставимъ соотвфтственно слЪлующими числами: 


Меркури 58 миллюновъ километровь 88 дней 
Венера 108 х ь 225 „ 
Марсъ 227 Е. ь. 688. 
Юпитеръ 777 ы ь 4333, 


Траектори планеть мы принимаемь за окружности. 
метръ 


Скорость звука въ сухомъ воздухЪ равна приблизительно 331 ето 


мегръ 
секунда 

3. Ускорен!е. Пофздъ, начиная двигаться, не тотчась получаетъ 
свою полную скорость, но достигаетъ ея постепенно въ течене нЪкото- 
раго промежутка времени. Точно также при остановкЪ онъ не мгновенно 
теряеть свою скорость, но лишь постепенно. 

Падающее на землю тфло пробЪгаетъ свой путь не съ одной и той 
же скоростью все время: скорость увеличивается съ приближешемъ тЪфла 
къ землЪ. Отсюда проистекаеть поняте объ ускореши и замедлени дви- 


тогда какъ скорость свЪфта равна 300 миллюнамъ 


женя. 

За единицу ускорения принимаютъ такое ускоренте, при 
которомъ въ единицу времени скорость получаетъ приращен:е, 
равное единиц скорости. 

Если въ началЬ ускореннаго движеня тЪло иметь скорость, равную 
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нулю, а по прошествии времени т получаетъ скорость г, то ускорене гакого 
движеня равно а/т. Если за эго время т5ло прошло путь /, го частное 
\/т лолжно выражать ту скорость, которую тф1о имфло бы, если бы 
оно двигалось безъ ускорен!я и приходило за то же время т такой же 
путь А. Но эта скорость есть средняя ариеметическая те изъ началь- 
ной скорости нуль и скорости г вь концф движеня: обозначивь ускоре- 


не черезъ ух, мы получимъ: 


дд 
т 2. 


(1) 


Уз 


Если начальная скорость движеня равна не нулю, а 5, то полу- 
чимЬ: 
ео 41—90 
о . (2) 
2 оо. т 
Ускорене падающаго тфла называется также ускоренйемъ силы 
гяжести. Если пренебречь сопротивлешемъ воздуха, то ускореше это 
есть величина постоянная въ данномъ мфстЬ земли для всфхЪъ ТЬлъ; 
на параллели, широта которой равна 45°, ускореше это 


метръ 
секунда °` 


о == 9,8062 


Оно возрастаеть отъ экватора кь полюсамъ, на экваторф оно рав- 
но 9,761, на полюсЪ 9.832. Такимь образомъ падающее тфло за первую 
секунду паденя проходить въ срелнемъ 4,9 метра. 

Чтобы узнать длину пути, пройденнаго за первыя двЪ секунды, 
нужно вь формулу (1) подставить т—2; получимь путь, равный 19,6 
метра. СлЪфдовательно. длина пути, пройденнаго въ продолжене второй 
секунлы, равна 14,7 метра. 

Ускорене тяжести мняется съ измфнешемъ высоты тъфла надъ уров- 
немь земли; при этомь имфетъ мфсто законъ Ньютона, по которому 
ускорене тяжести въ различныхъ мЬстахь обратно пропорщ!онально 
квадратамъ разстоян!й этихъ мЪфстъ отъ центра земли, т. е., если 
обозначимь черезъ © и 2: ускорены тяжести въ двухъ мфстахь, разстоя- 
ня которыхъ отъ центра земли равны соотвфтственно ги Г:, то 

ФР == : : ь ==. 8. 
‘1 7? 712 1 

Каково было бы ускорене тяжести вь мфстЪ, которое удалено оть зем- 
ли на такое разстояне, какь луна, принимая длину земного радуса 
и разстояе земли отъ луны соотвЪфтственно въ 858,5 миль и 52000 миль? 
(Такъ какъ для рфшеня этого вопроса нужно знать лишь отношен1е 


у 
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И к, то единица длины можетъ быть выбрана произвольно. 


858,5* мегръ 
Е `—_ — 0,0097 о 
51 ”_` 52000° о, секунда ? 
Е 0 27 сантиметръ 


секунда? 


4. Сила. За единицу массы выбираютъ массу кубическаго санти- 
метра чистой воды, которую называютъ „граммъ“. Какая-нибуль масса 
имфеть численное значене и, если она можеть быть уравновЪ$шена по- 
мощью массы, содержащейся въ 1 кубическихь сантиметрахъ воды. 

Массу отнюдь не слфдуетъ смЫшивать съ вЪсомъ, который выра- 
жается произведенемъ их изъ массы на ускорене силы тяжести. 

Масса тфла одинакова во всфхь мфстахъ земли: вусъ тфла. наобо- 
ротъ, зависитъ оть того, въ какомъ мЪстЁ земли находится разсматри- 
ваемое тЬло: онъ уменышается съ увеличешемъ географической широты 
мЪфста, а также съ увеличенмемъ разстояня тфла оть земной поверхности. 

ВЪсъ—это сила, съ которой можно сравнивать друмя силы, напри- 
мфръ, силу нашихъ мускуловъ. Если сила не встрфчаегь противодфиствяя, 
то она сообщаетъ тфлу, на которое дЪйствуетъ, нфкоторое ускорене. 
Но опредфленная сила сообщаеть ТЬлу тБмъ менышее ускореше, чфмъ 
больше его масса; поэтому за единицу силы можно принять такую силу, 
которая сообщаетъ единии® массы ускорене, равное елиницф. Если за 
единицу массы принятъ граммъ, за единицу длины - сантиметръ и за еди- 
ницу времени секунду, то соотвфтствующая эгому единица силы пазы- 
вается диной (биол). Итакь, имфемъ: 


граммъ сантиметръ 


одна дина = 5 
секунда 


Примфрь. Выразить въ динахъ силу, съ которой земля притягиваегь 


луну. . 
Объемъ, земли содержитъ приблизительно 


1083. 1024 кубическихь сантиметровъ*). 


*) Множитель 1024 означаетъ, что число умножается на 10 въ степени 24. 
т. е. кь нему приписывають 24 нуля. Когда приходится имфть дЪло съ очень боль- 
шими числами, то удобно пользоваться этимъ сокращеннымъ обозначенемъ. Конен- 
но, въ дфйствительности, нужно было бы припысывать не нули, а друШя цифры. 
Поэтому указанное обозначеше примбняютъ въ тЪхъ лишь случаяхъ, гдЪ истинныя 
значешя чиселъ неизвЪфстны, или же тамъ, гдБ нЪть надобности ихь знать. Коли- 
чество цифръ такихъ чиселъь называютъ также порядкомъ ихъ величины. Ча- 
сто приходится довольствоваться сравнешемъ порядковъ чиселъь за невозможностью 
сравнивать ихъ истинныя значения. 
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Если бы земля состояла только изъ воды, то это же самое число выра- 
жало бы и массу земли. Но средняя плотность земли приблизительно вь 
5,5 разъ больше плотности воды; слБдовательно, масса земли въ 5,5 раза 
болыише вышеприведеннаго числа, т. е. она равна приблизительно 


6. 1027 граммамъ. 


Масса луны составляетъ приблизительно одну восмидесятую часть массы 
земли, и равна приблизительно 


75 . 1034 граммамъ. 


Умпоживъ это число на выраженную вь сантиметрахъ и секундахъ вели- 
чину ускореня, сообщаемаго земнымъ притяжешемъ на разстояни, равномь 
разстоямю луны отъ земли, мы получимъ число 


2025 . 1022, 


указывающее. сколько динъ содержитгь сила, съ которой земля притягива- 
еть луну. 

Силу можно сравнивать также съ вфсомъ, т. е. выражать ее не въ 
динахъ, а въ единицахъ вЪса. За единицу силы тогда принимають вЪсъ 
одного грамма на поверхности земли на широтЪ въ 45°, гдЪ ускоре- 
не тяжести 


сантиметръ 


о, —= 98 
50 секунда 


Сила, которая массЪ шт граммовъ сообщаетъ ускорене х, получитъ тогда 
численное значеше 11/0, выражающее силу въ граммахъ. 
Такимь образомъ, чтобы выразить вфсъ луны въ граммахь, нужно 


число 2025. 10°? раздфлить на 981, получимь 2. 10?* граммовъ. 


8 30. Несоизивримыя величины. 


1. До сихь поръ мы кь нашихъ разсужденяхь и опредфленяхъ 
исходили изь предположеня, что величины, отношеня которыхъ мы раз- 
сматриваемъ, соизмфримы, такь что эти отношеня выражаются ращональ- 
ными числами: для практическихь цфлей можно было бы ограничиться 
соизмфримыми величинами. Однако, теперь мы сдфлаемъ шагъ впередъ, и 
разсмотримъ также иррашональныя отношенйЯ. 

Пусть г будетъ элементъ нФкотораго измфримаго комплекса, а гн$ко- 
торое положительное ращ1ональное число; изъ поняйя обь измЪфримо- 
сти слБдуеть, что гс, въ свою очередь, есть нфкоторый элементъ того же 
комплекса. Такимъ образомъ, если @ озиачаеть н5который элементь даннаго 


—_ иены _. м ъ—эы 
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комплекса, то мы можемъ образовать сфчеше /’/" ($ 22, 4.), если отнесемъь 
къ групиЪ А всЪ тЪ числа ’, которыя удовлетворяютъ условию гс < а, и 
кь группЪ А’ ть числа р’, которыя удовлетворяютъ неравенству те > и; 
при этомъ число г, удовлетворяющее равенству ге — 4, если только такое 
число г существуегъ, мы можемъ по произволу отнести либо къ группь 
К, либо же къ групи [. Сьчеше К,№ опредфляеть собою н$которое 
число @, вообще говоря, ирращюнальное: это Число Хх мы относимъ эле- 
менту 1. Мы полагаемь при этомъ %6 — 4, и говоримъ, что х есть чис- 
ло, измфряющее элементь д. Понятно, что съ измфненемъ элемента г, 
принятаго за единицу нашей системы измфрены, мфняется и число х. Если 


Ве = фесть н5который другой элементъ той же группы, иа © р, то имфетъ 


мфсто неравенство х < В. 

Итакъ, каждой парЪ 1, е элементовь измфримаго комплекса отвфчаеть 
опредфленное число ©, измфряющее элементьь 4; это слфлуеть, согласно 
вышеизложенному, изъ тЬхъ предпосылокъ, которыя представляютъ собою 
опред5леше измЪримости. Обратное предложене, что при данной едини- 
ЦБ с всякому числу а соотвфтствуеть нфкогорый элементъ Ч, числен- 
ное значеме котораго равно числу ©, есть новое допущенге, которое мы 
склонны принять вь силу нфкогораго рода внутренняго созерцан!я: отны- 
нЪ мы принимаемь эту предпосылку, которую назовемъ непрерыв- 
ностью группы 4). 

Съ этой непрерывностью мы не связываемъ никакого (чувственнаго) 
представления; никакой вн-шн! опытъ не можеть ни подтвердить ее, ни 
опровергнуть. Однако же совокупность чиселъ есть измЪфримый комглексъ, 
дЪйствительно облалающая свойствомъ непрерывности. 

2. Теперь мы перейдемъ къ общему опредфлено отношенй. 

Евклидъ (Элементы. книга \) даеть сльдующее опредЪлене: Если 
а и рф суть два элемента нфкотораго измфримаго комплекса, а 


„Ги В представляютъ собою два элемента нЪкотораго другого 


или даже того же самаго измфримаго комплекса, то выберемт, два 


какихъ-либо числа натуральнаго ряда и п. Тогда иметь мЪсто олно и 
только одно изъ трехъ соотношений. 


ма < щ Ш) та= 1, Ш) та > нё. (1) 


‘). Совершенно непонятно, почему автору понадобилось туманное „внутреннее 
созерцанге“ (шпеге Апзснанипе) и новый постулать для введеня этого понят. Если 
мы возьмемь нфкоторый элементь какой-либо измБримой группы и присое- 
динимь кь нему всЪ соизмфримые сь нимь элементы, то получимъ комплексъ, 
не обладающй непрерывностью. Введеше иррашональныхь чиселъ показываетъ, 
чо мы имфемъ возможность построить непрерывные комплексы въ области абстракт- 
ныхь объектовъ. Вопросъ же о томь, существують ли реальные непрерывные ком- 


плексы, какъ авторъ справедливо указываеть, экспериментально рЬшенъ быть не 
можеть. 
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Если вмЪстЪ съ тЬмъ соотв%тственно имфютъ мЪсто соот- 
ношентя 


Рж./ < иВ, Шт А=лВ, Ш) т > нВ (2) 


и это справедливо при всякихъ значеныяхъ чиселъ ши и 5), то а 
относится къ р, какъ ([ кь В. Мы выражаемъ это равенствомъ 


т бы В: (3) 


Замътимь еще, что здфсь мы имфемъ дБло только съ абсолютными (по- 
ложительными) значешями элементовъ измЪримаго комплекса. 

Изъ сказаннаго сл$дуеть: 

Отношен!е двухъ положительныхъ чиселъ @ и @ равно от- 
ношен!ю числа &/8 къ числу 1, то есть 


Та, АЗИЯ (4) 


Дьйствительно, раздфливъ обЪ части соотношенй 


= В 
И) 
= 
на число 9, мы получимъ: 
& = 1 
И И. 
в> 
Число &/3 разсматривается поэтому, какъ мфра отношеня чиселъ 


хи фи всфхь другихь равныхъ ему отношенй. 


3 Отношен!е двухъ элементовъ 4 и р н%®котораго изм Бри- 
маго комплекса равно отношен!ю изм5ряющихтъ ихъ чисель хи В. 
Лфиствительно, если 


на аи в (5) 


то можно указать два такихь ращональныхь числа ии’ и иу, которыя 
содержатся между числами шо и пб, т.е. удовлетворяютъ неравенствамъ: 


тот << ив. (6) 


Тогда & Х Гиз < 6, такь что, если г обозначаегь единицу нашего 
комплекса, то мы имБемь 


ви = 


*). Т. е., если соотношене 1) въ ряду (1) всегда влечеть за собой соотноше- 
не [ въ ряду (2), соотношеше И) въ ряду (1) влечеть за собой соотношене П) въ 
ряду (2), соотношене Ш) въ рялу (1) влечетъза собой соотношене Ш) въ ряду (2), 
каковы бы ни были иблыя числа т и л. 


==. — 
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Отсюда, принимая во внимане неравенства (6), найдемъ: 


па < пё. (7) 


Точно также, если лано неравенство (7), то изъ него вытекають неравен- 
ства (5) ДЪйствительно, мы можемъ подобрать два количества с/’и су, ра- 
\Чонально кратныхъ единицы мфры е (т. е. чтобы г’ и у были рашональны- 
ми числами}, такъ, чтобы имфли мЪсто неравенства: 


та < тег < ие < 1. (8) 
Отсюда слБлуетъ, что 
о РА РИ 
стало быть 


та « пб. (9) 


Такимъ же образомь можно показать, что неравенства та > Ши 
ш >> иВ вытекають одно изъ другого; отсюда уже слфдуегь, что 
равенство ма == пр всегда обусловливаеть собою равенство 1% — и3, 
и обратно. 

Поэтому частное &/З гакже служигь мфрой отношенйЯ элементовь 
а ирфи не зависить оть выбора единицы с. Надъ именованными числа- 
ми, выражающими элементы комплекса, можно производить тая же вычи- 
сленя, какъ и налъ всякими другими числами; можно, олнако, задать во- 
просъ, какое значене должиы мы приписать результатамь такихь вычи- 
слей. 

Сложенио и вычитанио присваивають обыкновенно опредЪленног 
значеше лишь тогда. когда эти дЪйствя производятся надъ нменнованны- 
ми числамн одного н того.же наименованя; нельзя, напримЪръ, складн- 
вать другъ съ другомь или вычитывать промежутки времени и длины. 
Если же оба числа выражены посредствомъ одной н той же единицы, на- 
примБръ, единицы длины, то сумма или разность измфряющихь чиселъ 
представляетъь собою число, измфряющее сумму или разность соотвт- 
ственныхъ величинъ, измфренныя той же единицей. 

Въ случаЪ, когла измБряющщя числа имфютъ рашональныя значеня, 
предложене это слфдуеть изъ опредфленш, которыя мы дали въ © 7 
для ирращональныхь же чисель оно вытекаеть изъ донущеня о непре- 
рывности комплекса. 

Произведеше именованныхъ чиселъ представляегь собою именован- 
ное число нфкотораго новаго комплекса, единица котораго опредфляется, 
какъ произведеше единицъ умножаемыхъ величинъ; то же самое относится къ 
частному. Такь напримфръ, произведеше двухъ мЪръ длины есть мЪра по- 
взрхности, произведене трехъ мфръ длины есть мБра объема, частное оть 
лрленя мЬры длины на мфру времени есть опредфленная скорость. Частное 
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же двухъ мЬръ относится къ одному и тому же комплексу, представляеть 
собою отношене ихъ, а, стало быть, оно есть отвлеченное число. 


8 31. Пропорщиг. 


1. Пропорцщ!ей называется равенство вида 
И (1) 


гдЪ а, 6, Си 4 обозначаютъ элементы измБримаго комплекса. Равенство это 
иметь смыслъ лишь въ томъ случаЪ, когда существуеть отношене эле- 
ментовь а и р, и отношене элементовъ си 4. т. е., когда, сь одной 
стороны, элементы @ и 6, сь другой стороны, элементы с и 4 принадле- 
жать соотвЪтственно одному и тому же комплексу; но комплексъ, кь 
которому относятся элементы @ и р можетъ быть отличенъ отъ комплекса, 
которому принадлежать элементы си Я, напримБръ, одинъ изъ нихъЪ 
можеть быть системой массъ, другой—системой длинъ. 

Элементы @, В, си 4 называются членами пропорщи; а называ- 
ется первой, р— второй, с - третьей и 4-— четвертой пропоршональной. 

Если числа ©, В, у и $ представляютъ собою числа, измБряюция эле- 
менты а, В, си 4, то изъ равенства (1) слБлуеть числовая пропор\я: 


в 0 (2) 


или равенство 
и С : 
= (3) 


Изъ ариеметическихъ слфдстйй этого равенства можно сдфлать со- 
отнЪтственныя заключены относительно элементовъ 4, 6, си 4. 

Любыя три изъ четырехъ чиселъ &, Вуи $ однозначно опредЪля- 
ютъ соотвЪтствующее имъ четвертое число. Принимая во внимане, что 
каждому числовому значеню, согласно нашему допущенйю, соотвЪтствуеть 
нЪкоторый элементь комплекса измБряемыхъ объектовъ, мы можемъ 
сказать: 

Если изъ четырехъ членовъ пропорши три какихъ-либо 
члена извЪстны, то они однозначно опредъляютъ собою четвёр- 
тый. 

2. Изъ формулы (3) можно получить по правиламъ ариеметики слЪ- 
лующя равенства: 


Е 
з 


113 $ 31 
сообразно съ этимъ, изъ пропорщи (1) получимь слЪдующя пропорши: 


@+о:5=с+ад:а, 
А (4) 
а@+о: @ —-э=С+О: с — 4). 


ЗдЬсь предполагается, что а — р и, слБдовательно, также с — 4 
суть величины положительныя. 

3. Изь формулы (3) слфдуеть, что а/у = 8/5. Сдфлать изъ этого ра- 
венства выводъ относительно элементовъ а, р, си Ц можно лишь въ томъ 
случаЪ, когда между элементами (ис существуеть отношенше, т. е., 
когда всЪ четыре элемента а, В, си 4 принадлежать одному и тому 
же комплексу. Въ этомъ предположени мы получимъ: 

Изъ пропорщи 


а: В=с:4 (5) 


слфдуетъ пропорщя 
а 


4. Если въ пропорщши (1) второй и третй члены равны другъ другу, 
то каждый изъ нихъ называется среднимъ пропорщональнымъ между 
первымъ членомъ и четвертымъ. Спрашивается, всегла ли можно 
опред$лить среднй пропорщюнальный элементъ между двумя произвольно 
заданными элементами 4 и р? Иными словами, можно ли опредЪлить эле- 
менть х, удовлетворяюний пропорщши 


п: НИР (7) 


Очевидно, это возможно лишь въ томъ случаЪ, когда элементы ди В 
принадлежать одному и тому же комплексу. Въ этомъ послфднемъ слу- 
чаф изъ пропорщи (7) слБдуегъ: 


гдф а, Ви 2 суть числа, измфряющщя элементы а, ри х. 
Положивъ 2 == Ия3, мы получаемъ значеше С, удовлетворяющее чис- 
ловой пропорши: 
и а (7’) 


Отсюда уже вытекаеть и пропорщя (7). Такимъ образомъ нахожденше 
средняго пропорщональнаго приводится къ извлеченю квадратнаго корня. 


Веберъ, Энциклопед. элемопт. алгобры. 8 
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Если черезъ а и } обозначимъ длины двухъ отрЪфзковъ, то средняя 
пропоршональная межлу этими величинами прелсгавитъ ипамъ сторону 
квадрата, равновеликаго прямоугольнику, построенному на отрЪзкахъ @ и Ь, 
какь на сторонахъ. 

5. Предыдущую задачу можно развить слБдующимъ образомъ: 

ОпредЪлить двЪ величины хи у Такъ, чтобы 


Пе (8) 


Обозначивъ соотвфтствующия числа черезъ ©, &, "| и В, имфемъ: 


а Е (9) 
Изъ этихь пропорш слБдуетъ, что 
хи =, ВЕ ==? и оВ =; (10) 
слЪдовательно, имфемъ: 
02 = 8 и © — 18. (11) 
Отсюда найдемъ: 
ме Е 162 
5 =ужВ 5 = Ух. (12) 


Найденныя значешя и 7 удовлетворяютъ пропорщымъ (9), а слЪ- 
довательно, и пропорщямъ (8). 

Но число &?8 выражаеть объемъ четыреугольнаго столба, имБюща- 
го высоту В и квадратное основаше, сторона котораго равна (4; число - 
выражаетъь длину ребра куба, объемъ котораго равенъ «В. Такимъ об- 
разомъ посредствомъ нашей пропорши р$фшается задача © превращени 
четырехугольнаго столба въ равновеликюй ему кубъ. Комбинируя эту за- 
дачу съ задачей 4, мы можемъ превратить любой параллелопипедъ въ 
кубъ. ы 
Частный случай, когда р = 2а, есть не что иное, какъ знаменитая 
Делосская задача объ удвоеви куба“). 

6. Золотое сфчение. Данный отрфзокъ а раздфлить на такя двЪ 
части х и а — ^, чтобы меньшая часть @ — х относилась къ большей х 
такъ, какъ большая часть относится ко всему отрфзку. То есть, должна 
быть удовлетворена пропоршя: 


[а— х: х=х: а; (13) 


=) Предаве разсказывастъ, что оракулъ, къ которому обратились жители Де- 
лоса во время свирфиствовавшей среди нихъ эпидемии, посовЪтовалъь имъ удвоить 
алтарь Аполлона, имфвиий форму куба. Геометрическое рышене задачи приписы- 
ваютъ Платону. Подробности этого преданйя, а также исторйю задачи можно найти 
въ трудЪ Кантора, т. [. 
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обозначивь числа, измфряющя элементы @ и ^ соотвЪфтственно черезъ 
& и Е, получимъ уравнеше 2? = «(а — ®), или 


ЕЕ а 


Представивъ это уравнеше въ другомъ вид: 


ем > 


и примфняя формулу (а — Б) (а | В = а? — [?, мы найдемъ 


слфдовательно, 


Въ примфрахъ этого отдфла, мы отчасти пользовались такими поня- 
ями и теоремами, которыя мы ближе разсмотримъ лишь впослфдстви, 
въ отдфлахъ, посвященныхъ вопросамъ геометри и механики. 


+) ЗадачЪ этой, получившей впослфдств!и назван „золотого сЪченя,“ пиеа- 
горйцы приписывали мистическое значеше. Сфчеше это, какь наиболЪе приятное 
для глазъ отношеше, часто примфнялось въ греческомь строительномъ искусствЪ. 
Эстетическая сторона золотого сфчешя подробно разработана въ труд Лука Па- 
щ1оло (Риса Расшоо) (1509): „Огипа рторогНо“; трудь этоть возникъ поль вшянемъ 
Леонарло-да-Винчи (Е1опаг4о Ча У!тс1) и при его сотрудничеств$. 


8" 


ГЛАВА \1. 


Степени и логариемы. 


$ 32. Корни. 


1. Если р есть число натуральнаго ряда и а произвольное 
положительное число, то существуетъ одно и только одно поло- 
жительное число х, которое удовлетворяетъ условНо 4? = 4. 

Что не можеть быть болфе одного такого числа, слфдуеть изъ 
предложеня о степепяхъ, согласно которому съ возрастанемъ числа х 
возрастаетъь также л”. Поэтому, если х отлично оть у, то невозможно, 
чтобы д? = р. 

Чтобы показать существоване одного такого числа х, мы соста- 
вимъ сфчеше Х/Х’, относя къ комплексу Х всф числа, р-ая степень’ кото- 
рыхъ меньше или равна а, а къ Х”’ числа, которыхъ р-ая степень превос- 
ходить 4. Тогда любое число содержится либо вь Л, либо вь №” ес- 
ли х есть число, опрецд$ляемое этимъ сБчешемъ, то ^? = 4. 

ДьБйствительно, если бы было х? < а, то по теорем о непрерыв- 
ности ($ 24, 5) вь А’ должны были бы заключаться и тая числа, кото- 
рыхъ р-ая степень меньше, чБмъ а, что противорЪчитъ опредфлен!ю этого 
комплекса; въ силу такихъ же соображенйй неравенство м >> а также 
невозможно '). 

Опредфленное такимъ образомъ число х называется корнемъ р-ой 
степени изъ числа 4 и обозначается еще такъ: | 


? 
х=Уа; 


число р называется показателемъ корня или также показателемъ степени 
корня. Число а, которое и само можетъ быть ирращональнымъ, называется 
подкореннымъ числомъ. 


*) Согласно $ 24,5, если хр < а, то существують числа л’, большя, нежели х, 
также удовлетворяюция тому же неравенству. Но такь какъ число х опредфляется 
нашимъ сфченемъ, то числа »’ принадлежать комплексу А) между тфмъ, по усло- 
вю, числа комплекса А’ удовлетворяютъ неравеиству (^”)Р > а. 


р у 
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Случай р = 1 не представляеть интереса, такъ какъ при этомъ х == а. 
Корень второй степени, встр5чающййся чаше всего, называется также кор- 
немь квадратнымъ; при немъ показатель 2 часто опускаегся, такъ что 


А в 
Уа обозначаеть то же, что Уд (какъ въ 6 21). Корень третьей степени 


ра 
называется корнемъ кубичнымъ. Числа вида Уа называются также ра- 
дикалами. 


2. Для производства вычисленй надъ радикалами служатъь двЪ фор- 
мулы: 


р р вр р а 
а Уд = ую, Уст В, 
которыя выражаютъ слфдующее: 
Чтобы умножить или раздЪфлить другъ на друга два ради- 


кала одинаковой степени р, соотвЪтственно умножаютъ или дф- 


лятъ подкоренныя числа и берутъ р-ый корень изъ произведения 
или частнаго. 


Это легко получается изъ перемфстительнаго закона при умножени, 
по которому имБемъ: 


Е Вт в АР р \Р 
р и То а 
Для сложеня и вычитавя нельзя указать такого же простого правила. 


Слфдующя теоремы выражаютъ соотношеня между величинами 
корней. 


И р_ 
3. Если а >> В, то Уа > УБ или въ словахъ: Съ возраста- 
шемъ подкоренного числа возрастаетъ и корень. 


2 а 
ДЬйствительно, если бы было Уа == Ур, то мы имфли бы 
р_ \Р АА 
т = (75) ‚те. а = В 
р: Р_ 
УТ равенъ 1; слфдовательно, если а >> 1, тои 1: 


Я В 

4. Еслиа > Ти р > 9 то < Уд, т. е.: если подкоренное 

число больше 1, то и корень больше 1, но съ возрастан$емъ по- 
казателя корень уменьшается. 


5. Если а Тир О Уа> т т е если ащекое 
ренное число меньше 1, то и корень меньше 1, но съ возраста- 
н1емъ показателя корень возрастаетъ. 

Три послЪдыя теоремы мы соединимъ въ олно боле общее пред- 
ложешве. 
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6. Если 4 обозначаетъ произвольное положительное чи- 
сло, аси с, суть как!я-либо два числа, удовлетворяюция соотно- 
шен!ю 


. бе, 


то всегда имфютъ м$сто неравенства 


я 
еее = 


если р достаточно велико, т. е., если оно превосходитъ н$кото- 
рое опредфленное число 4, зависящее отъ а, (1 и Со. 


Всф эти предложеншя легко доказываются на основани $ 18. ДБя- 
ствительно, если число а больше 1, то вмфст6 съ тмъ, согласно п. 3-му, 


9 Р_ \? Р_ \9 РТ 
и Уа> 1; если, далЪе, р > 4, то (72) — (7=) екан (72) 


и, слфдовательно, уа> Уз; предложене п. 4-го такимъ образомъ доказа- 
но. Примфнивъ эти разсужденйя къ числу, обратному относительно а, полу- 
чимъ прелложеше п. 5-го. 

Такъ какъ с, меньше, а с, больше 1, то, каково бы ни было чи- 
сло а, согласно 5 18, 8, для каждаго достаточно большого показателя р 
имБемъ: 


асе, 


отсюда по п. 3. слфдуеть предложеше п. 6-го. 


; 5 38. Общая теоя степеней. 


1. Въ $5 18 установлено поняме о степени съ цБлымъ (положитель- 
нымъ или отрицательнымъ) показателемъ. Доказательство существованя 
корней даетъ намъ возможность установить также поня\е о степени съ 
дробнымъ и даже съ иррашональнымъ показателемъ. 

Изъ поняя о степени мы вывели формулу 


(2 )" —= ат (1) 
и, кромБ того, положили 
Се 3, И, (2) 


гдЪ ши и могутъ имфть положительныя или отрицательныя ифблыя зна- 
ченя, а х есть произвольное число, которое мы теперь обозначаемъ гре- 
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ческой буквой, чтобы указать, что оно можеть имфть и иррашюональное 
значене. 

Теперь спрашивается, что нужно подразумфвать подъ степенью ““, 
если м есть дробное число, напримЪръ, и = р/д? 

Если мы при этомъ желаемъ избфжать болышихъ осложненйй, то мы 
сначала должны ограничиться допущенемъ, что основаше & есть положи- 
тельное число. Формула (1) даетъ намъ тогда отвЪтъ на нашъ вопросъ. 
Дьйствительно, положивъ въ ней 71 = &==р/4, п == 4, получимь изъ этой 
формулы 

(9 — 9Р. (3) 
СлЪдовательно, 2) 


О 


эн ув (72 }'; 4 


и если мы желаемъ, чтобы формула (3) оставалась справедливой и для 
отрицательныхъ значешй |4, то, измнивь р на — р, мы получимъ 


О (5) 
Согласно этому опредфленю, для всякаго показателя А имфемъ 
Е. (6) 


Относительно обобщенныхъ степеней имфютъ мЪсто слБдуюнция пред- 
ложения. 
2. Каковы бы ни были показатели |. и у, 


ОНО С (7) 
= а“. (8) 
Пусть 
Е 
р’ 4’ 


если тогда В И 9 суть положительныя числа, то 


(и + ;) 24 Ре оетч-Е ар Ее АОИ 


?) Авторъ пользуется здфсь, по существу, т6мъ же премомъ, къ которому 
онъ прибЪгалъ въ $ 18 (см. примфчаше 3 на стр. 63). Формула (4) представля- 
етъ собой, конечно, только опредфлене; но мы необходимо должны придти къ 
этому опредфъленю, если мы хотимъ ввести поняше о дробныхь степеняхъ такъ, 
чтобы соотношеше (1) осталось въ силф. 


[9 
[9 
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извлекая корень рд-ой степени, получимъ: 
р а 

и и ИП эй — и и 

Е у бе Мб, 


чЪмъ и доказывается соотношене (7). 
Такъ же найдемъ 


ый 
("у — (=) =—- дни — у отт 


р Е 
т. 


извлекая корень (4-ой степени, получаемъ отсюда соотношене (8). 
3. Если х>Тии >, то 


> 6. (9) 
Дъиствительно, 
(Ре — 279, (2%)Р9 = ИР; 
если «>, то и14 > пф, слБдовательно, 


(а) > (7); 


отсюла слфдуетъ соотношеше (9). 


4. Если “> 1, а с есть какое-нибудь число, удовлетворяющее усло- 
вю |< с, то можно подобрать достаточно малое число | такимъ обра- 
зомъ, что для всякаго д < иметь мЬсто неравенство: 

Е (10) 
Въ самомъ дЬлЪ, пусть р будеть такое число, чтобы > ($ 18,8), 
тогдано > &\№ > а", если д — = Такимъ образомъ, неравенство (10) 
удовлетворяется при всякомъ (4, если 
1 
р. 
Въ случаЪ, если © < 1, имБють мфсто соотношеня, которыя получают- 
ся изъ (9) и (10) замбной знака < знакомъ >> и обратно. 

5. Пусть, наконець, & > 1 и а, а’ обозначають приближенно 


меньшее и приближенно большее значеня числа 4; кромЪ того, пусть 
с: и с» будуть два числа, удовлетворяюнця неравенствамъ 


Е. (11) 


Если тогда разность а’ — а достаточно мала, то имфють мъето соотно- 
щен: 


бо 


И Ш < © (12) 
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Дъйствительно, чтобы убЪдиться въ этомъ, нужно лишь выбрать 
числа {и а’ такъ, чтобы выполнялись слфдующйя неравенства: 


ом, 


6. Теперь легко установить поняе о степени съ иррашональ- 
нымъ показателемъ. Пусть будеть & иррашональное число, опредфляе- 
мое сфченемь Л/Х’, и х, х’ обозначають числа комплексовъ Хи Д.. 
Пусть © будеть положительное число, которое мы будемъ предполагать 
большимъ 1. Тогда для всБхъ значенй хи х’ имБемь х<« х’; слфдова- 
тельно, 


а - (13) 


Изъ этого слфдуеть, что комплексъ чиселъь 4” имфеть верхнюю границу, 
комплексь чисель {’—нижнюю границу, при чемь обЪ эти границы не 
могуть быть различны. ДЪйствительно, обозначимъ эту нижнюю границу 
черезъ В, верхнюю черезъ В’; тогла число ’ не можеть быть меньше, 
нежели В. Въ самомъ дЬЛЪ, всегда можно указать тая числа х, д’, что- 
бы 4” и 4” сколь угодно мало отличались соотвфтственно отъ Ви В'3); 
поэтому, если бы было В ‚> В’, то можно было бы выбрать х, х’ такъ, 
чтобы (“> @", что противорфчить соотношению (13). Невозможно также, 
чтобы В < В'; дЬйствительно, въ такомъ случаЪ 6/8 было бы неправиль- 
ной дробью, и мы имфли бы 


Зи а 


какъ бы мы ни выбирали чисель х’ и х. Но, согласно предложенйо пункта 
4-го, это невозможно, такъ какъ разность х’—х можеть быть сдЪлана 
сколь угодно малой 4). 

Итакъ, подъ символомъ з 


мы будемъ понимать общую границу комплексовъ, составлен- 
ныхъ изъ чиселъ 47 и 4; такимъ образомъ мы опредфлили степень 
для всякаго иррашональнаго показателя. 

7. Исходя изъ этого опредфленя, мы можемъ доказать теорему: 

Пусть о. а р пусть означаетъ число, которое получается 
изъ В замфной чиселъь я и Е ихъ приближенными значен!ями 
а, @', х, х’) пусть, наконецъ, с,, с, булуть два какихъ-нибудь 
числа, удовлетворяющ{я услов!ю 


С < В 
3) По самому значенйю верхней и нижней границы. 


т) Согласно указанному предложешю а=’—2 неопредЪленно нриближается къ 1 
съ уменыценемъ показателя х’——х, а потому не можетъ оставаться больше дроби 6'/в. 
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тогда имфютъ мЪсто неравенства 


ви, 


если разности ^’—- хи @’— а будутъ достаточно малы. 
Прежде всего изъ понямя о верхней и нижней границф имЪфемъ: 


о и 


коль скоро разность х’— х становится меныше н$котораго достаточно 
малаго числа. Но тогда, согласно предложению пункта 5-го, можно выбрать 
разность 4’— @ столь малой, чтобы имфли мЪсто соотношения: 


о м 


что и требовалось доказать. 

8. Сказанное позволяеть расширить основную теорему о непрерывно- 
сти (624,5) въ томъ смыслЪ, что въ ряду дЪйствЙ, выражаемыхъ символомъ 
Е(е, В,^\,...), можеть быть и возвышене въ степень положительнаго основа- 
ня съ иррашональнымъ показателемъ; отсюда слфлуетъ далфе, что всЪ те- 
оремы,‚ изложенныя нами относительно основавя съ рашональными показа- 
телями, справедливы и въ случаБ иррашональныхъ показателей 5). 


$ 34. Логарнемы. 


1. Согласно тому, что мы доказали въ прелыдущемъ параграфъ, 
если (@ есть положительное и х какое угодно число, то положи- 
тельное число у однозначно опредФляется уравненемъ 


` ДЕ 


Точно такъ же, если даны число х и положителное число \, то 
уравнешемъ 


9 


однозначно опредфляется число 4. Естественно возникаетъ вопрось: 

16. Если цит суть данныя положительныя числа, какъ най- 
ги число х? Или, другими словами: въ какую степень нужно воз- 
высить положительное число 4, чтобы получить данное по- 
ложительное число у?. 

Это число х называется логариемомъ числа упри основан]и а и 
изображается такъ: 


а 
Хх == ЮБуУ. 


5) Ибо теоремы въ 8 24, би 7 выведены изъ этой основной теоремы. 
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Такъ, число 2 есть логариемь 4 при основани 9, логариемъ 64 при ос- 
новани 2 есть 6, а 3 есть логариемъ 1000 при основанйи 10. Логариемъ 
единицы равенъ нулю при всякомъ основани, потому что 4—1 при 
всякомъ 4. | 

Такъ какъ и 1” равно единиц при всякомъ х,› то, при осио- 
ван!и 1 имфетъ логариемъ только число |, и при томъ этимъ 
логариемомъ можетъ служить совершенно произвольное чи- 
сло. Поэтому основашемь 1 не пользуются для практическихь цф- 
лей. Мы примемъ, что основан1е больше единицы, хотя это само по 
себЪф не является необходимостью. Такъ какъ при этомъ предположени 
для положительныхъ чисель х ( всегда больше, а для отрипательныхь 
чисель всегда меньше единицы, и такъ какъ, кромЪ того, д—® = 1/а", 
то неправильныя дроби имфютъ положительные, а правильныя— 
отрицательные логариемы, и два обратныя другъ другу числа у’ и у 
имфють логариемы, равные по абсолютной величинЪ, но различаюнщеся 
знаками. 

2. Что при данныхъ числахъь у и а всегда существуеть логариемъ, 
мы покажемъ снова сь помощью сфченя. Соединимь всф числа х, для 
которыхъ 4 <, въ комплексь А, а числа х’, для которыхъ а” >> 4, въ 
комплексь А’. Тогда любое число х’ больше любого числа х, и мы имЪ- 
емъ сфчеше Х/\’, которое опредфляеть н$фкоторое число Е. Если бы чи- 
сло @? было больше числа то можно было бы указать такое число х, 
для котораго ен: что было бы несогласно съ опредфлешемъ чи- 
селъ х; точно также 4 не можеть быть менфе ; слБдовательно, 


ры —=7- 

„Итакъ, всякое положительное число у при всякомъ положи- 
тельномъ основан и, ОТЛИЧНОМЪ ОТЪ Л. имфетъ одинъ и только 
ОДИНЪ логариемъ. 

3. Основныя формулы для производства вычисленй съ логариемами 
получаются изъ соотвфтствующихь формулъ для степеней. Эти послфдня 
мы представимъ въ слЪлующемъ видъ: 


ПР = 0 4%, 057, 55 0%, пы (9=)", 


гдЪ ^, хь А», № суть любыя положительныя или отрицательныя, рацо- 
нальцныя или иррашональныя числа. Введемъ обозначен: 


4—1, 64 =, 0% =, 


гдЪ у, ., у. суть произвольныя, но исключительно положительныя числа; 
въ такомъ случаЪ мы имфемъ: 


х — 087, Хх: =), д. =-Ю54,, 
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гдБ для простоты общее основане 4 не обозначено. Тогда получимъ: 
г 
д Е х, =108(л.), м, — х = ЮЕ-", ых==00), 
2 


т. е. для любыхъ положительныхъ чиселъ 7, 7 72 И ДЛЯ любого положи- 
тельнаго или отрицательнаго показателя м. имБють мЬсто соотношеня: 


105 у, Е 105. — 05 (5) 
107, — 105. —_ 
2 
и. ору =105()"). 


Словами эти формулы выражаются такъ: 

Логариемъ произведен!я равенъ суммЪ логариемовъ сомно- 
жителей. 

Логариемъ частнаго равенъ разности между логариемомъ 
дфлимаго и логариемомъ д$лителя. 

Логариемь степени равенъ произведен!ю изъ логариема ос- 
нован!1я степени на ея показателя. 

4. Если а и В суть положительныя числа, то, по опредфленйю ло а- 
риема, имфемъ 


ь 
д =0190% 


слЪфдовательно, если х есть произвольное, а у—_положительное число, 


ъ 
а” = [21ова т 


а Г: Г 
х=1ю5у, х1054—105У; 


поэтому, 


ъ 5 в 
108. у = 105 4 057. 


Посредствомъ этой формулы можно перейти отъ одного основайя а къ 
другому основаню р. 


Если умножить логариемы всфхъ положительныхъ чиселъ, 
5 
взятыхъ при основанйи а, на одно и то же число 1024, то полу- 


чатся логариемы тфхъ же чиселъ, взятыхъ при основан!и р. 
5. Если у-=а”, т. е. х есть логариемъ числа у, то у называется 
также числомъ (Митегиз), соотв тствующимъ логариему х (при ос- 
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новани 4), такъ что каждое изъ двухъ равенствъ 


22 


х =105у, у= пишх 


прелставляеть собой слфдстые другого. Основаше 4 иногла не обозна- 
чается, если это не можеть вести къ недоразумфнйо. 


$ 35. Неперовы логариемы. 


1. Благодаря необыкновенному облегченно, которое доставляютъ 
логариемы при практическихь вычисленяхь, они играли огромную роль 
въ развийи науки, особенно въ развийи измфрительныхъ отраслей естество- 


знаня; въ этомъ отношени ихъ можно, пожалуй, сравнить съ десятичной 
системой счисления. 


Исторически, однако, учене о логариемахъ развилось не изъ си- 
стематическаго обобщеня понямя о возвышении въ степень и объ обра- 
щен этого дфйстыя, а изъ сравнены ариеметической и геометрической 
прогресси; впрочемъ, принпишально это сводится къ тому же. 


Ариеметической прогресс!ей называется послфдовательный рядъ 
чисель, изъ которыхъ каждое послфдующее число получается путемъ 
прибавлен!я къ предыдущему одного и того же числа, называемаго раз- 
ностью ариеметической прогресси. Геометрическая прогресс1я есть 
рядъ чиселъ, кажлый членъ котораго получается умножен!емъ преды- 


лущаго на одного и того же множителя—знаменателя геометрической 
прогресаи. 


2. Разсмотримь, напримфръ, слЪдующую маленькую таблицу; первая 
строка содержить числа натуральнаго ряда, образующы ариеметическую 
прогресмю. Соотвфтствующ мфста во второй строкЪ занимаютъ послЪло- 


вательно возрастающщя степени числа 2, образующя геометрическую 
прогрессю: 


1231! 4 И 


о п 
214 8 16 32164 128 |256 512 | 1024 . 


прелъ нами таблица логариемовъ съ основашемъь 9. Въ первой строкЪ 
находится логариемъ числа, стоящаго подъ нимъ. Таблицей можно поль- 
зоваться слЪдующимъ образомъ: напримЪръ, чтобы найти произведене 8.64 
мы складываемъ логариемы чиселъ 8 и 64, т. е. Зи 6; получимъь 9, ко 
торому соотвфтствуеть число (питегиз) 512. 


. 
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Эту таблицу можно продолжить и въ лЪвую сторону: 
м ТЫ (2) 


Если бы мы пожелали, напримфръ, вычислить по этой таблицф произве- 


1 
дене 8 512, мы должны были бы найти число, котораго логариемъ есть 


9 —3—=6, и получили бы правильный результатъ. 

Подобная таблица сь указайями ея примфненя дана впервые въ 
„АтИрштенса пиерта“ Михаила Шлифеля (Миспае! ЗШе! около 1544 г.). 

3. Таблица логариемовъ въ этомъ вилФ имфетъ лишь ограниченное 
примБнеше, такъ какъ изъ нея можно узнать логариемы лишь немногихъ 
чиселъ, которыя слБлують другь за другомь съ болыними, постоянно 
возрастающими промежутками. 

Неперъ (Зови Мерег) и до него еще Бюрги (100$ Вёгот) старались 
устранить этоть недостатокъ, уменьшая разность ариеметической прогресам, 
и принимая вмЪстЪ съ т5мь знаменатель геометрической прогресси близкимъ 
къ 1. Этимъ можно досгигнуть того, что въ извфстныхъ предфлахъ произволь- 
но заданное число заключается какъ въ ариеметической, такъ и въ геометри- 
ческой прогресс; по крайней мЪрЪ, если въ таблицЪ нфть самого числа, 
то въ ней имфется близко полходящее къ нему приближенное значеше *). 

Пусть А обозначаеть нфкоторую малую величину; составимъ двЪ 
прогресси—одну ариеметическую, другую геометрическую слфЪдующимъ 
образомъ: 

м 2А ЗА , 4А. ,„ 9 


11а, (1+ Ау, а-- А)», (1 А) а--А),.... 


Каждое положительное число заключается между двумя сосфдними члена- 
ми первой строки, и содержится такимъ образомъ въ этой строкЪЬ съ 


у? 


(3) 


1 
погрфшностью, не превышающей 58; каждое число, большее единицы, 


расположено между двумя числами второй строки, напримЪръ, между (1-- А)” 


*) 1. Бюрги (1552-1632 или 1633) родился въ Швейцари, былъ на служ- 
6Ъ у ландграфа Вильгельма ТУ въ КасселЪ, и позднфе жилъ въ ПрагБ. Уже между 
1603 и 1611 ггг. онъ вычислиль подобную таблицу подъ назвашемъ „Рговгез$ фабщел“, 
но такъь какъ онъ держалъ ее въ тайнЪ, то и лишился прюритета. Первый трулъ 
Непера появился въ 1614 г.; Неперъ первый употребляеть терминъ „логариемы“ 
(„РезсирНо пнийс! [ода итопит сапой 5“). Для построея подобныхъ таблицъ при 
тогцашнемь состояши науки требовались огромныя вычисленя. 
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1 
и (1{- \)”Н; максимумъь ошибки составляеть здЪсь 5 АЕ А), а 


потому возрастаеть вмЪстЪ съ числомъ. 
Чтобы перемножить два числа второй’ строки 


—=а- А)" ира), 
складывають соотвфтствуюц!я числа первой строки 
о—=тА, А 


и отыскивають во второй строкЪ число @ф — (1-- ^)”*, соотвьтствую- 
щее суммф «--В = (т мА. 


ВмЪсто возрастающей геометрической прогресфи можно вычислить 


убывающую 1, 1—А, (1—^)?, (1—^А)з,... но при этомъ получают- 
ся лишь числа, менышя единицы *). 
4. Пусть 


а=(Е-+ А), а=шА, 
тогда 
а=(-+ АА 


и @ есть логариемъ числа 4 при основани 


Е ааа. 


Такимъ образомь таблица (3) есть таблица логариемовь при основа- 
ни Ё. 
Неперъ положилъ въ основаше своей таблицы число 


А —= 0,0000001 
и получиль поэтому 
Е= (1,000000 116966000. 


По таблицЪ Непера логариемъ числа 2 при указанномъ основани оказы- 
вается равнымъ 0,693146922, а по новфйшимъ таблицам такъ называе- 
Г: шх. . 
мый натуральный логариемъ 2, дууе. логарием "2 при’ основаши 
2 №) Е В . 


21592545 даб — 


почти совпадаеть съ вышеприведеннымъ; именно онъ равенъ 0,693147180. 


*) Такъ, дЬйствительно, Неперъ и составиль свою таблицу, которая сперва 
предназначалась для тригонометрическихъ величинъ, меньшихъ 1. 
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Такимъ образомь основаше неперовыхъ логариемовъ очень мало разнится 
оть числа с. 


8 36. Бригговы логарномы. 


1. Есть еще другой способъ пополнять два ряда соотвЪтствующихъ 
другъ другу членовъ ариеметической и геометрической прогресаи. Если 
имфемъ при любомъ основани логариемы двухъ чиселъ 


д. =ЮЕу:, = Юрь, (1) 


то изъ $ 34 слБлуеть: 
1 тжвяе-* 
‚Сань = Бун ©) 


1 
число < (м. хо) называется среднимъ ариеметическимъ обоихъ чисель 


А. 9 Уз, т, - среднимъ геометрическимъ чиселъ (положительныхъ) 
такь что содержае формулы (2) можеть быть изложено такъ: 
Среднее ариеметическое логариемовъ двухъ чиселъ есть 
логариемъ средняго геометрическаго этихъ двухъ чиселъ. 

Вл <, ОИ, кромЪ того, 


У» 


1 
м < р) (м. ^.)<»л, 
< а. 


Поэтому, если извЪстенъ рядъ логариемовъ, то простымъ .извлечешемъ 
квадратнаго корня можно вычислить логариемы сколькихъ угодно проме- 
жуточныхь чисель и такимъ образомъ строить таблицу логариемовь, по- 
стоянно сгущая интервалы между послфдовательными числами. Таковъ, въ 
дЪиствительности, и быль тоть путь, которымъ были вычислены первыя 
таблицы логариемовъ. Возьмемъ, напримфръ, таблицы (1) и (2) $ 35; 
слфдуя этому правилу, получимъ при основани 2: 


0,5 —102 У2 = 108 1,41491, 
1,5 = Юр У8 = 1052,82842, 


Зи 
0,25 —=105 у2—= 108 1,18920. 


Этимъ способомъ можно составить таблицу логариемовъ при лю- 
бомъ основан. Генрихъ Бриггь (Непгу Вио:5), современникь и другь 


за 


. 


и 


ний 
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Непера первый понялъ, какя улобства препставляеть основане 10, и вы- 
числиль таблицу при этомъ основаши; таблица эта была напечатана въ 
1617—1624 гг. Поэтому логариемы эти называются Бригговыми лога- 
риемами. Преимущество этого основан состоить въ слБдующемъ: 

Если какое-нибудь число, выраженное по десятичной системф счис- 
леня, будь то цфлое число или десятичная дробь, имфеть т цифръ 
(до запятой), то но своей величин это число заключается между 10"—1 
и 10”, и, слБдовательно, его Бригговъ логариемъ содержится между и—1 
ит (включая нижнй предфль иг —1.) 

Легко поэтому указать цфлую часть логариема, т. е. число, 
стоящее до запятой: для этого достаточно уменьшить на 1 число 
цифръ заданнаго числа, находящихся ло запятой. Это число на- 
зывается характеристикой логариема; обыкновенно оно въ табли- 
цахь вовсе не приводится. Слфдующще за запятой десятичные знаки 
называются мантиссой логариема. Въ таблицахъ пается линь мангисса. 
Если въ таблицЪ ишугь но данному логариему соотвЪтствующее число, 
то отыскивають данную мантиссу и нахолять соотвфтствующее ей число; 
въ этомъ числЬ нужно оставить передъ запятой столько цифръ, чтобы чи- 
сло ихъ превышало на 1 характеристику логариема. Числа, меньшия, чфмъ 1, 
г.е. числа, въ которыхь въ десятичной систем передъ запятой стоить нуль, 
имЪють отрицательные логариемы. Чтобы вычислешя приходилось дфлать 
только съ положительными числами, мангиссу всегда беруть положитель- 
ной, и лишь характеристика можетъ быть отрицательной; а именно, пра- 
вильную дробь, логариемъ которой нужно взять, умпожаютъь предвари- 
тельно на надлежащимъ образомъ выбраную степень десяти 6), а изь ло- 


гариома полученнаго такимъ образомь числа вычитывають показатель 
этой степени десяти. Напримфръ: 


1ор Баев. 1/3 — —1053 = — 0,4771212547, 
0,5228787453 — 1, 
10в рирр. 0,003657 — 0,5631249603 —3. 


Таблина Бригга появилась въ свЪть въ 1617—1694 гг. Въ нихъь 
даны были логариемы съ 14 десятичными знаками, но имБлись болыше 
пробЪлы. Послфдне были устранены въ 10-значныхь таблицахь Адриана 
Влака (АЧпап \Маск, 1628). Таблицы Влака дають десятизначные логарие- 
мы всфхъ цфлыхъ чисель огь 1 до 100000. 

На опыт было замфчено, что въ болынинствь случаевь нЬть не- 
обходимости примБнять десятизначныя таблицы, и поэтому наиболфе рас- 


°) Эту степень нужно выбрать, такь чтобы по умноженш получить неправиль- 
1 
ную дробь; такъ въ перзомъ изъ двухь приведенныхъ ниже примбровъ з достаточно 
помножить на 10, а во второмъ примЪръ 0,003657 слфдуеть помножить на 10°. 


Воберъ, Элциилоп. элемонт. алгебры. э 
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пространенными таблицами являются семизначныя. Въ 1793 г. Вега (Уера) 
издаль таюя таблицы, когорыя въ послфдовавшей затфмъ обработкЪ Гюль- 
зе (Не) разошлись въ большомъ числЪ изданй. Посл нашли, что и 
семизначные логариемы слишкомъ громоздки для многихь цфлей, въ част- 
ности для ифлей педагогическихь (лля упражненвя въ примфнени логарие- 
мовъ) а также и въ примфнеши къ естественнымъ наукамъ въ случаяхъ, 
не требующихъ особенно большой точности; изданы были шести, пяти 
и даже четырехзначныя таблицы. Изъ множества трудовъ этого рода, со- 
ставители которыхъ стремятся обыкновенно облегчить употреблене лога- 
риемовь типографскими премами, отмБтимь здЪсь таблицы, принпадле- 
жашёя авторамъ: Зсвгбп, Втепнкег, УЛН\еш, Сгеуе, Г. (. Сацз$, Неуесг, 
Эснае. 


Наоборотъ, иногда не только въ естественныхь наукахъ—въ астро- 
ном въ особенности, —но и при изслфдовашяхь въ области теор!и чи- 
сель, бывають случаи, когда и семизначныя таблицы оказываются нело- 
статочно точными; поэтому математику необходимо прюбрЬсти навыкъ въ 
употреблени болЪфе точныхъ таблицъ. Среди послфднихъ самой цфнной и 
сравнительно наиболЪе доступной является „Тнезаигиз юзаийИитогит“ Ве- 
га; это сочиненше, изланное въ 1794 г. въ ЛейпцигЪ, содержить полную 
десятизначную таблицу бригговыхъ логариемовъ и, кромБ того, замфчатель- 
ную таблицу Вольфрама (\оШган), въ которой даны натуральные лога- 
риемы чисель до 10009 съ 48-ю десятичными знаками. 


Каждое число можетъ быть представлено въ вид$ произведеня его 
первоначальныхъ множителей, и логариемъ его можеть быть полученъ 
сложенемъ логариемовъ простыхъ чиселъ; поэтому если предположить 
извъстнымь разложене чиселъь на ихь первоначальныхь множителей, то 
достаточно имфть таблицу, содержащую лишь логариемы простыхъ чи- 
сель. Въ послЪдней части таблицы Вольфрама это упрощене, затрудняю- 
щее, конечно, н5сколько пользоваше таблицей, нашло себЪ прим$нен!е. 

Въ виду р®5дкости и дороговизны Твезаигиз’а, въ 1895 г. во Фло- 
ренши появилось фотоцинкографическое воспроизведене его, боле до- 
ступное по цЪн$. 


$ 37. Интернолянщя. 


1. Вь каждой распространенной логариемической таблицЪ во введе- 
ни даются указаня, какъ ею пользоваться; упражнене и опыгь научають 
нЪкоторымъ мелкимъ упрощенямъ. Здфсь мы остановимся лишь на од- 
номъ пунктЪ, имьющемь боле общее значеше,— на такъ называемой ин- 
терполяц{и. 


в а 3-_ 1: 
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Семизначныя таблицы, напримфръ, лаютъ непосредственно мантиссы, 
вычисленныя съ семью знаками, для всфхь чисель до 99999 включитель- 
но, т. е. для всЪхь пятизначныхъ чиселъ. 

Логариемъ семизначнаго числа можеть быть найденъ непосредствен- 
но изъ таблицы лишь, когда обЪ послфдыьйя цифры суть нули. Но оть 
семизначной таблицы мы вправф требовать, чтобы она давала намь лога- 
риемы всБхъ семизначныхь чиселъь съ одинаковой точностью. 

Такъ же точно и данный логариемъ, соотвфтствующее которому чи- 
сло мы желаемь опредфлить, вообще говоря, не можегъ быть точно най- 
денъ въ таблицЪ; между тЬмъ, бываеть нужно найти точно семь цифръ 
этого числа. 


ДБлается это посредствомь интерполящи, основанной на слдую- 
щихъ соображеняхъ. 


Пусть будетъ \, дл, х,, ла, -... рядь чисель, составяяющихь арие- 
метическую прогрессйю съ разностью /): 


Е и) 
и пусть будеть 


у —=ю5х, 
2 =Ю8м, м —у А, 
35 =8х,, * Уз = А, (0) 


= ЮР» 3-5 =А,. 


Разности А, А,, А,,... не равны другъ другу, но постепенно убыва- 
ютъ, какь это видно изъ таблиць. Такъ какь эго убыване происходить 
чрезвычайно медленно, то безь замфтной погриности можно принять, 
чго и числа у внутри досгаточно малаго промежутка составляють арив- 
метическую прогресспо; это предположене въ дфйствительности не со- 
всёмь справедливо, но при пользоваши нашей семизначной таблицей ни- 
когда не влечетъ сколь-нибудь замфтной ошибки. 

Положимъ, что нужно отыскать логариемъ У-ЕВ нБкотораго чи- 
сла х |- а, лежащаго между х и 1, такь что @ есть дробная часть чи- 
сла [); согласно сдфланному прелположенйю, В окажется такой же частью 
числа А, такъ что 


В— уе (2) 


Для облегченя вычисленНя въ таблицахъ подь заголовкомъ Р. Р. 


5 
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(Рамез ргороопаез, пропоршюональныя части) даны разности А и про- 
изведен!я: 


сь той степепыо точности, съ которой производятся вычисленя. 
Изъь тЬхь же таблиць можно по данному числу @ найти число & 
по формул 


р 
&=-. В. 


Для этого нужно лишь выполнить неболышое дЪлеше, либо но сокращен- 
ному способу, либо съ помощью вспомогательныхъ таблицъ 125.5. 

Такь какъ разности А наиболе велики у менынихъ чиселъ (ниже 
10000), то въ этихъ частяхъ таблицы ннтерполящы даетъь наименфе точ- 
ные результаты; поэтому н$которыя таблицы продолжены за предфлы 
пятизначныхъ чиселъ и эти дополнительные логариемы даются съ 8 десятич- 
ными знаками. У Вега таблины продолжены до 107999. 


2. Въ досятичныхь таблицахь „ТНезангиз$“ даны непосредственно 
логариемы всфхъ пятизначныхь чиселъ. Интерполящя и здЪсь выполняет- 
ся согласно тфмъ же основнымь положенямъ. Но чтобы использовать 
эту таблицу вполнЪ, не всегла бываетъ достаточно принять, что проме- 
жуточпные логариемы образуютъ ариеметическую прогресспюо. 

Тогда принимаютъ, что разности А, А,, А... не одинаковы, 
но составляютъ ариеметическую прогресспо и для логариемовъ лу получа- 
ется такимъ образомь ариеметическая прогресая второго порядка 7). 

Если мы пожелаемъ воспользоваться этимъ предположен1емъ, чтобы 
отыскать по таблиц логариемъ у--В н$5котораго числа х-а, заклю- 
чаюцйся между двумя послфдовательными логариемами таблицы у’ и 3, 
то нужно положить 


В= шх-на(р — а) 


и опредфлить числа и и 71’ такимь образомъ, чтобы для д и м, т. е. 
при х =) иа=2р изъ этой формулы получались правильныя значе- 


т) Подь ариеметической прогресцей второго порядка разум5ють рядь чи- 
сель, послфдовательныя разности которыхъ, образують обыкновенную арнеметичес- 
кую прогрессию. Таковъ, напримфръ, рядъ чиселъ 1, В О .. 

$) Достаточное обосноваше этого требуеть пространныхъь разсужденй, ко- 
торыя относятся кь „теор конечныхъ разностей“, дисциплинЪ, въ которой исчер- 
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им у, = уА и у, =у-РА-А, 3). Отсюда слБдуеть: 


т — 


у 
АА =) — 2 1% 
2т' [= А—фА = А; 
такимъ образомъ нарашеше 3 дается формулой 


А 2- А’ 
Ва и. (3) 


Число А— А, = А” называется второй разностью. Вляне послфдней 
сказывается на послфдней цифрЪ логариема, иногда даже на предпослфд- 
ней, но не дальше. 

Если примемъ, что $’ есть десятизначное, а х пятизначное цфлое чи- 
сло (безъ десятичныхъ дробей), то нужно положить [) = 1 их — 0, абс4е, 
гдф буквы а, В, с, 4, е обозначаютъь соотвфтственно цифры, занимаюцщя 
бое, 7%, 8ое, 90 и 10°° мфста въ данномъ числЪ х-Ех. Такъ какъ А’ есть число, 
очень малое въ сравнеши съ разностью А, то во второмь членф правой 
части формулы (3) достаточно взять число & лишь съ двумя цифрами). 

Если № есть число, логариемъ котораго отыскивается, а п есть чи- 
сло, нзображаемое пятыо первыми цифрами числа №, то изъ таблицы на- 
ходимъ точно 1051 сь десятью знаками, а изъ формулы (3) получается: 


108 № — ювн Е О, абс4е А-Е - 0,06(1—0,аБ) А’. (4) 


Въ этой формулЪ число № надо понимать такъ, что пять цифръ числа п 
стоятъ впереди запятой. Въ зависимости отъ дфИствительнаго положеня 
запятой, каждый разъ выбирается соотвЪфтственная характеристика. 

Если число № изображается болЪфе, чфмъ десятью цифрами, то олин- 
надцатая изъ нихъ можетъ быть принята во внимане при выполнени ум- 
ноженя во второмъ членф. 

Ищемъ, напримфръ, десятизначный бригговъ логариемъ числа г 


г = 2,71828182846. 


пывающимъ образомъ изслБдуется вопросъ объ интерполяции. Мы должны сказать, 
что въ томь сжатомъ видЪ, въ какомъ эта теор я здфсь изложена, въ ней, конеч- 
но, трудно вполнЪ разобраться; по развие ея выходить за предфлы настоящаго 
сочинен!Я. 

*) Если, напримфръ, намь нужно отыскать логариемъ числа 32,89716534, 
го мы принимаемъ за х цБлое число 32897, за & число 0,16534, за + логариемъ чи- 
сла х изъ таблицы, а в опредфляется формулой (3); перенесеше же запятой влряетъ 
только на характеристику. Это авторь и выражаеть въ общемъ видЪ формулой (4). 
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Въ таблиц находимъ десятизначные логариемы слфлующихь пяти послф- 
довательныхь чиселъ: 


д м 
1юБ 27182 — 4342814081 
3= 2973851 | 159770 
4= 3133615| 764 |6 
5= 3293373| 758 6 
6= 3453126| 758 |5 


Нужно получить сокращеннымъ способомъ произведен: 


0,8182846 > 159770 


и 
2082 08 Ж6. 
Получается: 4342814081 
127816 
ь И а @ 
1278. 16 
31. 95 
12. 78 
64 
9 
45 


0,4342944818 . 77; 


въ результат первыя десять цифръ точны. Вторая разность даетъ здЪсь 
только приблизительно половину единицы послфдняго десятичнаго разря- 
да; она приинмается во впимайе лишь при особенно точныхь вычисле- 
няхь. Вторыя разности возрастаютъ съ уменьшенемъ чиселъ, логариомы 
которыхъ отыскиваются. 

Для упрощеншя умноженй въ таблинф помЪфщаются еще вспомога- 
тельныя таблички; ихъ устройство и примфнеше излагается во введен!и 
къ таблицамъ. 

Р+нене обратной задачи—по данному логариему найти соотвЪт- 
ствующее число—производится по формулЪ (2), если принимають въ 
разсчеть лишь первую разность. Для того, чтобы принять во винмане и 
вторую разность, нужно было бы вывести формулу, аналогичную форму- 
лЪ (3); но это требуеть обширныхь предварительныхь вычисленй при 
самомъ составлен таблицъ. 

Вообше говоря, ч$мъ больше промежутки между числами, логарив- 
мы которыхъ даны въ таблицф непосредственно, тфмъ важнфе принять 
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во внимане вторую разность. Напримфръ, можно построить вполнЪ удо- 
влетворительпую четырехзначную таблицу логариемовъ, помЪщающуюся 
на половин страницы, выписавши логариемы всфхъ двухзначныхъ чиселъ. 
Съ помощью этой таблицы можно дФфлать вычисленя съ точностью до 
четвертаго десятичнаго знака, но при этомъ часто необхолимо бываетъ 
принять въ разсчегь вторую разность. 


$ 38. Примфры. 


Дадимъ теперь нфкоторые примБры логариемическихь вычнслешй, 
при которыхъ для получен!я искомаго результата необходимо пользоваться 
боле точными таблицами. Пусть 


ё == 2,71828182846 (1) 
основан натуральныхъ логариемовъ, 
т —= 3,14159265359 (2) 


Лудольфово (ГидоШ) число. Съ точностью до десятаго знака нахо- 
ДиИМЪ: 


105(т1ов 6) = 0,1349341840 *). (3) 


Изъ н$фкоторыхъ теоретнческихъь соображенй, которыя не могуть 
быть здЪсь приведены **), слфдуеть, что число 


Ее? (4) 


отличается отъ ближайшаго большаго цфлаго числа меныпе, чфмъ на т Ка- 
кое это цфлое число? 
Изъ формулы (4) имЪемъ: 
1051054 = 108 19 10в (1050). 
Пользуясь десятичной таблицей, найдемъ 
юр /19 —= 0,6393768005 , 
а въ виду соотношеня (3) 


105 105 5 — 0,7743109845. 


*) Необходимыя для вычисленя этого числа данныя находятся на послфдней 
странииЪ соч. Уева „батийзи» таетайзсвег Тат“, изд. Н@5зе (Веййт 1865). 

17) Н. \МеБег, „Е'Ирызсне ЕипсНопеп ила а!оебга?спе ХаШеп“, стр. 247, 355, 405. 
Вгаипзсй\ею 1891. 
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Разыскавъ два раза подъ рялъ соотвфтствующее число, мы получимъ: 


105 {= 5,94717865 
{== 885479,8. 


Такимъ образомъ искомое число 
| = 885480. 


Доказательствомъ правильности результата (обосноване его не можеть 
быть здЪсь приведено) служитъ то обстоятельство, что ./—744 должно 
оказаться полнымъ кубомъ; и въ самомъ дфлЪ оказывается 


.[— 744 — 884736 — 963. 


Есть еще н$фкоторыя друмя числа, обладлающя подобными свой- 
ствами, а именно: 


-— оиИаа „дует о7\ 163 
К р ? . 


Ихъ значещя отличаются отъ н$фкоторыхъ опредфленныхъ цфлыхъ чиселъ _[ 
еще менфе, чфмь въ предыдущемь примЪрЪ, такъ что, напримЪръ, третье 
изъ нихь имфеть посл запятой 12 девятокъ. Для перваго изъ этихъ 
трехъ чиселъ точное вычислене посредствомъ ТБезаигиз’а даетъ 


== 884736744. 


Друпя два числа выходятъ далеко за прелфлы ТНезаигиз’а. Ихь можно 
одиако, вычислить, пользуясь тБмъ обстоятельствомъ, что и чнела 


т в 
5% Г Ге 
ео р. 3 й 


очень мало, хотя и не въ такой степени, какъ 1, отличаются оть иЪко- 
торыхь цфлыхъ чисель В и, кромЪ того, 


А = В 744. 


Такимъ образомь получимъ, напримЪфръ, 
Тпув 
3 


— 960,000042 
или } — 960, а вь двухъ другихъ случаяхь 


В= 5280, В— 640320. 


Примфры эти иллюстрируютъ н$которыя, глубоко сокрытыя ариоме- 
тичесюя свойства, присущя числамъ 19, 43, 67, 163, и никакимь дру- 
ГИМЪ. 
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ГЛАВА УИ. 


Уравненя первой степени. 


$ 39. Уравнешя первой степени съ одни и двумя неизв стными. 


Въ $5 17 мы показали, что необходимость ввести дробныя числа 
была вызвана рыпешемь слЪдующей задачи: 


1. Даны числа фи р; найти число х, удовлетворяющее усло- 
ВЮ 
=. (1) 


Мы видфли, что, если а и В суть произвольныя цфлыя или дробныя чи- 
сла и, кромЪ того, а ==0, то существуетъь одно и только одно число, 
уловлетворяющее поставленному требованю. Если же 1—0, и В-Е0, то 
нЪть ни одного числа, которое выполняло бы услоше (1). Наконець, 
когла а = 0, р —0, то всякое число х удовлетворяеть условйю (Т). 

ПослЪ того, какъь мы ввели дробныя и ирращональныя числа, числа 
9 и В могуть имбть дробныя и ирращональныя значеня. 

Въ сборникахъ для упражнешй находится множество задачь, въ ко- 
торыхъ требуется выразить посредствомь такого рода равенства вопрось 
изъ обыденной жизни или изъ какой-нибудь отрасли науки. Въ унаслф- 
дованной нами отъ древнихъ грековъ антоломи находится множество пре- 
красныхъ задачъ этого рода, изложенныхь въ формЪ эпиграммъ *). 

Равенство (1) называется уравненйемъ первой степени съ ол- 
нимъ неизвфстнымъ; нахожденНе же пеизвБстнаго числа х называется 
р5Ьшен!емъ уравненя. 

Не всегда, однако, условя, при помощи которыхь должны быть 
найдены неизвЪстныя, бываютъ столь просты, какь въ приведенномъ прн- 


*) Ариеметическя эпиграммы греческой антологи собраны и изданы съ рБ- 
шешями въ н5мецкомъ переводь Циркелемъ (Инке!) въ программной работБ гим- 
нази въ БоннЪ за 1853 г. 
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мЬрЬ: иногда, напримфръ, неизвфстныхъ чисель бываетъ нЪфсколько. и ус- 
ловя, которымъ они должны удовлетворять, выражены посредствомь нф- 
сколькихъ уравнешй. Мы сперва займемся слфлующей боле общей зала- 
чей. 

2. Даны числа а, В, с, а’, #’, с. Найти неизвфстныя числа Хх, у, 
удовлетворяюция двумъ уравнен!ямъ: 


де - с | ых 
вх у=е | —6 а (2) 
(Два уравненя съ двумя неизвфстными). 
Для ръшеня этой залачи можно поступить слЪлующимь образомъ. 
Умпожаемъ всф члены обоихъ уравнешй на написанныхъ сбоку множителей: 


одинь разъ соотвфтственно на {[, —(, другой разъ соотвфтственно на— 


НА (5 каждый разъ складываемъ полученные результаты и тогда найдемъ: 
(а — ба) х = (8) 
(а — ба’) у = — са ас, 


т. е. два уравненя, каждое съ однимъ неизвфстнымъ. Въ обоихъ уравне- 
няхъ неизвфстныя х и у имфютъ одинъ и тоть же коэффишенть 


= ар’ =—= ра’. (4) 


Этоть коэффищентъ называется детерминантомъ системы урав- 
нешй (2) и иногда изображается еще такъ: 


Гар 
Вор 


(5) 


3. Если детерминантъ не равенъ нулю, то есть одна и толь- 
ко одна пара чиселъ х, у, удовлетворяющихь уравнен1ямъ (2): 


Е = . (6) 


Въ изложенномъ способЪ рЫыпеня уравненйй (2) мы исключали изъ 
обоихъ уравненй поперемфнно каждое изъ неизв стныхъ, и потому этотъ 
способъ называзгся способомъ исключен1я. Можно рЪЫшать уравиен!я 
еще иначе, такъ назызаемымь способомь подстановки, отличающимся 
большей постененностью. 

Если о коэффищентахь а, В, а’, 0’ извЪстно, что одинъ изъ нихъ 
не равенъ нулю, то мы можемъ, не нарушая общности, считать отличнымь 
отъ нуля любой изъ четырехъ коэффишентовь, напримбръ {[’: мы мо- 
жемъ, вфдь, написать на второмьъ мфстБ любое изъ двухь уравнешй, а 
затЪьмъ обозначить черезъь у любое изъ двухъ неизвЪстныхъ. 


139 $ 40 


Итакъ пусть [" не равно нулю Если бы чисто х было извЪстно, то 
посредствомъ второго изъ уравненй (2) мы нашли бы значене пеизвЪ- 
стного у: 


7 < р’ . (7) 


Если подставить это значене неизвЪстнаго у въ первое изъ уравне- 
ий (2), то посредствомъ простыхъ вычисленй получимъ: 


И г. (8) 


Если число А отлично оть нуля, то значеше неизвЪстнаго х окажется 
такое же, какь и выше (6). Затфмь изъ уравненя (7) получа- 
ется выражеше для неизвфстнаго у, которое также совпадаеть съ фор- 
мулой (6). 

И при этомъ способЪ рЫшеня ясно, что въ случаЪ, когда А = 0, 
с’ — Вс’ == 0, нфть ни одного значешя для неизвЪстнаго х, которое уло- 
влетворяло бы условйо (8); слЪловательно, уравненя (2) вь этомъ слу- 
чаЪ не имЫють рЪшен. Если же и А —0 и с’ — с’ =0, то въ уравне- 
ни (8) значене неизвфстнаго х ничфмъ не онредфляется; въ этомь слу- 
чаЪ для х можио взять произвольное  значене, а соотвфтствующее зна- 
чеше для неизвфстнаго у получится изъ уравненйя (7): любая пара чиселъ, 
полученная такимъ образомъ, удовлетворяетъ уравненямь (2). 

Наконець, когда всЪ коэффищенты а, БВ, а’, |’, суть нули, то урав- 
неншя (2) имЫотъ смысль лншь при услови, что и числа си с’ суть ну- 
ли. Но тогда уравненмя удовлетворяются произвольными значенями не- 
извфстныхь хи у. Соединяя все сказанное, приходимь кь слфдующему 
выводу: 

4. Если детеминантъ уравнений (2) равенъ нулю, то послд- 
шя либо протниворЪчатъ другъ другу н не имфютъ ни одно- 
го рЬшеншя, либо же одно изъ лвухъ уравнен! представляетъ 
собой слЪдств!е другого, и въ этомь случаЪ уравнен!я имфють 
безчисленное множество р5Ьшен!й. 


$ 40. Уравнешя первой степени съ тремя неизвветными. 


1. Займемся вопросомъ объ уравненяхъ первой степени въ нфсколь- 
ко болБе общемъ видЪ. Разсмотримь систему трехъ уравненй съ тремя 


неизвфстным л, т, д: 


ах —- Ьу - ее 
Хх - Бу -- ст Ей и (1) 


а’х у —- = е ии р’ 
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двфналцать коэффишентовъ а, р, с, ©, -.. суть данныя числа. 

Если всЪ девять коэффищшентовъ а, р, ... с” равны нулю, то имБ- 
еть мфсто одно изъ двухь: либо коэффищенты с, с’, е’ не всБ равны 
нулю, и тогда уравнейя заключаютьъ въ себЪф противорфЧе, либо же 
е=е' =" —=0, и тогда уравненя не даютъ никакихъ условйЙ для опредЪ- 
лешя неизвфстныхь х, у, 5. 

Будемъ разсматривать каждую пару изъ трехъ уравненй (Г), какъ 
систему двухъ уравненйй первой степени поперемфнно относительно каж- 
дой изъ трехъ паръ неизвЪстныхъ: уиз хил, х иу. Тогда изъ де- 
вяти коэфищентовъ 


И 
ор “6 (2) 
а" р" С 


мы составимъ для девяти указанныхъ системъ уравненИ девять детерми- 
нантовъ: 

И о, а 

= "с —с'Ь, В —=бГар- а’, т=ар — Ма, (3) 
= с — сб’, В=са’ — ас, +"=ае — фу. 


а 
5 


Если всЪ коэффишенты (2) равны нулю, то и вс детерминанты (3) 
суть нули. Разсмотримъ случай, когда вс детерминанты (3) равны нулю, 
но коэффищшенты (2) не вс суть нули; легко видфть, что въ этомъ слу- 
чаЪ либо уравненя (1) другь другу противорфчатъ, либо два изъ нихъ 
представляютъ собой слЪфдствя третьяго. Въ самомъ дЪлЪ, положимъ, что 
коэффишенть с” отличень отъ нуля; тогда послфлнее изъ уравневй (1) 
дастъ намъ: 


че с’ ЕК. а 2 ЗЕЯ "у : 
А т с" ы (4) 


подставивъ это значене неизвфстнаго д въ первыя два уравнешя систе- 


мы (1) и пользуясь обозначеныями (3), получимъ: 


Вх му=ес — се" 


(5) 
— Ваау ес" — се, 


СлЪдовательно, если х — 3 = х — 8’ — 0, но правыя части уравненй 
(5) не равны нулю, то наши уравненя оказываются невозможными; если же 
и ес" — се" —=0, ес" — Се" --0, то уравнешя (5) удовлетворяется при 
произвольныхъ значешяхь неизвфстныхь х н у; значеше неизвфстнаго д. 
соотвфтствующее каждой системБ значенй х и у, получится подстанов- 
кой изь уравненйя (4). 
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2. Разсмотримъ теперь случай, когда не всь детерминанты (3) 
равны нулю; постановка вопроса останется не менфе общей, чЪмъ до 
сихъ поръ, если примемъ, что отличный отъ нуля детерминаитъ есть х — 
— с’ —с'[". Тогда, считая величину х извЪстной, опрелфлимь изъ двухь 


послфднихъ уравненй (1) неизвЪстныя р ид; по формуламь $ 39,3 по- 


лучимь: 
ху о’ Вх 
еее: 


Полученныя отсюда значеня неизвфстныхъ и { подставимъ въ пер- 
вое изъ уравневй (1). Получимь: 


В м веха 
Снова вводимъ обозначене 
А-а --ст, @ 


или, принимая во впимаше формулы (3), 


(6) 


КИ 


(8) 
беса" — Ва" 
Е са" — сб’. 
Тогда 
Ал -еяех о". (9) 


Отсюда вполнф опрелфляется величина неизвфстнаго х, если только 
детерминантъ А отличенъ отъ нуля; значеня неизвфстныхъ фз их по- 
лучатся тогда сь помощью формулъ (6). 

Если же А = 0, то уравнеше (9) возможно лишь при услови 


га -- ео - е' а" — 0; (10) 


но въ этомъ случа уравнене (9) ничфмъ не ограничиваеть значеня 
неизвфстнаго л; величина х можеть быть взята произвольно: значены 
неизвёстныхъ у и д найдутся изъ уравненй (6). 

Величина А и здЪсь называется детерминантомъ системы (1), и 


часто обозначается еще такъ: 


А—! а’, Г, г’ (11) 
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Разсматривая формулу (8), нахолимъ, что величина А останется безъ 

измфиеня, если замфнить соотвфтственно коэффищшенты р на а, с на а" 
и С’ на [", такь что можно писать и такъ: 


9 а, а 
А - р Й 
| в Зе 
Девять величинъ: х.= ["с"—с'[", ... опредфляемыя равенствами (33, 


называются минорами летерминанга А. 

3. Изложенное въ двухъ предыдущихъь пунктахъь сводится къ слЪ- 
дующему. 

Если детерминантъ системы (1) отличенъ отъ нуля, то не- 
извфстныя х, 1, х опредфляются ею однозначно. Если же А = 0, 
то уравнения (1) либо противорЪчатъ лругъ другу, либо одно, 
или два, или всЪф три неизв$стныя остаются произвольными; чи- 
сло неизв$стныхъ, получающихъ произвольныя значентя, зави- 
ситъ отъ того, будетъ ли одна изъвеличинъ (3) отлична отъ нуля, — 
или же всЪ онф равны нулю, но одинЪ изъ коэффищентовъ (2) 
отличенъ отъ нуля, —или, наконецъ, всЪ коэффищшенты (2) обра- 
щаются въ нуль. 

4. Летерминанть А выражается любой нзъ шести слёлующихъ фор- 
муль: 


Вы 202 —- 2’ —- 1" — ах —- [1 -- 2 
= В ++ 9 БВ" =ах с (12) 


ас ву фе = 4 ие. 


Эти шесть формулъ получаются изъ выраженйя (8), если въ послфдиемъ 
соединить въ группы члены, имюпие множителемъ соотвфтственно @, а’ и 


а", либо р, Ки {", либо с, с’ иг", либо а, В, сит. д.. и принять во 


внимане обозначенйя (3). 
Далфе имфютъ мЪсто слЪдующй соотношения: 


ре ро Е [и = 
Ре 
св ев в = 
рае = 
ау ау - а" = 


0 
0 
0 
ф (13) 
0 
УЕ У Е и = 0 
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Непосредственнымъ вычисленемъ обнаружимт справедливость перваго изь 
равенсгвъ (13). Получимъ тождество: 


Вес) В ее Фе — 6) =0. 


Чтобы убфдиться въ справелливости прочихъ равенствь (13), достаточно 
вь написанномъ тождеств всевозможными способами замфщать другъ 
пругомъ буквы а, В, С. 

Съ помощью соотпошенй (12) и (13) систему (Г) можно рЪшить 
непосредственно способомь исключен!я. Для этого умножаемъ урав- 
неня (1)три раза соотвЪтственно на множителей, указанныхъ ниже, и скла- 
дываемъ каждый разъ почленно полученные результаты: 


ах Ну а-=ея 6 1 
вх бе В т 
ах ое В т. 
Пользуясь соотношенями (12) и (13), найдемъ: 
Ах=ех {6 ео’ -- ео", 
Ау ев ое, (14) 
Ад ее + уе. 
Первое изъ этихъ равенствь совпадаетъ съ полученнымъ раньше равен- 
ствомъ (9). Два друйя равенсгва совпадаютъ съ т6ми, которыя получат- 
ся изъ формулъ (6), если полставимъ вмфсто х его значеше изъ равен- 
ства (9); въ этомъ легко убфлиться вычислешемъ, котораго нБгъ надоб- 
ности здЪсь приводить. Е 
Если нЬкоторыя величины имфютъ въ какомъ-либо задани аналогич- 
ныя значеня и при рЬшени съ каждой изъ этихъ величинъ приходится 
поступать одинаково, то такой способъ рЬшеня называется симметрич- 
ным`ь; такимъ образомъ изложенный выше способль исключешя можеть 
быть названъ симметричнымъ, чего нельзя сказать о способЪ подстановки. 
5. Изложенная выше теоря уравненй первой степени съ тремя не- 
извфстными х, 7, д, допускаеть геометрическое толкован!е (мы прелполага- 
емь извЪстными основныя свЪдфня изъ аналитической геометрии трехъ из- 
мБревй въ томъ размЪрЪ, какъ они изложены во второмъ томЪ настояща- 
го сочиненя). Любыя три числа х, у, д могуть быть разсматриваемы, 
какъ координаты нфкоторой точки въ пространствЪ. ВсЪ точки, коорди- 
нагы которыхъ удовлетворяютъ уравненю первой степени 


ах + Ву + ==е 


лежать въ одной плоскости, если только не всБ коэффишенты а, В, с 


144 $ 41 
равны нулю. Точки, координаты которыхъ удовлетворяютъ, какь преды- 
дущему уравненю, такъ еще и другому 


вх Е Ре -о 


лежатъ вь обфихь плоскостяхъ и образуютъ поэтому прямую, по ко- 
горой обЪф плоскости пересфкаютсл. Если дано еще третье уравнеше 


а"х -- "у | ех=е, 


то всЪ три уравненя уловлетворяются координатами точки, въ которой 
пересфкаттся три плоскости, или, вБрнфе, координатами всбхъ точекъ, 
одповременно лежащихъ на этихъ трехъ плоскостяхъ. 

Если детерминанть А отличенъ отъ нуля, то три плоскости пе- 
ресЪфкаются въ одной точкЪф. 

Если же А = 0, но миноры (3) не ве равны нулю, тогда имфетъ 
МЬсто одно изъ двухъь: либо равенство (10) справедливо. и. слЪдователь- 
но, одна изъ трехъ величинъ х, у, 4 остается произвольной, либо же ра- 
венство (10) не справедливо. Въ первомъ случаф три плоскости ипересф- 
каются по прямой; во второмъ случа5 нЪфть ни одной точки. которая 
принадлежала бы всБмъ тремь плоскостямъ; плоскости нересфкаются по- 
парно по тремъ параллельнымъ прямымъ подобно боковымъ гранямъ 
грехугольной призмы. или же лвЪ плоскости параллельны лругъ другу и 
пересЪкаюгся съ третьей ино параллельнымъ прямымъ. 

Если, наконецъ, всф миноры (3) обращаются въ нуль, то лфвыя ча- 
сти уравнешмй (Г) отличаются лругь огь друга лишь н5которымъ посто- 
яниымъ множителемъ, и наши три плоскости либо параллельны, либо со- 
виадаютъ: вь первомъ случаЪ онЪ не имфють ни одной общей гочки, во 
второмь случаф—безчисленное множество ихъ. 


8 41. Одиородныя уравнешя. 


1. Однородныя уравнен1я составляютъ особый классъ уравненй 
первой степени. Сюда относятся тая уравиешя, каждый члень которыхъ 
содержить которое-нибуль изь неизвЪстныхъ. Таковы, папримфрьъ, уравне- 
ня вида 


ах у а=0. 


Очевидно, чго подобныя уравнешя удовлетворяются, если поло- 
жить ху 1 0. Такое рынеше называется не собственнымъ. Ес- 
ли же, по крайней м5рЪ, одно неизвфсгное отлично оть нуля, то рынене 
называется собственнымъ. Тогда всБ члены уравнешя можно раздфлить 


145 $41 


на неизвфстное, отличное отъ нуля, за каковое примемъ, напримЪфръ, СХ, 
и получится уравнеше, содержащее лишь отношеня х/х, у/Х. 

Итакъ, однородныя уравненйя выражаютъ услов!йя, связы- 
ваюцщя не самыя неизвЪстныя, но лишь отношен!я неизвф стныхъ 
къ одному изъ нихъ. 


Разсмотримъ сначала систему двухъ однородныхъ уравненйй: 
а’х и р й - = 0, | И, 
, ОЙ № и й 
ах Е у Е сд=0 1 а 
Способомъ, указаннымъ въ 6 39, мы можемъ опредфлить отсюда отно- 


шеня х/д. у/2; для этого умножаемъ всЪ члены уравненй на множителей, 
написанныхъ сбоку, и полученные результаты складываемъ. Тогда найдемъ: 


ира х + @И— = 0, 
(@— ау + а — ед, 


или, пользуясь обозначенмями $ 40,(3), 


о ое 


Если исключить случай, когда х == В = у =0, найдемъ: 


м Е 


а ао 


эти уравненя можно представить и въ слфлующемь вид$: 


и" 

2. Разсмотримъ теперь систему трехъ однородныхъ уравнеши: 
ах + бу - 5 =0 
ах | Ру 4 сх=о0 (1) 
а"х + Му сз =0. 


ОпредфливЪъ изъ двухъ посл$днихъ уравненйй отношенЯ х:5 и у:5, 
подставляемь ихъ въ первое уравнене. Тогда найдемъ: 


& | 68 | су =0, те. А=0. 


Если же а = = =0, то детерминанть А во всякомъ случаЪ 
равенъ нулю !). 


1) Эта оговорка необходима потому, что при «—=В—1 ==0 отношеня двухъ 
неизвфстныхь къ третьему изъ двухъ послфднихъ уравненй (1) опредфлены быть 
не могутъ ($ 40, 4). 


Веберъ, Энциилоп. элемент. алгебры. 0 
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Итакъ, система трехъ однородныхъ уравнен1Й съ тремя не- 
извЪстными лишь въ томъ случаЪ имфетъ собственное рфшенте, 
когда детерминантъ А обращается въ нуль. 

Если А = 0, а миноры о, В, ^/ не вс равны нулю, то мы полу- 
чимъ р5шене, указанное въ пунктЪ 1. 

Если же х —=В —1 =0, то изъ лвухъ послфлнихь уравненй (1) 
одно есть слЬдстые другого; отношеня"двухъ неизвфстныхъ къ третьему 
опредфляются тогла при помощи первыхъ лвухъ уравненй (1). 

3. Въ аналитической геометрии однородное уравнеше первой степе- 
ни выражаетъ плоскость, проходящую черезъ начало координатъ. ДвЪ 
тая плоскости всегда имБють общую прямую, которая также прохо- 
дитъ черезъ начало координатъ. 

Уравнеше А = 0 представляеть собой услоше. которому должны 
удовлетворять коэффищшенты уравненй (1), если выражаемыя ими 3 
плоскости пересфкаются всЪ по одной прямой. 

4. Изъ вышеизложенныхъ разсуждейй ясно, какимъ образомъ можно 
обобщить задачу о рЫшенши линейныхъ уравненй. Если дана система 
уравнен!йй первой степени съ произвольнымъ числомъ неизвЪстныхъ Е 
то посредствомъ одного изъ уравненй, въ которомъ коэффишенть при 
олномъ изъ неизвфстныхъ, напримфръ при х, не равенъ нулю, выража- 
ютъ неизвфстное х при помощи прочихъ неизвЪфстныхъ. Подставивъ это 
выражеше неизвЪстнаго х во всф прочя уравненя данной системы, по- 
лучимъ новую систему, въ которой число неизвфстныхъ по крайней МЪ- 
рф на единицу меныше, такъ какъ неизвфстное х въ нее не входить. 

Продолжая тоть же процессъ, мы исключаемъ изъ уравнешй всЪ не- 
извфстныя, пока таковыя остаются. Но псслЪ этого мы можемъ полу- 
чить равенства, содержащя лишь извфстныя величины; равенства эти 
либо выполняются, либо не выполняются. Въ послфднемъ случаЪ 
система не имфеть рЪшенй. Если же равенства выполняются, то 
неизвЪстныя иногда могуть быть всЪ вполнф опредфлены, иногла 
же н$Фкоторыя остаются произвольными. Съ увеличенемь числа не- 
извфстныхь и уравнейй вычисленя усложняются, и вмЬсть съ тЬмъ 
становится трулнфе усмотрЪть обще законы, которые здЪсь имфютъ мЪ- 
сто. Къ счастью, Якоби (ЛасоЪГ) своей теорей детерминантовъ создалъ 
алгориемъ, при помощи котораго обишя свойства линейныхь уравненй 
получаютъ чрезвычайно изящное выражене. Теоря эта, однако, выходитъ 
за предфлы настоящаго сочиненй *). 

+) ЛасоБь „Ое ЮнпаНопе её ргорцеНБиз$ Чесгиипапнии“. СгеПе’з „Зоигпа! Фаг 
МаветаНк“, Ва. 22 (1841). ВаНзег, „ТВеоне ипа Ап\уепаипя аег Оеептитател“. 
4 изд. Гарие 1875. 

На русскомъ языкЪ наиболфе обстоятельнымъ сочинешемъь по теор!и детер- 
минантовъ является сочинеше проф. Ващенко-Захарченко, „Теор!я опредьлителей 


инс 35 3 29 


ана _ А Зи а п 
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$ 42. Ириложешя. 


Линейныя уравненя весьма часто примфняются въ геометри и есте- 
ственныхъ наукахъ. Разсмотримъ сперва простой примЪръ изъ хими, такъ 
называемый косвенный анализъ. Обозначимъ черезь Л, Ви Р три 
химическихь элемента и черезъ АР и БР два химическихь соединены, 
въ которыхъ на каждый атомь одного элемента приходится одинъ атомъ 
другого. Дана смфсь соединенй .[Ри ВР, при чемъ извфстны: 

1) обиий вЪсъ 5 смБси, 

2) вЪсъ 4 всего вхолящаго въ смЪсь вещества Р. 

Требуется найти содержащияся въ смЬси вЪсовыя количества соеди- 
ненй УР и ВР. 

Обозначивъ искомыя количества соотвтственно черезъ хи у, имБ- 
емь одно уравнене 


Хх —- у=?. (1) 
Второе уравнеше можно составить, основываясь на законахъ теоре- 
тической хими. Если черезъ а, ри р обознвчимъ соотвЪтственно атомные 
вфса элементовъ 1, В и Р, то молекулярный вЪсъ соединены ЯР выра- 


зится числомь а -|- |, число же молекуль въ х вЪфсовыхъь едини- 
цахъ этого соединены есть х:(а - р). ВЪсъ всфхъ атомовъ элемента 2 


? 


содержащихся въ соединеми ЛР, есть а въ соединени ВР вЪ- 


рх 
ар’ 
совое количество того же элемента выразится черезъь ря Такъ какъ 


т 


число (0 обозначаетъ вЪфсъ всего находящагося въ смЪфси вещества Л, то 
можемъ составить второе уравненге: 


ЕЕ (2) 
ее 
Изъ уравненй (1) и (2) можно опредфлить числа х и у (за исклю- 
чешемь того случая, когда а ==) 


—а-Ер. 2—9 р) 


Ь а— в 
(3) 
РВ В 
; р а—Ь 


Изложенная задача имфетъ для химика важное практическое значе- 
ще: часто случается, что не составляеть большой трудности выдфлить 
изъ смЪси элемеить Ри количественно его опредфлить, тогда какъ от- 


и теоря формъ“.— Юевъ, 1877. КромЪ того, Проф. Ярошенко. „Теоря опред$ли- 
телей“. Одесса. 1871. 


10 
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дфлеНе элементовь Ди В другъ отъ друга сопряжено съ несравненно 
большими затрудненями. 

2. Примфры. Имфемъ, напримЪръ, три грамма смфси хлористаго 
каля и хлористаго натрия и найлено, что вЪфсь хлора, содержащагося въ 
смЪфси, есть 1,7 грамма; числа а, р, Ё обозначаютъ соотвфтственно атомные 
вфса камя, натрия и хлора: 


а = 39,1, В== 25 р= 35,4 
а— В — 16,1, а- В ЕЕ 74,5, ь--р = 58,4, 
9=8, ==1,7. 


Нахолимъ приближенно: 


__ 74,5.(8-35,4 — 157 .58,4) _ 74,5. 6,9 _ 


а Зее — ео 
° 58.4.(17.74,5 —3.35,4) _ 58,4. 20,4 _ | 
ге 35,4.16,1 — Зав * 


Иногда, вм$сто атомовъ, могутъ быть даны атомныя группы. Напри- 
мЪръ. имфемъ два грамма смфси углекислаго кальшя (СаС.О) и углекис- 
лаго строншя ($гСО.), а углекислоты о.) во всей смфси находится 0,7 
грамма. Обозначимъ вЪса атомныхъ групиъ СО,, СаО и $ГО соотвЪт- 
ственно черезъ р, Би а. Тогда 


а-—= 1036 ав = 47,6 
Ь = 56 а р= 147,6 


р = 44 В р= 100 
#=2, 2—1. 8. 


Изъ формулъ (3) получимъ приближенно: 
х = 1,3, 
у = 0,7. 


3. Изложенный премъ непримфнимъ въ томъ случа, когда чис- 
ло веществъ, составляющихь данную смБсь, болЪфе двухъ. Въ этомь 
можно убЪлиться слБдующимъ образомъ. Въ смфси соединенй /ЁР, ВРиСР 
замфнимъ элементь 2 другимъ элементомъ ЁР’, и получимъ смЪсь изъ сое- 
диненй АР’ ВР’ и СР’. Обозначимъ всовыя количества обЪихъ смфсей 
соотвфтственно черезъ с и 2’, атомные вЪфса элементовъ—черезъ 4, с, р,Ь’ 
вЪса вещества Р въ первой смфси и Г’ во второй обозначимъ черезъ 4 и 4". 
Числа х, у, $ означаюгъ вфсовыя количества веществъ 1, Ви С, нахо- 
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дянИяся въ каждой смфси. Имфемъ 4 уравнены: 


р 
— х —- ты —- и 


( ’ [ : р п 
в. и —. РЕ 


р Ъ- 
Вх - у в Р —=4°. 


Изъ этихъ четырехъ уравнен!й невозможно выбрать трехъ такихъ, ко- 
торыя были бы независимы другь отъ друга. Изъ двухъ послфднихъ 


7 
: й : 
уравненй слфлуетъ, что Я — 7 такъ что эти два уравненНя сводятся 


р’ 


къ одному лишь слЪлующему: 
г г _ Е И: 
а Ь вт в 
изъ лвухъ же первыхъ уравненй при помощи послфдняго получаемъ: 


ху 4=59=#7-9. 


Такимъ образомъ мы имЪфемъ всего лишь два независимыхъ уравне- 
ня; для опредфленя трехъ неизв$стныхъ этого недостаточно. 

4. Покажемъ теперь, какъ примфняются линейныя уравненя для 
изслфдованя вопроса о развфтвлени электрическаго тока въ системЪ 
проволокъ. Мы предполагаемъ извфстными понятя о сил тока и сопро- 
тивлен{и цфпи; замфтимъ лишь, что сопротивлене отрфзка проволоки 
можно измфрять его длиной, если на всемъ протяжени разсматривае- 
мой системы проволока сдфлана изъ одного и того же матерала и имф- 
етъ одну и ту же толщину. 

Силу тока можно разсматривать, какъ количество электричества, 
протекающее за единицу времени черезъь поперечное сЪчене цфпи. Если 
въ какой нибуль части цфпи мы выберемъ одно направлене за положи- 
тельное, то сила тока въ зависимости отъ его направленя выражается 
положительнымъ или отрицательнымъ числомъ. 

РЫыпимъ слБлующую задачу. Дана сЪть проволокъ; въ нее входитъ въ 
опредъленномь м$фстф токъ данной силы, который развЪтвляется по про- 
волокамъ и выходить изъ сфти въ другой вполнф опредфленной точкф. 
Спрашивается, какова сила тока въ каждой части сЪти? 

Кирхгофъ установилъ два закона, которые даютъ возможность рЪ- 
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шить нашу задачу посредствомъ линейныхъ уравневй. Законы эти слдую- 
ще. 

1. Если въ какой либо точкЪф сфти (такъ называемой узловой точк$) 
пересфкаются нфсколько проволокъ, въ которыхъ сила тока равна соот- 
вфтственно 11, 1, 13, ...- (силу тока будемъ выражать положительнымъ 
числомъ, если токъ напразленъ въ проволокф къ узловой точкЪф). то имф- 
етъ м5сто равенство: 


Бы фьа+...=6. 
2. Для каждой замкнутой группы проволокъ 1, 2, 3,..., с0- 
противленя которыхъ обозначены черезъ из, 5, и, ..., имфеть мЪ- 


сто равенство: 


пан - ьщь + в +... =0. 


Фиг. 4. Фиг. 5. 


3. Изложенными законами воспользуемся для разсмотрфня такь на- 
зываемаго Уитстонова мостика, который употребляется для измфреня со- 
противленй. Существенную часть этого мостика составляетъ система про- 
волокъ, схематически изображенная на фигур 6. 


Фиг. 6. 


Буквами а, 6, си Ц обозначены узловыя точки. Черезъ точку 4 въ 
систему вводится токъ силы Г, и такой же силы токь выходить черезъ 
точку с. Въ отр$зкахъ проволоки, отмфченныхь цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 
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сила тока равна соотвфтственно 11, 1», 1, 4, [› а сопротивлеше есть 
Я» и, и, , и, при чемъ въ каждомь отрфзкЪ проволоки положи- 
тельное направлеше тока указано стрЪлкой. 


Согласно съ первымъ закономъ, мы имфемъ для четырехъ узловыхъ 
точекъь слБлующия четыре уравненя: 


(4) 


Система эта сводится лишь къ тремъ независимымъ уравненямъ, 
такъ какъ изъ перваго ряда равенствъ слфдуеть, что 
ЕН И 


Разсматривая контуры 464, 64 и абс, мы въ силу второго закона 
можемъ Фоставить соотвфтственно слфдующы три уравненй: 


155 = 15008 — п 
а ь (5) 
55 == 5, — ЦИ. 
Третье уравнеше пин - и, = виь 4 пил представляеть собою 
лишь слфдстые первыхъ двухъ. 
Изъ уравненй (4) получимъ: 


м. 
Подставивъ эти значеня величинъ 11, щи г, въ уравненя (5), найдемъ: 
п -- аз + м.) — в, = Ив, 
— аъ + (Ни. 5) ==1004; 
отсюда можно опрелфлить величины 11 и &,. 

Чаще всего одна изъ узловыхъ точекъ, напримБръ ({, устанавлива- 
ется такимъ образомъ, чтобы сила тока 1, = 0. Этоть результатъ дости- 
гается весьма точно. Вслфдстые перемщеня узловой точки ({ сопроти- 
вленя 2 и их мфняють свою величину. Такъ какь 1, = 0, то изъ урав- 
неши (4) получимъ равенства: 1 = 5 и & = и. При помощи послфднихъ 
двухь равенствь и уравненй (5) найдемъ соотвфтствующее этому случаю 
соотношеще: 

И ра: 5 У. 


Эта формула примфняется для вычисленя олной изъ величинъ 
и. 2, @з и и. посредствомъ трехъ другихъ *). 


*) Кисввой, РороепаойРз Аппаеп, Ва. 72 (1847); 
\\. АБгепз$, Машетайзсве Аппаеп, Ва. 49. 


ГЛАВА УШ. 


ЁВвадратныя уравнешя и мнимыя чиела. 


$ 43. Квадратныя уравнешя. 


1. Въ седьмой главф мы разсмотрфли лишь такя уравненЯ, въ ко- 
торыя неизвфстныя входятъ только въ первой степени, а произзеденя 
неизвЪстныхъ вовсе не входять. Поэтому мы и назвали эти уравнешя 
уравненями первой степени. Вслфдстые тфхъ примфненй, которыя эТи 
уравненя находятъ въ геометри, ихъ называютъ еще линейными урав- 
нен{ями. 

Обратимся теперь къ разсмотрнйю такихъ уравненй, которыя со- 
держать неизвфстныя не только въ первой степени, но и во второй. 
Сперва мы займемся уравнешями этого типа, содержащими лишь одно не“ 
извЪстное; они называются уравненями второй степени, а также квад- 
ратными уравнен!ями. Покажемъ, какъ рышаются таюя уравненя. 

2. Квадратное уравнеше имфеть слфдующую форму: 


ах? Е фх | с=0. (1) 


Коэффишенты а, Ви с представляють собою данныя числа, а х есть 
неизвЪстное число, для котораго нужно найти значеше, удовлетворяющее 
уравненю (1). Такое значене неизвЪстнаго х называется корнемъ урав- 
нен!я. Не будемъ пока касаться вопроса, имфеть ли данное уравнен!е 
корни вообще и сколько оно имфетъ корней. 

Коэффищентъ а будемъ считать отличнымъ оть нуля, потому что 
въ противномъ случаф уравнеше (1) имЪло бы видь бх ++ с=0, т. е. 
представляло бы собою линейное уравнене, котораго мы здфсь уже не 
будемъ боле разсматривать. Умноживъ всЪ члены уравненя (1) на про- 
извольный множитель 5’, мы получимъь новое уравнеше вах эх с =0, 
которое удовлетворяется т5ми же значенями неизвфстнаго х, что и урав- 


ь 1 В 
нене (1). Выбравъ © = к мы упростили бы уравнене, такъ какъ ко- 


эффищенть при неизвЪстномъ ^? сдфлается равнымь единиц$. Цфлесооб- 


т: $ 43 


разнфе, однако, выбрать для множителя © другое значеше, именно х = 44. 
Мы получимъ тогда уравненге;: 


4а?х? —- 4афх - 4ас = 0; 


въ силу же тождества (2ах -- р)? == 44? -- 4афх - °, мы можемъ 
представить его въ видф: 


(2ах + 6—2 - 446 =0. 
Для сокращеня вводимъ обозначене 
о.) (2) 
и наше уравнеше приметъ слфдующй видъ: 
(Зах ++ =. 


Извлекая изъ обЪфихъ частей уравнен!я квадратный корень, мы све- 
демъ наше квадратное уравнене къ линейному 


. 2ах + 6= УД. 


Такъ какъ квадраты двухъ чиселъ, имфющихъ одну и ту жу абсо- 
лютную` величину, но различные знаки, равны другь другу, то мы полу- 
чим® еще слфдующее уравнене: 


2ах + Ь=— УР. 


Оба уравненя ничфмъ не отличаются другъь оть друга, если [) == 0. 
Такъ какь до сихь поръ мы не знаемъ такихъ чиселъ, квадраты которыхъ 
суть отрицательныя числа, то мы будемъ различать три случая. 


1) Р есть число отрицательное; уравнене не имфеть ни одного 
корня. 
2) [)=0; уравнеше имфетъь одинь корень х = — $/24. 


3) [) есть положительное число; уравнеше имфеть два корня: 


(3) 


Такимъь образомъ оть значеня числа /) зависитъ, будеть ли квад- 
ратное уравнене имЪфть одинъ корень, или два, или ни одного корня. За- 
мфнимъ въ формулЬ (2) числа а, 2 и с соотвфтственно чнслами Эа, $ и эс, 
гдф © есть произвольное число, отличное отъ нуля; вмфсто числа [) мы 
Теперь будемь имфть число 51) съ такимъ же знакомь, что и число [) 
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вмфстф съ тЬмъ иметь мЪсто тоть же случай 1, 2 или 3. Такимь обра 
зомъ квадратное уравнейе не опредфляеть числа 1), оставляя при немъ 
множителя, представляющаго собой квадрать неопредфленнаго числа; но 
выражене ал?” -- фх - с вполиф опредфляеть число 1"). 
: Мы будемъ называть число [) дискриминантомъ выраженя ал? - 
ос. 

Введемъ новыя обозначеня коэффищентовъ квадратнаго уравненй (1) 
и представимъ его въ сл$дующей форм$: 


\? -- 2ах + Ь==0. (4) 


Для этого уравнешя число ПД — 4(4?--Ь); если )>0, уравнене имфеть 
два корня: 


дж =--а— 10? — В 


\. = — ау. 


$ 44. Мнимыя чиела. 


1. Для того, чтобы не было квадратнаго уравненя, не имБющаго 
корней, приходится снова расширить понят!е о числ. Мы вводимъ 
такъ называемыя мнимыя числа. Введене этихъ чисель въ науку ока- 
залось весьма плолотворнымъ; благодаря имъ почти всф отрасли матема- 
тики выигрывають въ полнотЪ и законченности. Что касается дальнЪйша- 
го расширения понятя о числЪ, то въ немъ въ настоящее время не чув- 
ствуется настоятельной потребности. : 

2. Вс разсмотрфнныя нами до сихъь поръ числа, положительныя и 
отрицательныя, рашональныя и иррашюональныя, мы будемъ называть веще- 
ственными числами. Мы будемъ соединять вещественныя числа въ пары; 
каждую такую пару, составленную изъ веществениыхъ чиселъ 4 и р, мы бу- 
лемъ обозначать символомъ (а, 6). Эти числовые символы мы будемъ называть 
мнимыми или комплексными числами. Основная мысль здЪсь та же, кото- 
рой мы руководились выше, когда мы посредствомъ цфлыхь чисель уста- 
навливали поняте о дробяхъ; но правила дфйстый надъ новыми числами, 
которыя мы теперь вводимъ, совершенно иныя. Въ установлени этихъ 


*) Въ трехчлень а-Ерх- с коэффишенты имЪфють вполнф  опредБленныя 
значення, которыми опредфляется дискриминанть 2—4 ас. Въ уравнеши же 


вау -рс —=0 
коэффищенты а, ри -: могуть быть замБнены пропоршональными имьъ числами 
га, 5ф, пс, отчего дискримипантъ, какъ указано въ тексть, прюбрЪтаеть множи- 


теля о?. 
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правиль мы ничфмъ не стфснены; къ этому мы и перейлемъ. 

1) Два комплексныхь числа я == (а, р) и &'’ = (а’, $) мы будемъ 
считать равными въ томъ и только въ томъ случаЪ, если а==а’, ир =" *). 

2) Чтобы имфть возможность представить вещественное число, какъ 
частный случай комплекснаго, мы примемъ, что (а, 0) =а 2). Отсюда 
слфлуеть, что (0, 0) =0. 

3) Сложен!е и вычитан!е опредфляются слЪдлующимь образомь: 


Ею ее ВХ, (1) 


Отсюда слЪдуетъ, что сочетательный и перем стнтельный за- 
коны сложен остаются справедливыми и для комплексныхъ чиселъ, что 
вычитане есть дЪйстве, обратное сложен!ю, что при р = == 0 сложеше 
и вычитаНе комплексныхъь чисель приводятся соотвЪтственно къ т\мь 
же дЬйстыямъ надъ вещественными числами >): 


*) Для комплексныхь чиселъ не принято устанавливать поняпя „больше“ и 
„меньше“. Лишь въ очень р5дкихъ случаяхъ приходится пользоваться этими поня- 
ями; ихъ можно тогда опредфлять различнымъ образомъ. Можно, напримфръ, 
условиться считать, что число (а, №) больше числа (и’, В"), если аа’ или если а=а' 
и >ы. 

*) Это значить подъ символомъ (а, 0) мы будемъ разумфть то же, что и 
подъ символомъ а. 

*) Остановимся нфсколько подробибе на вопрос о введени мнимыхъ чисель 


т 
Въ $ 27,2 дроби были опредфлены, какь символы вида — ; были установлены ус 
И 


повгя равенства и неравенства ихъ и правила дЪйстьй надъ ними; было обнару- 
жено, что дЪйстЬя эти подчинены тЁмъ же формальнымъ законамъ, что и дЬйстыя 
надъ цфлыми числами. 

Этого же пути авторъ, слфдуя Гамильтону, придерживается и здЪсь. Вводят- 
ся новые символы (а, 6), гаи в суть вещественныя числа. Такимъ образомъ, 
получается комплексъ новыхъ символовъ, которые мы называемь комплексными 
числами. Мы устанавливаемъ условя равенства и неравенства этихъ чиселъ ин пра- 
вила дйстый надъ ними, именно: подъ суммой двухъь мнимыхъ чиселъ (а, 2) и (а', №) 
мы уславливаемся разумЪть число (а - а", В + 1"). Тогда ясно, что законы соче- 
тательный и перемъстительный остаются въ снлф, дЬйствительно: 


(а, В) г, в] + (а, м) = (@ Ш мер". 
(Е ем", М =@рто Ро @ м)) 


И такь какъ 
(@ м) аа ет, ОТР р, 
то 
а, ВЕ @, М (с, = в НГ, р) Е @", м]. 


Аналогичнымь образомъ устанавливаются остальныя дЪйстья надъ комплекс - 
ными числами и доказывается, что они слБдуютъ тЬмъ же формальнымь законамт 
что и вещественныя числа. 
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4) Умножен!е опредфляется равенствомъ 
(а, в) (а, р) = (аа — М, а! 1). (2) 


При р=0 и [’=0 дЬйстые это сведется къ умноженю веще- 
ственныхъ чиселъ. Законы сочетательный и перем$стительный оста- 
ются въ силф. 

Возвышене въ степень съ цфлымъ и положительнымъ показателемъ 
выполняется посредствомъ умноженя, повтореннаго соотвфтственное число 
разъ. 

5) Дълен!е разсматривается, какъь дфйстые, обратное умножен!ю. 

Даны два комплексныхь числа (а, 6) и (а, [’); требуется найти 
третье число (х, у), удовлетворяющее равенству: 


(а, В (к, у =, ©). (3) 
Если такое число существуеть, то ОНО представитъ собою частное 
(а’, /`/(а, В). 


Изъ равенствъ (2) и (3) и опредфленя 1) имфемъ: 
ах —бу=а 
рх + ау=Ё. 


Для нахожденя чисель х и у нужно рЪшить два уравненя первой 
степени по правиламъ, даннымъ въ $ 39. 

Детерминантъь А этой системы равенъ сумм 4? -- 0%; онъ обраша- 
ется въ нуль лишь въ томъ случаф, когда числа 4 и В одновременно рав- 
ны нулю, т. е. когда число (а, 6) есть нуль. Поэтому мы исключимъ слу- 
чай, когда длитель равень нулю, подобно тому, какъ мы это сдфлали 
при дфленйи вещественныхъ чиселъ. 

Изъ уравнешй (4) получаемъ: 


р аа’ 55’ а: —а@`- а’ 

В а?’ - + 

Такимъ образомь дфлеше однозначно опредфляется слБдующей фор- 
мулой: р 


 _ аРы ой 
(а. — ( г’ ) 


(4) 


(5) 


Лфлене вещественныхъ чиселъь содержится здфсь. какъ частный слу- 
чай. 

Установленныя такимь образомь опредфленя четырехь дЪйствШ 
надъ комплексными числами вполнЪ согласованы съ понятями о со- 
отвфтствующихъ дЪйстыяхь надъ вещественными числами, мало того, тео- 
ремы, выведенныя нами, какъ слфдстЫя изь опредфленй, относящихся къ 
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вещественнымъ числамъ, остаются справедливыми и для комплексныхъ чи- 
селъ. 

3. Исходя изъ основныхъ опредфленй, можно получить для ком- 
плексныхъ чиселъ весьма простыя обозначен. 

Согласно опредЪленямь 3), 2) и 4), имфемъ: 


(а, 6) = (а, 0) - (0, В, (7) 


ИЛИ 


ы | (а, )=а-Ьо, 1. (8) 


Такимъ образомъ любое комплексное число можеть быть предста- 
влено посредствомъ вещественныхъ множителей и одного лишь мнимаго 
числа (0,1). Для сокращенйя вводятъ обозначен! я 


а ЕП. (9) 


Число 1 называется мнимой единицей. 
Изъ равенства (8) получимъ: 


(а. р =а- Ы. (10) 


Благодаря этому, мы можемъ оставить обозначен (а, р), которымъ мы 
временно пользовались; число 4 называется вещественной частью, [1 или 
ф—мнимой частью комплекснаго числа а -Р 71. Мнимая часть назы- 
вается положительной или отрицательной въ зависимости отъ того, 
будеть ли число ф положительное или отрицательное. Мнимое число, ве- 
щественная часть котораго равна нулю, т. е. число [1, называется чисто 
мнимымъ. Числа а + № иа— М, въ которыхъ вещественныя части 
одинаковы, а мнимыя отличаются лишь знаками, называются сопряжен- 
ными мнимыми числами. 

Подставивъ въ формулу (2) а=а’ =0, [= = 1 или — 1, по- 
лучимъ: 

И 1 (11) 


Поэтому число | называется еще корнемъ квадрагнымъ изъ — 1, т. е. 


= У—1. (12) 


Такимъ образомъ вь области мнимыхъ чиселъ существуютъ и такя 
числа, квадраты которыхъ представляютъ собой отрицательныя числа; со- 
образно этому, въ области мнимыхъ чисель корни квадратнаго уравненя 
м их, ( 43, (3)) имБютъ опредфленныя значеня и въ случаЪ отри- 
нательнаго дискриминанта. 

4. Изъ сказаннаго выводимъ слЪдующя формулы для сложеня, вы- 
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читаня, умноженя и дфленя мнимыхъ чисель: 
3 


(а @е- р = аа) + 16-=), 
(а-- 61) (@- 617) =аа— 5-Е Кара, (3) 
а-Е т _ аа таг —а. 
а-ы а р? ) 


Эти формулы содержатся въ общихъ правилахь д-йстый надъ дробямн 
и буквенными выраженями ‘). 

Изъ приведенныхъ формулъ слБлуетъ, что результагь вычисленй надъ 
мнимыми числами всегда можно представить въ вид выражены //-Р Вь 
гдь „Г и В обозначають вещественныя числа. Если при вычислешяхъ за- 
мфнимь каждое число сопряженнымъ ему числомъ, то въ результатЪ по- 
лучится число 1— В, сопряженное съ результатомъ, полученнымъ рань- 
ше. Отсюда слфдуеть, что равенство, содержащее мнимыя числа, не на- 
рушится, если замфнить въ обфихъ частяхъ его число 1 числомь — 1. 


$ 45. Извлечене квадратнаго кория изъ ипиныхъ чисель. 


Мы показали уже, какъ выполняются въ области комплексныхъ чи- 
селъ такь называемыя ращональныя дЪйстЕя, т. е. сложене, вычитане, 
умножене и дфлеще; такимъ образомъ изложенная выше теоря линей- 
ныхъ уравненй остается справедливой и для комплексныхь чиселъ. Что- 
бы развить для этихъ чиселъ также теорйо квадратныхъ уравненй, мы 
должны предварительно установить поняе о корнф квадратномь изъ 
комилекснаго числа. Итакъ, мы ставимъ слфдующй вопросъ. 

Дано комплексное число 4 - РГ; найти другое комплексное число 
х -Н у квадрать котораго равень числу а-- М. Иными словами, если 
число х -- у! удовлетворяетъ уравненю 


а + = + 7, (1) 


то мы называемъ его корнемь квалратнымъь изъ числа а-Е М и обозна- 
чаемъ символомъ 


х+и=уа-+ы. 


Въ правой части уравненя (1) выполнимъ дЪйстве; согласно опре- 


*) Это значить: дЪйстйя совершаются здсь по тЬмь правиламъ, по кото- 
рымъ они производятся надъ буквенными выраженями, и въ результатЬь й за- 
мЬняегся черезь —1. Въ частности, правая часть послдняго равенства (13) можеть 
быть получена изъ лвой, если мы числителя и знаменателя умножимъ на а — №, 
затБмъ выполнимъ дфйствя въ числителЬ и знаменатель, какъ надь буквенными вы- 
ражешямии, и въ результать замфнимъ 7 черезъь —1. 
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дЪленю равенства комплексныхь чиселъ, уравнеше (1) равносильно двумъ 
уравненямъ: 


А — 2—4 


(2) 


Е 0%, 
Итакъ, намъ нужно опредфлить ненизвЪстныя д: и у изъ двухъ урав- 
ненй степени выше первой. Изъ второго уравненя мы получаемъь для 


неизвфстнаго у выражене 6/2 х, которое подставимъ въ первое уравнене. 
Получимъ уравнене, содержащее одно лишь неизвфстное З: 


или 
4^—4 ал? — № —0. 


Хотя эго уравнене четвертой степени, но, благодаря своей спещаль- 
ной формЪ, оно можетъ быть легко рЬшено: оно превращается въ квал- 
ратное уравнене, если за неизвЪстное примемъ не число л, но число В. 
РЬшая уравнеше относительно х?, мы получимъ по формуламъ (3) 8 43: 


р о 
И =, 
2 2 

Замфтимъ, что х должно быть вещественнымъ числомъ, такъ что 
х? есть положительное число. Такъ какь д? < ар”, тоах уа[, 
на— у?” 0; поэтому для неизвъстнаго х? мы можемъ взять лишь 
второй корень. Такимъ образомъ для неизвфстнаго х мы получимь два 
значешя, одно положительное, другое отрицательное: 


ео р. ЕЕ" (3) 


Число Х обращается въ нуль только въ томъ случаф, когда р —0 


и а есть отрицательное число (потому что тогда + Уд? == — а, такъ что 


а-- Уа? =0). Въ этомъ частномъ случаь значеше неизвъстнаго у опре- 
дфляется непосредственно первымъ изъ уравнешй (2): 


у — Е та . 
Если же число х отлично отъ нуля, то, подставивъ его значеше во 
второе уравнене (2), получимь линейное уравнен!е относительно пе- 
извЪстнаго у. Каждому значешю неизвЪстнаго х соотв$тствуеть одио 


лишь значене неизвфстнао 3; при 6>>0 значеня обоихь пеизвЬстныхь 
имфють одинаковые знаки, при р <0— различные. 
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2. Тоть же результать можно получить слфдующимъ, болфе изящ- 
нымь способомъ. 


Возвышаемъ обЪ части каждаго изъ уравненй (2) въ квадратъ; получимъ: 


хуй — ро = а? 
4х2)? —= р; 


складывая почленно полученныя уравненй и замфчая, что ау 22? —= 
= (^*-- у)", найдемъ: 


му уеВ; 
прибавляя къ этому уравнению и вычитывая изъ него почленно первое 
изъ уравнений (2), мы получимъ: 


Е 
_оыЕЕЕ 


== о 
ха пре а-- уа НЫ. 
Я 
каковы бы ни были значеня вещественныхь чиселъь 4 н р, полученныя 
выражен неизвфстныхъ хи у? имфютъ положительныя значеня, такъ 


какь + Уд? | > а. Такимъ образомъ для неизвфстныхь х и у най- 
демъ по два р5шеня: 


2е ЕЦ ты = = м о ` 


, 


Комбинируя получеиныя ршеня, мы получимъ четыре пары значе- 
нй неизвфстныхь хи }: двЪ пары съ одинаковыми знаками н дв съ 
противоположными. Изъ этихъ четырехъ комбинашй допустимы либо 
только первыя двф, если б есть число положительное, —либо же только 
вторыя дв, если ф есть число отрицательное. 


Такимъ образомъ оказывается, что квадратный корень изъ комплекс- 
наго числа иметь два значеня, различаюцщяся лишь знаками, т. е. сим- 


волъ У двузначенъ. Подъ нимъ разумВють либо безразлично 
которое нибудь изъ двухъ значенйй квадратнаго корня, либо же одно 
опредфленное; въ послфднемъ случаЪ должно быть оговорено, о которомъ 
изъ двухь корней ндеть р+чь: напримфръ, двузначность можеть быть 
устранена требованемъ, чтобы вещественная часть корня, т. е. число х, 
была положительнымъ Числомъ. 

Теоря корней высшихъ степеней изъ комплексныхъ чиселъ, а также 


логариемовъ и степеней съ комплексными показателями будеть изложена 
ниже. 
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8 46. Фуикщи второй етепени. 


1. ПослЪ того какъ введены комплексныя числа, становится всегда воз- 
можнымъ рЪшить уравневе второй степени независимо отъ того, будеть 
ли дискримннанть величина положительная или огрицательная; мы можемъ 
рыцить уравнене 2-ой степени лаже въ томь случаЪ, когда коэффишенты 
его ин дискриминантъ суть числа комплексныя. Мы всегла получимь два 
корня за исключешемъ того случая, когда лискриминанть обращается въ 
нуль; въ послфднемь случаЪ уравнеше имфетъ всего одинъ корень. 

Выражен!е 


ах с, 


въ когоромъ число х имЪеть произвольное значеше, называется функ- 
цей второй степени отъ х. Мы будемь обозначать эго выражене 
символомь }(\), гдЪ буква { для краткости замняеть слово „РсНо“. 
Числа а, ри с называются коэффищентами функши, а число х— ея ар- 
гументомъ. Эта функщя обращается вь нуль лишь въ томъ случаЪ, когда 
аргуменгь х получаеть одно изь двухь значенй л) и х, ($ 43,(3)), а 
именно: 


Е СВУ 


ло : 
24 › Аз 2а 5 (1) = р 44 }. 


В — 


Изь этихь выражен! легко найдемъ: 


р уУЙ 
х;: -Е х, = а и г” 
о Е Вы | 
> Ча а 


Отсюда получимь: 


р 
а 


арх с=а (= оо - ) = а [м — оо) Ал; 


слЪфдовательно, Е 


Га) =ах—х@—=х,. (1) 


Полученный результатъ выражаелся слфдующимь образомъ: 

Функщя второй степени можетъ быть представлена въ ви- 
дЪ произведен!я изъ одного численнаго множителя 4 и двухъь 
множителей первой степени: х —; и х—х,. 

Изь выраженя (1) легко усмотрЪть, что /(х) обращается въ нуль 
при х=д, или х — х,. Однако, равенство (1) справелливо при всфхь 


Веберь, Энциклоп. элемент. алгебры. 1 
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значеняхь аргумента, и поэтому оно называется тождествомъ. Числа 
д и х,, которыя мы назвали корнями уравненя Их) =0, называютъ 
также корнями функщ!и /(^). 

2. Чтобы найти разложеше (1), нужно знать корни квадратнаго уравне- 
ня /(х) = 0; предложене о возможности такого разложеня по существу 
тождественно съ предложенемъ, доказаннымь раньше, что всякое квадрат- 
ное уравнеше имфеть два корня. Однако, первое предложен!е (© разло- 
жени функщй) имфеть то преимущество предъ послфднимъ, что не ло- 
пускаеть исключеня для случая, когда дискриминанть обращается въ нуль. 
Дфйствительно, въ этомъ случаЪ оба линейныхь множигеля выраженя (1) 
тождественны, такъ что мы получимъь: 


К(^) —а(х-х,», 


т. е. при О==0 функщя второй степени обращается вь квалратЪ ли- 
нейной функц!и. 

Чтобы вполнЪ согласовать оба предложеня, говорять. что ВЪ ТОМЪ 
случаЪ, когда дискриминаитъ уравнения обращается въ нуль, 
оба корня его, которые вообще отличны одинъ отъ другого, 
дфлаются равными; число д, называется тогда двойнымЪ корнемъ. 

3. Примемь коэффишенть а равнымъ |: тогда квадратная функщя 
приметь слфдуюцший видЪ: 


= ПИ (2) 
вмЪстЬ сь тмь имфемъ: 
О - АХ» — С, (С, — 2) =. 


Такимь образомъ, если коэффишентъ при х? равенъ единиц, 
то коэффищентъ при х представляетъ сумму корней, взятую съ 
обратнымъ знакомъ: члень же, не содержащий х, равенъ произ- 
ведению корней, а дискриминантъ —квакрату ихъ разности. 

Отсюда непосредственно слФлуеть, что равенство Ал ==. ть 8 
лоше, необходимое и достаточное для того, чтобы дискриминанть [) об- 
ратился въ нуль. 

4. Изъь сказаннаго слфдуеть, что задача о нахожденми двухъ неиз- 
вЪстныхь чиселъ, когда даны ихь сумма И произведеше, сводится къ рЪ- 
шенйо нкотораго квадратнаго уравнен!я. Если х и % обозначаютъ 
неизвфстныя числа и дано, что 


ху ==а, 


ХУ=Ь 


(3) 


то числа х и у представляють собою корни квадратнаго уравнен!я 


о 


ВИ 
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значеше неизвфстнаго х можеть быть представлено любымь изъ двухъ 
корней этого уравненшя, при чемь другой корень дасть значеше неизвЪст- 
наго /, такь что предложенная задача рЬшается однозначно. Уравненя 
(3) могуть быть р$фшены и непосредственно. Для этого обф части перва- 
го уравнены возводимъ въ квадрать, обЪ части второго—умножаемь на 
четыре н вычитываемъ почленно изъ перваго уравненя. Мы получимъ: 


9 = — 44, 
или (%— 9)? = 4? — 46. 


Отсюда 


х —у= У —4ь; 


слфдовательно, 


2х=а-+ Уа*— 46, 2. =а— Уа?— 46. 


Если мы возьмемъ квадратный корень со знакомь минусь, то неиз- 
вфстныя хи у помфняются своими значенями. 
Если даны разность и произведен!е неизвфстныхъ, т. е. 


ей м 
то, подобно предыдущему, найдемъ: 
(У — У 4лу= 4, 
или 
(ху)? = 92-4 46. 


Отсюда 


ху= уа? 48 


и, слБдовательно, 
2х=а-- у 46, 2у= — ау 46. 


Если мы возьмемъ выражене Иа? аБ со знакомъ минусь, то не- 
извфстное х приметь значене, которое раньше имфло неизвЪстное И. 
а неизвфстное у получить значеше, которое имфло неизв$стное —х. Та- 
кимъ образомъ эта задача допускаеть два различныхь рЬшен/я. 

5. Если коэффищшенты квадратнаго уравнения суть числа вещесгвен- 
ныя, то корни его все таки могуть быть комплексными числами, когда 
дискриминантъь уравненя представляеть собою отрицательное число. Такъ 


какъ Ур ВЪ ЭТОМЪ случаЪ есть чисто мнимое число, то, представивъ 
одинъ корень въ видЪ © -- В, гдЬ & и В суть вещественныя числа, мы 
получимъ для другого корня значеше а — Вт. 


11* 
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Итакъ, если квадратное уравнеые съ вещественными коэф- 
фищентами имфетъ одинъ комплексный корень, то второй его ко- 
реньесть также число комплексное, сопряженное съ первымъ кор- 
немъ. 

Если же н$которыми коэффищентами квадратнаго уравненя слу- 
жать мнимыя числа, то корни этого уравненя могуть быть хотя и 
комилексными, но не сопряженными числами; оно и очевидно, такь какъ 
мы можемь составить функцио второй степени (х—5)(\х— 8), корнями 
которой служать произвольныя лва числа хи В. 


& 47. Геометрическое изображене комплекеныхъ чиселъ. 


1. Мы видбли, что совокупность всфхъ вещественныхъ чисель мож- 
но представить геометрически посредствомъ точекь прямой лини; рав- 
нымъ образомь и комплексныя числа могуть быть изображены точками 
двумфрной области, напримфръ, плоскости. 

Вообразимъ себЪф плоскость и на ней двЪ взаимно перпендикуляр- 
ныя прямыя; послфдыйя называются координатными осями: одну изъ 
нихь называють осью х-овъ, другую-—осью у-овЪ. Точку пересфчешя 
обЪихь осей мы будемъь называть точкой нуля или началомъ коор- 
динатъ и будемь ее разсматривать, какь изображене числа нуль. Счи- 
тая оть начала координатъ, мы будемь на обЪфихь осяхъ произвольно 
различать двЪ стороны: положительную и отрицательную. Согласимся 
разъ на всегда считать ось х-овь направленной съ запада на востокъ, а 
ось у-овь—съ юга на сфверъ; восточную половину первой и сфверную 
второй мы будемь называть положительными (нужно представить себЪ 
географическую карту). Каждая ось дфлить плоскость на двЪ полупло- 
скости: изъ нихь положительной полуплоскостью называютъ ту, ко- 
торая содержить положительную половину другой оси; вторая полупло- 
скость называется отрицательной. 

Выберемъ еще н6Ькоторую единицу длины (остановимся, напримЪръ, 
на сантиметр$); на координатныхь осяхь отложимъ, считая оть начала, 
два числа х и у въ видф двухъ отрЪзковъ, нанравлешя которыхь возь- 
мемъ въ зависимости отъ знаковъ чисель х и у. Изъ концовь отложен- 
ныхь отрфзковъ возставимъ къ обфимъ осямъ перпендикуляры, которые 
пересфкутся вь опредфленной точкф д нашей плоскости. ОтрЬзки хи у 
называются координатами точки д: отрфзокъ х называется ея абсцис- 
сой, отр$зокь у— ординатой. 

Четыре квадранта нашей плоскости различаются знаками коорди- 
нар иж 

1-й квадранть: х имфеть положительное значене, у также имЪеть 
положительное значен!е; 


_165. $47 


2-й квадранть: х имфеть отрицательное значенше, >” имфеть поло- 
жительное значеше; 

3-Й квадрантъ: х иметь отрицательное значеше, У иметь отрица- 
тельное значен!е; 

4-Й квадранть: х имфеть положительное значеше, у иметь отрица- 
тельное значене. 

Точку < разсматривають, какъь изображен1е мнимаго числа 


х=х- м". (1) 

Такимъ образомъ каждой точкЪ плоскости соотв тствуетъ 
одно мнимое число и, наоборотъ, каждое мнимое число изобра- 
жается одной и только одной точкой плоскости. 

Выше мы видфли, что вещественныя числа могуть быть изобра- 
жены на прямой линм какъ въ видЪ точекъ, такь и вь видЪ отр%зковъ, 
при чемь положительнымь числамъ соотвфтствуютъ отрфзки, направлен- 
ные въ одну сторону, напримЪръ, вправо, а отрицательнымъ числамъ—от- 
РЪзки, направленные въ противоположную сторону. Полобнымь же обра- 
зомъ комнлексныя числа можно наглядно представить въ видЪ ор1енти- 
рованныхъ отрфзковъ опредфленной взличины и опредЪфленнаго напра- 
вленя, при чемъ приходится различать не два 
только направления, но всЪ возможныя направле- 
ня въ плоскости. 

Такимъ образомъ представленный на фигу- 
р 7 отрфзокъ 05, имюшШЙ направле- 
н!е, указанное стрлкой, является изображе- 
немъ комплекснаго числа д. 


Весьма цфлесообразнымъ является пред- 

Фиг. 1. ложенное Вейерштрассомъ (\/е1еггаз$) обозна- 
чеше, согласно которому длина отрфзка 052==г, независимо оть его 
направленя, называется абсолютной величиной !) комплекснаго числа 5. 


Численное значеше этой величины выражается формулой 
9. (2) 


это легко усмотр$ть изъ прямоугольнаго треугольника, въ которомъ ко- 
ординаты х и у служать катетами, а отрЪзокъ г—гипотенузой. 

Направлене отрфзка 05 опредфляется угломъ, который онъ образу- 
еть съ какимь-нибудь напередъ установленнымь направленемъ, напри- 
мБръ, сь положительной осью х-овъ. 

Угломъ этимъ измфряется поворотъ, который долженъ совершить отр+- 
зокъ, чтобы оть направленя положительной оси ^-овъ перейти въ положе- 
не 05; мы будемъ считать вращене положительнымъ, если оно направлено огъ 


ы Часто абсолютную величину комплекснаго числа называютъ его модулемъ, 
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положительной оси х-овъ кь положительной оси у-овь (т.е. прогивъ на- 
правленя часовой стрфлки: съ востока черезь сфверъ къ западу и югу). 

Въ тЬхь случаяхь, когда разсматривается не самое вращене отрЪз- 
ка 05, а лишь его положен, посл$днее всегда опредЪляется однозначно 
угломъ, взятымь вь интервал въ 360%, напримфръ, оть 0° до 360°, 
или оть —180° до -- 1806. 

Этоть уголь мы будемь называть фазой?) комплекснаго числа д. Кь 
одному и тому же положенйо отрЪзка 05, а стало быть, къ одной и 
той же фазЪ приводить любое изъ безчисленнаго множества вращенй, 
отличающихся другь оть друга на цфлое (положительное или отрицатель- 
ное) число окружностей. 

ВмЪсто грдуснаго измБреня угловъ часто употребляется ихъ дуговое 
измфреше (5 28). Тогда уголь въ 1809 выражается числомъ т, а пол- 
ный обороть—числомъ 2т; при этомь подъ фазой подразумФвается уголъ, 
находящийся въ предфлахь оть 0 до 2, или въ предфлахь оть—м до т. 

2. ИЪлесообразность геометрическаго изображеня комплексныхъ чи- 
сель при помощи отр$зковъ опредфленнаго направлен особенно проявля- 
ется въ той наглядности, которую при этомь получають основныя дЪй- 
ствя: сложенше и вычитан!е. 

Согласно опредфленйо, которое дано въ $ 44 п. 4, сумма двухъ 
комплексныхъ чиселъ 

анк ИВ 
представится такъ: 
и х=м и Им НУ. 

Такимъ образомь полученная сумма изобразится точкой, координаты 
которой равны х.--х и у.-У; точка эта, какь видно изъ фиг. © 


Фиг. 8. Фиг. 9. 


четвертая вершина параллелограма, тремя другими вершинами котораго 
служать точки 0, ди 2,; при этомь точка д-Ё а и начало координатъ 
составляють концы одной и той же дагонали разсматриваемаго наралле- 
лограма. 


2) Гораздо употребительнфе терминь аргументъ комплекснаго числа, 
№ 
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Полобнымъ же образомъ и разность 5, — представится четвертой 
вершиной параллелограма, въ которой остальными вершинами служатъь 
а; но при этомъ вершина 2, —< противолежить вершин% 2. 

Изъ построешя слфдуетъ, что положеше точки д, $ опредфлится, 
если отложить отрфзокъ д, въ соотвфтствующемь ему направленм, начи- 
ная оть конца отрзка д; такое же построеше приходится повторять при 


нахожденНи суммы какого угодно числа слагаемыхъ 
ое 


При этомъ получится ломанная линя съ вершинами 3, |2, 
д а-о и т д, которая составлена изъ отрфзковъ, имфющихь 
каждый соотвфтствующую длину и соотвЪтствующее направлен. Конечная 
вершина этой ломанной и представить собою искомую сумму. 

Если при сложеми мы переставимъь нфкоторыя слагаемыя, то въ 


точки 0, д, 


результат мы получимъ ломанную линйо другого вида, но положеше по- 

о слфдней вершины ея не измфнится; вь 
2+2,* 2 

этомь обстоятельствЪ сказывается пере- 

мЪфстительный законъ сложеня (фиг. 10). 

Вычиташе какого нибудь отрЪзка 

можно замфнить прибавленемъ отрЪзка, 


имБющаго противоположное направлене. 


Пе веет 
= Такимъ образомъ мы можемъ построить 
910 разность 1, —2, если оть конца отрЪз- 


ка х) отложимъ отрЪзокъ 1 въ направлен!и, противоположномъ тому, кото- 
рое онъ собственно имФетъ. 

3. Чтобы выразить комплексное число при помощи его фазы и абсо- 
лютной величины, пользуются тригонометрическими функщшями 519 и 
с0$ {. Геометрическая теоря этихъ функшИ обстоятельно изложена во 
второмъ 1ом$ этого сочиненя; простфйция свойства этихь функшй мы 
здЪсь предполагаемъ извфстными. 

Припомнимъ, что въ прямоугольномъ треугольникЪ съ острымь уг- 
ломъ $ отношене катета, лежащаго прогивъ этого угла, къ гинотенузЪ 
называется синусомъ угла &, а отношеше катета, прилежащаго кь углу 
:), кь гипотенузь—косинусомъ этого угла; функщши эти обозначаются 
символами 311 и с0$}. Между этими двумя функшями имфють мфето 
слфлующия соотношенй: 


: 3 а ‹ 5 — $119 
м (5 › } = сов “сз (5 2) = }-, 


$11? 9. --- с0$24: — 1. 


Если разсматриваемый уголь болыне прямого, то названныя функши 
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связаны между собой слфдующими равенствами: 


эт(и— #1) = зи, с0$(®— 1) == — с0$4\ 
5т( =) = — 3147, с05(9 т) = — с03 7. 


Такимь образомъ во всфхъ четырехь квадрантахь функши с0$ )- и 
3 9 имфють соотвЪтственно таке же знаки, какь координаты хит 
(п. 1). КромЪ того, имфемъ еще: 


т (4-2) = 1, с03(- 29) = с0з:\, 
зп (-— К) =—5119, с08(—4) = с0$49; 


всЪ врашеня, которыя приволятъ къ одной и той же ФфазЪ, имБютъ 
одинъ и тоть же синусъ и одинъ и тоть же косинусь. 
Мы будемь еще пользоваться формуламн сложен!я: 


с0(9--9-,) = с03} с08 *, — э { эш 9, 
эт (9 4,) = эп 8 со #, Е с0$ 9 9 9, 
с0$({4+ —4,) — с0$ 5% с0$ 9, Е зщ 4% 5 9, 


1 (—9-,) = зщ 5 с0$ 4}, — с0$:* эт 9. 


Замфтимь также формулу, которая выражаеть соотношене между 
сторонами треугольника а, Бис и косинусомъ одного изь угловъ тре- 
угольника: 


а = Р-Р с* - 2Ьссозх, 


гдЪ черезь х обозначенъ уголь, лежаций противъ стороны 4. 
4. Разсмотримъ теперь прямоугольный треугольникъ, изображенный 
на фигурЪ 7, сь гипотенузой г и катетами х и у. ИмБемъ: 


Х = Гс0$ 9, у-=гзШи, 


а слФдовательно, 
$ = Р(с0$ 9: Е Гат 1). 


Эта формула остается справедливой независимо оть того, вь кото- 
ромъ изъ четырехь квадрантовъ находится точка х. Формула эта сохраня- 
еть смыслъ и тогда, если черезъ ‹- обозначимь не фазу, но величину 


того вращеня, которое приводить къ точкЪ 13). 


+=, 


5. Обозначимь черезъь хи д, два ком- 
плексныхъ числа, которыя имфють абсолют- 
ныя величины соотвфтственно или фазы 
3 и 9... Абсолютную величину суммы Ул 
назовемъ черезь К. Изъ треугольника со сто- 


ронами К, Ги г:, гдЪ между сторонами г 


Фиг. 11. 


з) Эта величина можеть, слБловательно, отличаться оть 9 на 2т 
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и г: заключенъ уголь п--(:7}, (7), имфемь: 
К — г? + | 2, соз( 8, — 9); 
это отношен! можеть быть выражено двояко слЪдующимъ образомъ: 


К: (и, 9—2 1 — 088 — 
К — (и - кг, [1 + с08(, #1. 


Такь какъ косинусь любого угла по своей абсолютной величинЪ не 
превышаеть единицы, то множители № — с0$(:}, — 1) и Е- со$(44, —#) 
никогла не бывають отрицательными: слфловательно, К? меныше, чЁмъ 
(, - г)? и больше, чмъь (г, —г)?. Отсюда слБдуеть предложеше: 

Абсолютная величина суммы никогда не превышаетъ сум- 
мы абсолютныхь величинъ слагаемыхъ и никогда не бываетъ 
меньше ихъ разности. 


Въ этомь нельзя не усмотрфть выражен извЪстной геометрической 
теоремы: во всякомъ треугольник$ одна сторона меньше суммы двухъ 
другихъ сторонъ и больше разности ихъ. 


Абсолютная величина суммы равна сумм абсолютиыхъ величинъ 
слагаемыхъ лишь въ томь случаЪ, когда #}, —= +; она равна разности по- 
слЪднихь, когда уголъ {}, — {^ равенъ двумь прямымъ. Въ обоихъ этихь 
случаяхь отношеше хл/т, = + г/к, слЬдовательно, есть вещественное чи- 
сло; знакь плюсь нужно взять для перваго случая, знакь минусь—для 
второго. 


6. Дадимь теперь геометрическую ичтерпретащю умноженя и дфле- 
я комплексныхь чиселъ. Изъ чисель 


д— Г (0$ Е 19 $) 
и м7 (с08 19) 


а а т а ое, 
мы составимъ произведеше уд) и частное ./х по формуламь $ 44, п. 4. 
Имъемъ: 
ДАл == ГИ [(с0$ &} с0$ 9, — эп 8 эт) -- (с0$ 4 эт, | э1 4 с0$ 9, |, 
т р г Я . . : 
1 —- 1 [(с0$ {1 с0$ &*, -- зи 9 эт 9.) -- Г(соз 9: зт 4, — 1 9 со$ 5]. 
$ т 
и 


Согласно формуламъ сложеня, которыя нриведены въ п. 3, мы по- 
лучимь: 


а = и [608 (94 Е 8) + 18, + 
м М Е (10) 
Л Е: [0$ (8, — *) —- тэш С, — 9. 


я 


170. $47 
Формулы (10) мы видоизмфнимь слфдующимъ образомъ. Пусть 
3. = №(с0$0 -- 1510) 
К’(соз0' 4 тэ 0’); 
тогда 
В=н, Ю=\. 


Если для фазь будемъ брать, какь мы условились выше, углы въ 
интервал отъ 0 до Эт, то разность 4, — можеть быть отрицательной, 
но во всякомъ случаЪ она превышаеть — 2; сумма же *}, -- + можеть 
превышать 2, но она меньше 4®. Такъ что 


0—5, + $, если $ “< 2 
=9 + 9 — 2т, г 9-9 =2к 
0—5 — 9, > 9 = 


| 


Зое 


Отсюда слЪфдуетъ: 

Абсолютная величина произведен!я или частнаго двухъ 
комплексныхъ чиселъ равна произведен!ю или частному абсо- 
лютныхЪ величинЪъ этихъ чиселъ. 

Фаза произведен!я или частнаго двухъ комплексныхъ чи- 
селъ отличается отъ суммы или разности фазъ данныхъ чиселъ 
лишь на цфлое число окружностей. 

7. Вышеизложенное даеть способъ построить произведеше комплекс- 
ныхь чиселъ. 

На положительной оси х-овъ отложимъ отр$Ъзокъ 1 (т. е. единицу дли- 
ны) и построимъ треугольникъ (0, д.,д,), подобный треугольнику о ЕаХ 
По извЪстной теорем изъ теори подобныхъ треугольниковь имфемъ: 


№ #2 


откуда г, = ги, == А; уголь 3,01 =9'- $, =0. 

Такимъ образомъ точка д, является изо- 
браженемъ произведен дд. 

“Точно также можно представить частное 
&/2=4: посредствомь подобныхь треуголь- 
никовъ (015) и (04,5,). Число д/д изобразит- 
ся точкой, имБющей относительно точки до 
такое же положене, какое занимаеть точка 1 


относительно точки А- 
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8. Пусть 9,—=9 и п —^. Тогда изъ формулы умноженЯ (п. 6, (10)) 
получимъ: 


2 — 1? (с05 2 + 15т2$); 
положивъ въ той же формулЪ 5, — 42, г, =, и +}, — 25, получимъ: 
{3 — 13(с0$3 9- {+ 15133). 


При помощи совершенной индукщи легко доказать справедливость 
общей формулы: 


д" = (созн 9: + 15тп 9). (11 


Для этого нужно въ формулЪ (10) подставить: 3) =”, г, =: и 
О ==. 


Если мы во второй изъ двухъ формулъ (10) положимъ: 


А Ее К 
а а! и 3}, = 0, 
то получим: 


р -. (с0$ + — 1513). 


® 


Если въ той же формулЪ возьмемъ. кромЪ того. дфлителемъ не чи- 
сло 2, а число д”, то, согласно формулЪ (11), мы должиы замЪфнить мо- 
дуль г и фазу $ соотвфтственно черезъ г и #4}, такъ что окончательно 


найдемъ: 


"Г" (созн 9 — 13ти*$). 


Такимъ образомъ, формула (11) справедлива при всякомъ цфломь И 
какъ положительномъ, такъ и отрицательномъ. 

Формула (11) извЪстна подъ назвайемъ формулы Муавра (Мо!уге). По- 
средствомъ нея можно получить любую степень комплекснаго числа съ Цф- 
лымъ показателемъ. Позже мы покажемъ, какь можно воспользоваться 
этой формулой для опредфленя степени, когда показатель не есть цфлое 
число. 

Въ заключеше, скажемъ два слова объ историческомъ развичи тео- 
ри мнимыхъ чиселъ. Давно уже было извЪстно, что нфкоторыя уравненйя 
не имБють ни одного корня въ области чисель, надъ которыми опериро- 
вали. Столь же давно стали дфлать условно вычисленя надъ выраженями, 
содержащими знакь /—1. такъ, какь будто онъ дфйствительно прел- 
ставляеть собою число. Напримфръ, Карданусь (егопутиз Сагдапиз 
1501-1576) знаеть уже, что отрицательные корни уравненй имЪфють въ 
нфкоторыхъ случаяхъ опредфленный смыслъ, но онь еще не въ состояни 
приписать какой нибудь смыслъ такимъ символамъ. какъ '/—1.У Декарта 
(Оесайез, 1596—1650) мы уже встрЪчаемъ термины „вещественные корни“ 
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И „мнимые корни.“ Въ такомъ видЪ вопросъ о мнимыхъ числахь нахо- 
дился вплоть до ХГХ-го столЬя, хотя къ этому времени мнимыя числа все 
чаше и чаще примфнялись въ вычисленыхь; много занимались этими фор- 
мальными вычислешями между прочими Лейбниць, Ньютонъ, Даламберъ и 
въ особенности Эйлеръ. Долгое время мчимыя числа считались чфмъ-то за- 
гадочнымъ, пока не выработалось сознане, что эти числа представляютъ 
результать вполнЪ законнаго и цфлесообразнаго расширения созданнаго на- 
шимъ духомъ поняття о числЪ; тогда убфдились, что эти числа имфють 
такой же реальный смыслъ, какъ и вещественныя числа, такь какъ, подоб- 
но послБднимъ, они служать для выражен я извЪфстнаго рода соотношенй 
между вещами. Это было выяснено, главнымъ образомъ, работами Коши 
(Саиспу) и Гаусса (Саиз$); послЬдиему мы обязаны изложенной выше гео- 
мотрической интерпретащей мнимыхь чиселъ). 


", АБгаваш Че Мо!уге, 1667—1754; будучи протестантомъ, онъ посл от- 
мЪны Нантскаго эдикта эмигрировалъ изъ Франщи, жилъ и работалъ въ ЛондонЪ, 
въ кругу Ньютона; въ 1730 г. появился его трудь „М1зсеНапеа апа!уйса,“ въ кото- 
ромъ находится приведенная нами формула. 

Саи$5. Сбтоег офене Апхереп, 23 Арш 1831, въ статьЪ „ТНеома гезаио- 
гит Мдизагайсогат сопитег(аво зесип4а“. Въ 1880 г. было олубликовано письмо 
Гаусса къ Бесселю (Вез$е!), помфченное 181] г.; въ этомь письмБ изложены 
весьма важныя соображен1я относительно даннаго вопроса. 

Слисву, АпаГузе ареБпаце (1821), Ехегсасез Фапаузе, т. Ш (1844). 

Изъ нозБяшихь сочиневй по этому вопросу уполлянемь: 

Неше, Ре Еетеще аег Еипсбопен®еопе, Сге№Ю$ ЗоигпаЬ т. 74 (1871). 
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ГЛАВА Х. 


Перестановки и сочетания: 


$ 48. Перестановки. 


1. Предположимъ, что мы имфемъ комплексъ, содержашй конечное 
число предметовъ. Обозначимъ это число черезъ п; какь мы уже раныше 
видфли, это число можетъ быть огсчитано различными способами; други- 
ми словами, мы можемъ различнымъ образомъ ассошировать (сопрягать) 
элементы нашего комплекса съ числами 1, ©, 3, .... ПН, или, еще иначе, 
предметы нашего комплекса можно различными способами расположить. 

Одинъ единственный элементъь допускаетъ. естественно. только ол- 
но расположене; два элемента а и $ могуть быть расположены двояко: 
аб и ра; три элемента а, В и с могуть быть расположены шестью спо- 
собами: абс, асб, Бас, са са и сфа. Эти шесть перестановокъ можно 
получить слфдлующимъ образомъ: пишемъ на первомъ мЪстБ ноочередно 
каждый изъ трехъ элементовь а, Бис и кажлый разъ располагаемъ по- 
слЬ перваго элемента проче два двумя возможными способами. 

Эти различныя размфщенНя называются перестановками изъ п эле- 
ментовъ нашего комплекса. Какь показываютъ приведенные примЪры, эти 
перестановки, въ свою очередь, образуютъ н$фкоторый комплексъ, состояний 
изъ конечнаго числа элементовъ; это предложене мы сейчасъ докажемъ 
способомъ математической индукши, при чемъ доказательсяво дасть намъ 
еще способъ опредфлить число перестановокъ изъ п элементовъ. 

Итакъ, допустимъ, что число перестановокь изъ И—-Ё элементовъ 
4:, Ч», @4, ---, @и я Конечно; обозначимъ это число черезъь н (и 1). 
Присоединимъ къ нашему комплексу еще и-тый элеменлтъ а». Въ каждой 
изъ имъющихся у насъь и(ни— Е) пересгановокь изъ н—1 элементовъ 
мы можемъ помфстить новый элементь 4» на первомъ, на второмъ, на 
третьемъ, .... или, наконецъ, на и-томъ мфстЪ. Такимь образомъ каж- 
дая перестановка изъ и-—1 элементовь дасть ий перестановокъ изъ п эле- 
ментовь, и всЪ получаемыя перестановки отличны другь оть друга. 
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Отсюда слЪлуеть, что 
и(п=пи(и— 1. (1) 


Мы видЪли, что (1) =Ти 112), =2; слБдовательно, по формулЪ 
(1), (3) =2.3, и вообще (въ силу совершенной инлукщи) 


а О оао И (2) 


т. е. число перестановокъ изъ ин элементовъ равно произведеш!ю 
всЪхъ чиселъ отъ 1 до Я. 

Это произведеме имфетъь еще особое назване: факультетъ н-го 
порядка (н_факультетъ), и обозначается слБЪдующимъ символомъ: 


Тора == 


Такимъ образомъ, мы вполнф опредфлили число перестановокъ въ 
комплексЪ, состоящемъ изъ й элементовъ. 

Формулу (1) можно представить въ болфе общемъ видЪ. Если подь 
зп будемъ подразумЪфвать натуральное число, которое меньше числа п, то 
имЪемъ: 


ив) = (т П@- 2)... ви(т). (3) 
Если увеличивать число н, то число и(н) возрастаетъ очень быстро, 
напримфръ: 
ПО) = А, и(3) == 6, п(4А) = 24, (5) = 120, 
п (6) = 720, и(Т) = 5040, (8) = 40320, п(9) = 362880, 


п(10) = 3 628 800. 


Относительно того, въ какой мфрЪ быстро увеличивается число и(пй) 
съ возрасташемъ числа п мы докажемъ слБдующее предложене. 

2. Каково бы ни было положительное число @>1, можно 
указать такое число 11, что п(и) > а*, коль скоро н > т. 

Для доказательства выберемь произвольное цБлое число ра; 


а 
тогда —^ == есть положительная правильная дробь; возьмемъ теперь цфлое 


число п >р; имфемы 


а а а 

т 9 <60,... < 0. 
рт < Ей мых 
Перемножая эти неравенства почленно, получимъ: 


ЕР 
ы т» Ею О”. 
(р-р ф-2)...п — 


Помноживъ обЪ части полученнаго неравенства на 42/ (р) и поль- 
зуясь формулой (3), получимъь: 
а ао” 
па) < 62 и(р) : 


(4) 


д ео 
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Согласно предложению, изложенному въ $ 18, 8, можно подобрать 
достаточно большое число м такъ, чтобы в 


0” < 02Ра2п(р) 
для всякаго й > т. 
Поэтому при достаточно болынихъ значеяхъ числа п правая часть 


неравенства (4) обращается въ правильную дробь и, слЪдовательно, 
а 
пы т: © 
п (п) > а", (5) 
что и требовалось доказать. 

3. Подъ многосторонникомъ, (н-сторонникомъ) разумфють зам- 
кнутую ломанную лин, состоящую изъ п отрфзковъ, попарно сходя- 
щихся въ каждой вершинЪ; отрЪзки эти (стороны) могутъ иногда взаим- 
но перекрещиваться, какъ это бываеть у такь называемыхъ звфздныхъ 
многосторонниковъ. Мы можемъ теперь рфшить такую задачу: сколько 
п-сторонниковъ можно построить на данныхъ Н точкахъ, какъ 
на вершинахъ. Въ каждомъ многосторонникф мы можемь любую вер- 
шину считать первой, такь что при построеши нашихъ многосторонни- 
ковъ мы можемь выбрать любую изъ данныхь И точекъ за общую 
ихь начальную вершину; прочы же п_1 точекь можно брать въ 
различной послфдовательности столькими различными способами, сколь- 
ко единиць содержится въ числЪ глн- Е). Всего получится, однако, не 


1 
п(н— 1) многосторонниковъ, а вдвое меньше, т. е. ты Въ са- 


момъ дл, одна и та же фигура получится, если мы будемь брать 
вершины въ одной послЪловательности и въ противоположной посл$- 
довательности, такъ что одинъ многосторонникъ приходится не на одну 
перестановку вершинъ, но на двЪ перестановки. Такимь образомь изъ 
трехь точекь можно получить одинЪъ лишь трехсторонникъ изъ четырехъ 
точекь—три чегырехсторонника, изъ пяти точекъ —двфнадцать пятисторон- 
никовъ, изъ шести точекъ —шестьдесять шестисторонниковъ, и т. д. Чита- 
тель легко можетъ выяснить себф расположеше этихь многосторонниковъ 
посредствомъ простыхъ чертежей. 


$ 49. Четныя и нечетныя переетановки. 


1. Будемъ обозначать элементы нЪкотораго комплекса числами 
натуральнаго ряда 1, 8, 3,.,., И, Среди всБхь возможныхь пере“ 
становокъ этихъ элементовъ есть одна такая: Е=\, 2, 3,..., 1, въ 
которой числа расположены въ Той же послфловательности, какь и въ 
Натуральномъ ряду. Назовемъ эту перестановку главной или основ: 
ной перестановкой. Всякую другую перестановку мы будемъ обозна* 

а 
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Чать такъ: 
НЕ бо Пборю а ю ИО 


здЪсь буквы 41, 4%, @3,..., @» Означаютъ числа того же ряда 1, 2, 3,...,Н, 
но расположенныя вт» другой послЪдовательности. 
Напримфръ, при н-— 3 мы имБемъ шесть перестановок: 


= 2% Чи — 1,3,2, 
1, ВУ 
4. = 3,12, т: 


Чтобы получить изъ главной перестановки ]’ какую-нибудь переста- 
новку 1, постунаютъ слБдующимъ образомъ. Если 4, =1, то первый эле- 
ментъ главной перестановки оставляютъ на прежнемъ мЪстЪ. Если же а, от- 
лично оть 1, то мы перемфщаемъ въ перестановкф ]: элементы й, и 1 одинъ 
на мБсто другого. Тогда элементь 4, окажегся на надлежащемъ мЪстЪЬ, 
котораго мы болфе пе будемь м5нять. ПослЪ того, какъ элементь 4, зай- 
мсть принадлежащее ему въ перестановокь .{ первое мЪсто, мы анало- 
гичнымъ образомъ помфняемъ мфстами элементы 2 и 45; чтобы получить 
требуемую перестановку .1[, потребуется выполнить не боле п—Р по- 
добныхъ замфщенй 1). Такое взаимное замфщане двухь элементовъ на- 
зывается транспозищей. Такимъ образомъ любую перестановку можно 
получить изъ главной путемъ ряла послфдовагельныхъ транспозищй. Точ- 
но также посредствомть транспозишй можно получить любую заданную 
перестановку, исхоля не изъ главной перестановки, а изъ какой либо 
другой. Это можно выполнить безконечнымъ числомь способовъ: напри- 
мфръ, можно сперва сдфлать какое угодно число совершенно произзэль- 
ныхъ транспозищй, а потомъ ужъ дЬйствозать планомфоно вышеописан- 
нымъ образомъ. 

2. ТЪ п! перестановокъ, которыя получаются изъ И элементовъ 
1, 2, 3,... п, можно раздфлить на два класса, исходя изъ слЪдлующихь 
соображенйй. 

Если въ какой нибудь перестановкЪ меньшее число стоитъ не впе- 
реди большаго, а позади его, то говорятъ, что соотвфтствующе элементы 
составляюоть инверс!ю. Нанримбръ, въ перестановкБ -„/ два эле- 
мента (; и ак при 1< Ё составляють инверсю, если а; >аь, и не 
составляютъ инверс!и, если 4; < ак. Поэтому. за исключенемъ главной 
перестановки }, не имфющей ни одной илверс!и, всякая перестановка 
имфеть опредфленное число инверс!й. Напримфръ, перестановка 


') Напримфръ, чтобы изъ главнсй перестаповкн Ё -- 1, 2, 3, 4, получить пе- 
рестановку 3, 1, 4, 2, нужно сначала замфстить другъ другомъ элементы | и 3; по- 
лучимъ перестановку 3, 2, 1, 4; теперь нужно здБсь замфстить другъ другомъ 
элементы 2 и 1, получимъ: 3. 1, 2, 4; остаегся иеремЪстить элементы 2 и 4, послЪ 
чего получимъ требуемую перестановку 3, 1, 4, 2. 
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п, р н-2,..., 1 иметь слфдующее число инверсй: 


("О - (#2 Ра... т 5 м 


Это—наибольшее число инверсй, которымь можегь обладать какая 
либо перестановка нашего комплекса. Въ вышеприведенномь примЪрЪ 
п—= 3; перестановки „1;, |, „4, Ш, 2 и 5 имють инверсйй соотвфтствен- 
но 0, 2, 2, 1, и 3. По числу инверсбИ мы подраздфляемъ переста- 
новки каждаго комплекса на два класса. 

Четными перестановками называются так!я, которыя имф- 
ютъ четное число (включая сюда и нуль) инверс!й. 

Нечетными перестановками называются так!я, которыя 
имфютъ нечетное число инверс!й. 

При н-— 3 перестановки „|, |, и |, суть четныя, а перестановки 
И. А и Че нечетныя. 

3. Если мы въ какой нибудь перестановк$ перем$стимъ два 
элемента одинъ на мЪсто другого, то количество инверс1й этой 
перестановки измфнится на нечетное число. 

Справедливость этого предложен легко обнаружить слБдующимъ 
образомъ. Примемъ, что въ перестановкЪ „.{ элементь 4, находится вне- 
реди элемента а» (т. е. °<®): замняя другъ другомь элементы ду и ак, 
мы этимъ совершенно не измБняемь инверсш, которыя они образуютъ 
съ элементами, стоящими впереди элемента а, или позади элемента а». 

Если черезь @; обозначимь элементъ, который находится въ пере- 
становкЪ .{ между элементами ау и ак, то двЪ пары элементовъ ду, а, 
и ав, ак либо не дають ни одной инверби, либо образуюгъ одну, либо 
же двЪ инверсии; при замъщени ‘другь другомъ элементовъь 4, и ак двь 
пары @», @ь, и аь, а, образують соотвфгственно либо двЪ инверси, ли- 
бо одну, либо же не даютъ ни одной, такь что число этихь инвер- 
С разсматриваемой перестановки или увеличилось на два, или осталось 
безъ перемфны, или же уменьшилось на два; во всякомъ случаф, стало 
быть, оно измфняегся на четное число. Наконецъ, если пара ау, ак обра- 
зуеть инверсйюо, то пара @ь, 4, не даеть ни одной инверби, и паобо- 
роть, если пара ау, @ь не образуеть инверси, го пара ак, а, образуетъь 
одну инверсйо; число инверай, такимъ образомъ, измфняется еще на 1. 
Этимь и подтверждается справедливость нашего предложен. 

Отсюда непосредственно слФдуетъ: 

4. Число четныхъ перестановокъ равно числу нечетныхъ, 


2) Въ этой перестановкЪ каждый элементь образуеть инверстю съ кажлымъ 
изъ послёдующихъ элементовъ: такимъ образомъ элементь п образуеть съ послЪ- 
дующими элементами и—1 инверсй, элементь „—1! образуетъ „2 инверс ит. д- 


Веберъ, Энциклоп. элемент. элгобры. 12 
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1 
т.е. тьхъи другихъ въ каждомъ комплекс$ имЪется по 5 т ДЬИ- 


ствительно, мы можемъ во всфхъ перестановкахъ .1 замфстить другъ другомъ 
два какихъ либо опредфленныхъ элемента, наприм$ръ Ёи 2; тогда, съ од- 
ной стороны, каждая четная перестановка перейдетъ въ нечетную и, об- 
ратно, каждая нечетная перестановка въ четную; но такъ какъ въ 06б- 
щемъ мы получимъ всф т же перестановки, которыя мы имфли раныше, 
то необходимо заключить, что четныхъ перестановокъ столько же, сколь- 
ко нечетныхъ. 

5. Будемъ выводить помощыо транснозищй всевозможныя перестанов- 
ки даннаго комплекса изъ Н элементовъ изъ главной перестановки; въ 
какомъ бы порядкБ мы ни вели этотъ процессь, всякая четная переста- 
новка получится послЪ четнаго числа транспозищй, а всякая нечетная пе- 
рестановка—путемъ нечетнаго числа транспозишй. Въ самомъ дфлЪ, глав- 
ная перестановка, не имфя ни одной инверсии, принадлежитъ къ четнымъ 
пересгановкамъ, а каждая транспозишя измфняеть количество инверсй на 
нечетное число. 

Изложенныя теоремы вмЪстБ съ нфкоторыми другими составляютъ 
основаня теори детерминантовъ. 


8 50. Составленме перестановокъ. 


1. Какь мы видфли выше, изъ любыхъ Н элементовъ можно соста- 
вить и! перестановокъ .{. Хотя эти перестановки не представляюгь со- 
бою численныхь величинь, все же онф поддаются математической обра- 
боткЪ; въ области перестановокъ можно установить правила дЪйствьИйЙ, 
имЫоция аналою съ правилами обыкновенной ариеметики, хотя и суще- 
ственно отличающияся оть послфлнихъ въ н5которыхь пувктахъ. Эти 
дЬйствя надъ перестановками имфютъ огромное значеше для алгебры; мы 
сейчась разсмотримь ихъ вкратц, такь какъ эти своеобразныя дЪйствя 
при всей своей важности имфють совершенно элементарный характеръ; 
къ тому же они представляютъ собою прекраспый примфръ свободнаго 
творчества въ области понятя о числахь и дйствяхь надъ ними. 

2. Чтобы перейти отъ основной перестановки 


А 


къ какой либо другой перестановкЪ 


Е бе И 


п 


нужно замфнить элементь [| элементомъ @,, элементь 2— элементомъ 
а.,..., Элементь н— элементомъ а. Это дфйстые называется субсти- 
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гущей 3); для наглядности его изображають такъ: 
Па жа, 1 
[В ет ма "| () 

т. е. подъ каждымъ элементомъ пишуть тоть элементь, которымъ его 
замфняютъ. Эта субститущя обозначается одной какой либо буквой, на- 
прим5рь буквой 5, такъ что символь (1) читается такъ: субститущя 5. 
Такимъ образомъ посредствомъ субститущи 5 мы нереходимь отьъ глав- 
ной перестановки Ё къ перестановкЪ „1. 

Когда мы производимъ субститушю, го безразлично, въ какой по- 
слфловательности мы замфняемь прежне элементы 1, 2, 3,..., И новы- 
ми элементами (;, 4», @з, ...-, @„; МОЖНО, напримфръ, замфнить сперва 
элементъ 1 элементомъ 41, а потомъ элементь 2 элементомь @,; но можно 


также сперва замфнить элементь 2 элементомъ (5, а погомъ уже элеменгъ 
1—элементомь (1, такъь что субституц 5 можно представить еше такъ: 


и ЗН 
ь Г. И ета ы 
и, вообще, въ символЪ (1) можно переставлять любыя двЪ пары цифръ 
(т. е. любыя вертикали), при чемъ значеше символа отъ этого не измЪ- 
няется, потому что посл такой перестановки онь выражаеть ту же 
субституцию, что и до нея. %) 
Какой либо элементь Вр изъ ряда 1, 2, 3,..., п послЪ субститущи 


ы ` 
$ замфнится элементомъ а» такъ что если обозначимь какую либо пере- 
становку нашего комплекса черезъ 


о ее. 
то субститушю 5 можно представить еще такъ: 
И 
и. @++-, 2). + 


з) НЪкоторые руссюе авторы употребляють терминь подстановка, друйе 
въ томъ же значени—терминь перестановка; въ виду того, что русская термино- 
логя, такимъ образомъ, не установилась, мы рЫшили сохранить терминъ субсти- 
тущ1я (какь и выше терминъ транспозиц!я), принятый во всей европейской ли- 
тературЪ. 

“) Это важно очень хорошо себф уяснить Символы; 
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ии Га [32 
выражають одну и ту же субституцию, именно ту, которая замфняеть элементъ 1 
элементомъ 2, элементь 2 эзлементомъ 3 и элементь 3 элементомъ 1. Субститушя 


опредбляется, такимъ образомъ, только тфмъ, какимъ элементомь она замфияетъ 
каждый элементь комплекса. 12 
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Однако, перестановка .{ сравнительно со всфми друтими переста- 
новками находится въ особенной связи съ субститущей 5; именно, она 
получается при’ помощи субституши 5 изъ основной перестановки Ё. 

3. Если мы будемъ выполнять замфну элементовъ, выражаемую 
субститущей 5, исходя не изъ главной перестановки Е, но изъ какой ли- 
бо другой перестановки В, то, какь показываеть формула (2), мы при 
этомъ получимъ н5которую перестановку 


М==ан , а, с. ., а, ; (3) 


мы могли бы обозначить эту перестановку черезъ „1; однако, предпочи- 


таютъ пользоваться другимъ символомъ, а именно 
М — Вл. (4) 


Понятно, что выражаемое символомь В. дЬйсте не есть умножене, 
какъ мы его привыкли понимать. $} 

4. Мы только что познакомились со способомъ получить изъ двухъ 
данныхь перестановокь .{ и В опредфленную третью; другими словами, 
вь области перестановокъ мы устанавливаемь правило дЪйств1я, аналогич- 
ное правиламъ дЪйствЙ въ ариеметикЪ. Для обозначеня этого дЪйствя 
мы выбрали знакь умноженЯя, какъ наиболфе простой (съ не меньшимъ 
правомъ можно было бы употреблять знакъ сложен); однако, чтобы из- 
бЪжать недоразумЪнй, мы будемъ называть это дйстые не умножешемъ, 
но составлен1емъ 6) или соединен{емъ нерестановокъ. Важно замЪ- 
гить, что это дфйстые можно производить лишь надъ такими перестанов- 
ками, которыя состоять изъ опредфленнаго числа элементовъ, при чемъ 
эти послфдые не мфняются въ предБлахъ нашего разсуждения. 


°) Итакъ, подъ символомъ ВА мы разумЪфемъ нерестановку, которая получа- 
ется изъ перестановки В посредствомъ той же субституши, при помощи которой 
перестановка 4 получается изь основной перестановки ЕЁ. 
Пусть, напримЪрь, 
Па № =. 1,8 
тогда субститущя 
м, © 
аи" 


переобразующая перестановку Ё въ перестановку 4, замфщаеть элементы 1, 8, 3 со- 
отвфтственно элементами 2, 1, 3. Если мы произведемъ это замфщеше въ переста- 
новкЪ В, то получимъ перестановку 
8 1. 

Эта, именно, перестановка и выражается вь настоящемъ случа символомь ВА. Въ 
текстЪ ниже приведенъ еще примфръ. 

°) Почти во всей литературЪ принягъ, однако, терминьъ умножен!е нере- 
становокъ. 


181 $ 50 


Чтобы выяснить процессь составленя перестановокь на простомъ 
примфрЪ, возьмемь и — 4, 


о Жи ВО 


Чтобы получить перестановку В.[, нужно выполнить гЪ замъщеня въ 
перестановкЪ В, которыя приводять оть Ё — 1, 2, 3, 4 ць ./[. Мы по- 
лучимъ тогда 


Тре В 1, 9 
Точно такъ же найдемъ: 
ее, 1. 9 


Уже изъ этихъ примфровь вилно, что перем стительный законъ 
не имфеть мБста или, по крайней мЪръ, не всегда имфеть мЪсто при со- 
ставлен!и перестановокъ. 

3. Ту же операшю можно производить не только надъ двумя, но 
и надъ нфсколькими перестановками. Если (’ означаетъ третью переста- 
новку, то можно образовать перестановку (7 (В.1), составленную изъ пе- 
рестановокъ (Ги (В.-]). Покажемъ, что послЪдняя перестановка тождествен- 
на съ перестановкой ((2В).1; другими словами, докажемъ, что при со- 
ставлеиш перестановокь сочетательный законъ остается справедли- 
ВЫМЪ. 

Чтобы убЪдиться въ этомъ, достаточно выполнить требуемыя опе- 
ращи по правилу, указанному въ пункт 3. 

ДъЪиствительно, пусть 


Е. Ч, -.., Я, 
Е, В. =: Ь, 
бе ная —. 
тогда 
ем т 
ВА — а», Ч +, @ь "). (5) 


Чтобы получить перестановку (С (В..)), нужно въ перестановкБ (7 


7) Нужно помнить, что 
о аа а 


суть тБ же числа 
А ь 2 
разставленныя въ иномъ порядк. Субститущя, ведущая отъ перестановки Е къ 


перестановкЪ А, замБщаеть элементь 1 элементомъ а, элементь 2 элементомъ а,, 
вообще, элементъ : элементомь а;. СлБдовательно, она замфщаеть элементь р, эле. 


ментомъ а», элементь Ё, элементомъ аь, ит. д. Отсюда вытекаютъ равенства (5) и (3)- 
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выполнить субститущю, ведущую оть главной перестановки Е кь пере- 

становкЪ В; такь какъ для этого элементъь 1 нужно замфнить элемен- 

томь 4, , элементъ 2 элементомъ 4, и т. д., то элементь С, зам нится 
1 9 


элементомъ 4 и т. д) мы получимъ такимъ образомъ: 
[9 ы 
1 


С(ВА) = а а, а. (6) 
1 


со Са 
Съ другой стороны, найдемъ: 


СВЕ В, бя 
и 2 7 


чтобы образовать перестановку (СВ».1, слфдуеть выполнить въ переста- 
новкь (СВ замъщеня, которыя велутъ оть Ё кь .; для этого эле- 
менть 1 замфнится элементомъ (1, элементь 2—элементомъ 4., и т. д.; 


элементь Ь, замфнится элементомъ а, и т. д.) мы получимъь такую же 
1 с] 


перестановку, какъ и въ формулЪ (6): 


(СВА=а, а, --, @,, = С (ВЯ). 


Такимь образомъ мы доказали справедливость сочетательнаго зако- 
на при составлени перестановокъ 8). Поэтому можно не писать скобокъ въ 
обозначеняхь С(ВА) и (СВА, а изображать символомь СВ.{ переста- 
новку, которая получается, какъ результатъь составлешя перестановокъ 
А, Ви С (въ этой послфдовательности). 

Можно соединять любое число перестановокъ, при чемъ одна и та 
же перестановка можетъ повторяться н$сколько разъ. 

6. Всякая перестановка „1, при соединен!и съ основной пе- 
рестановкбй, остается безъ перемфны, въ какомъ бы порядкЪ 
мы ни производили эту операщю, т. е. 


= 


Это предложеше слфдуетъ непосредственно изъ опредфленя соста- 
влея перестановокъ: чтобы получить перестановку ЕЛ, нужно выполнить 


°) Провфримъ это на примфрЪ. Пусть 
= 5 № 6 ое. 1 © 
Въ такомъ случаЪ 
ВА, 1, 3. 
С(ВА)—4, 1, 2, 3. 
Такимъ же образомъ 
ОВ 
(СВУА — 4, 1, 2, 3. 


`В, Мн 


о 
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замфшешя, ведушщя отъ Дкь 1, непосредственно въ перестановкЪ ПД, такъ 
что въ результат получимъ вновь перестановку „[; перестановка .1Ё полу- 
чится, если мы въ перестановк 2{ сдфлаемъ т замфщеня, которыя отъ 
основной перестановки Ё приводять къ ней же, т. е. нужно оставить пе- 
рестанокку „{ безъ измфненя. Итакъ, перестановка „{[:, равно какъ и пе- 
рестановка Ё./, есть то же, что и 1. 

Отсюда заключаемъ, что перестановка Е имфетъ при составлени 
перестановокь такое же значене, какь единица при умноженми чисель 
(или нуль при сложен). Въ силу этого, если при составлеши переста- 
новокъ встрФчается основная пересгановка, то она всегда можеть быть 
опущена. 

7. Одну и ту же перестановку можно взять въ качествЪ составляющей 
нЪсколько разъ; при этомъ цфлесообразно обозначать результать на по- 
до@е степеней чиселъ: 


и АН — №, АДА = 2, а 


Такь же, какъь для степеней чисель, и для этихъ своеобразныхъ 
степеней остается справедливымъ основное равенство 


К = о", (7) 


гдЪ д и У суть цфлыя и положительныя числа и „4“ АГ означаетъь резуль- 
татъ составленя перестановокъ ‚4 и „1. Формула эта остается справед- 
ливой и для и =Ои у==0, если только условимся, что 


ЕВ. (8) 


это обозначене напрашивается само собою въ виду аналоми перестанов- 
ки Ё сь числомь 1. 

8. Каждой перестановкЪ  соотвЪтствуетъ одна и только 
одна перестановка -{, удовлетворяющая услов!ю 


ИГ, 
Дъиствительно, если В.4 ==, то по формулЪ (3) имъемъ: 


ны Ве сон» @, = 


такъ какъ элементы (1, 4, ..., Ч если расположить ихъ въ нфкото- 


ромъ опредфленномъ порядкЪ, также совпадаютъ соотвЪтственно съ чис- 
лами 1, 9, ..., И, то этимь однозначно опредфляются значеня элемен- 
ый 


°) Пояснимъ сказанное примфромъ. Возьмемъ п ==4 и А==3, 1, 2, 4, т.е. 
а = 3. = Та, = 2, а, — 4. Ищемъ В такъ, чтобы РА — Е. Тогда а, = 1—а,; 


Б) ы 
а =о2-а 

3 
а 


и В=2, 3, 1, 4. Повфркой легко убЪдиться, что ВА = 1, 2, 3, 4=Е, 


а, — З= а а, = 4 — а. СлЪдовательро: В, — 2, 6, —3, В, = 1, 6, =4, 
Е} 4 
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Перестановка .{, удовлетворяющая услов!ю ГЛ = Е. назы- 
вается обратной по отношенйю къ перестановкЪ „4. 

9. Если -{ есть перестановка, обратная относительно пере- 
становки 2[, то 4 есть перестановка, обратная относительно ./’, 
то в есле ЕЙ И. То 

Дъиствительно, такъь какь 2,4 = Ё, то, согласно пункту 6 этой 
главы, имЪемъ: 


АА’ — А. 


Если .| означаетъ перестанозку, обратную относительно „Г, т. е. 
„А — П, то, принимая во внимане предыдущее равенство, найдемъ: 


Е Е И: 


Если подставимь 2{"/' -— Е въ лЪвую часть равенства {4.1 К, 
то получимъ 1.1 == Е, т. е. перестановка 1 и есть обратная относитель- 
но перестановки -4”, что и требовалось доказать. По аналоми Ё съ еди- 
ницей представляется цфлесообразнымъ разсматривать перестановку (1, 
какь (—1)-ую степень перестановки 4, откуда слфдуетъ равенство: 


Я ый 1. (9) 
10. Нетрудно понять, какое значене имфютъ степени перестановокъ 
съ отрицательными показателями. Положивь въ формулб (7) и — — У, 
найдемъ: 


{= № — 8, или АА ЕЁ, 


т. е. 2“ означаеть перестановку, обратную отпосительно перестановки 
„Г; теперь формула (7) получаетъ смыслъь и для того случая, когда по- 
казатель м. или у есть отрицательное число. 
11. Поняме объ обратной перестановкЪ$ даетъ возможность устано- 
вить въ области перестановокъь дЪфйстве, аналогичное дфлен!ю. 
ДъЪйствительно, въ равенствЪ 


В. 


можно по двумъ даннымь перестановкамъь (и В, или Си „| опредь- 
лить соотвфтствующую третью: .4{ или В; для этого служать формулы: 


к а, = 


Докажемъ теперь слЪлующее предложен: если перестановки /[, М 
и М удовлетворяютъ условю „/1/М -= АМ, то перестановки Ми М тож- 
дественны. Это слфдуетъ изъ равенства 4/—/АМ = РАМ. 

Аналогично этому изъ равенства М. = МА слфдуеть М = М. 


#2— 
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$ 51. Изображеше перестановокъ въ циклахъ. 


1. Чтобы получить представлен!е обо всей совокупности перестано- 
вокъ изъ данныхь Н элементовъ, пользуются выраженемъ перестановокъ 
при помощи цикловъ. Эти циклы, къ опрелфленю которыхъ мы теперь 
перейдемъ, весьма облегчають также составлеше перестановокъ. 15) 


») СлЬдующйя за этимъ обийя разсужденя будуть понятнфе, если читатель 
уяснить себЪ ихъ предварительно на частномъ примЪрЪ. 

Перестановка вполнф опредфляется, если указано, какой элементъ стоить на 
каждомъ мЪсгЪ; какимъ образомъ это указано —совершенно безразлично. Переста- 
новка можеть быть непосредственно написана въ той послфдовательности элемен- 
товъ, въ какой они слБдуютъ другъ за другомъ: 


ПО © М, 15 © 65 6% Ш 


Можетъ быть иначе указано, что на первомъ мЬстЪ стоитъ 4, на второмь 6, на 
третьемъ 9 ит. д. 

Одинъ изъ наиболЪе важныхъ способовъ обозначеня перестановокъ состо- 
ить въ распредфлеши элементовъ въ циклы. Заключается этотъ способъ въ слЪ- 
дующемъ. 

Въ нашей перестановкЪ [1] на первомъ мЪстЪ стоить 4; напишемъ это такъ: 
1,4 —и будемъ понимать это обозначеше въ томъ смыслЪ, что на 1-омъ мЪстЪ сто- 
ить 4. Закончивъ элементомъ 4, мы посмотримъ теперь. какой элементъ стоитъ на 
4-мъ мЪстЪ: оказывается 7; мы выразимъ это такъ: 1, 4, 7. Теперь посмотримъ, ка- 
кой элементъ стоитъ на 7-мъ мъстЪ; оказывается 5; пишемъ 1, 4, 7, 5. Теперь смо- 
тримъ, какой элементъ стоить на 5-мъ мЪстЪ; оказывается 1. Когда мы вернулись 
къ элементу, съ котораго начали, то мы говоримъ, что получили циклъ (1, 4. 7, 5)- 
Если мы будемъ принимать, что въ этомъ циклЪ за 5 вновь слфдуеть 1, то каждое 
число указываетъ здЪсь элемеитъ, стояшй на томъ мЪстЬ, которое обозначается 
предыдущимъ числомъ. Этотъ цикль можно начать съ какого угодно элемента, на- 
примЪръ, такъ (4, 7, 5, 1); и въ этомъ вид онъ будеть но прежнему указывать, 
что на 4-мъ мфстЬ стоить 7. на 7-мь—5, на 5-мъ 1 и на 1-мь_—4. 

Закончивъ циклъ, беремъ какой либо изъ элементовъ, въ него не вошедшихъ. 
иапримЪръ 2; на 2-мъ МЪстЬ стоить 6, —пишемъ 2, 6: на 6-мь мЪстЬ стоить 8,- 
пишемъ 2, 6, 8; на 8-мъ мьстЪ стоить 2: циклъ замкнулся: (2, 6, 8). 

Беремъ, наконецъ, одинъ изъ элементовъ, еще не появившихся, напримЪръ 3: 
иа третьемъ мЪстЬ стоитъ 9, а на девятомъ 3; мы получаемъ такимъ образомъ 
трейй циклъ (3, 9). Наша перестановка можетъ быть, такимъ образомъ, представлена 
въ слЪдующемъ видЪ: ы 


(1, 4, 7, 5) (2, 6, 8) (3, 9). 


По этому обозначению, очевидно. легко возстановить перестаиовку [1], такъ 
какъ здфсь вполнЪ указано, какой элементъ стоитъ на 1-мъ МфстЬ, какой на вто- 
ромъ ит д. 

Возможны циклы, состоящще только изъ одного элемента; это имфеть мЪсто, 
если элементь выражается т5мъ же числомъ, что и занимаемое имъ мЪсто; наПри- 
мЪръ, перестановка 


1, 3, 5,4, 2 
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Разсмотримъ нфкоторую опредфленную пересгановку 
ДЕ 4», 3» +.) @» 


я 


и пусть 7 означаеть любое число въ ряду 1, 2,...,н. 


Въ перестановкЪ .{ на г-омъ мфстЪ находится элементъ а, 


” > „» » @-0мь 5 я ы а,, который мы 
у 


обозначимъ черезъ 4’, 


5 ы зе О ОМ о С а’, который мы 
г 


обозначимъ черезъ а", и т. д. 


Мы получимъ такимъ образомъ рядъ: 
и ат 


въ которомъ каждый элементъ опредЪляется однозначно какь предыду- 
щимъ, такъ и послЪдующимъ элементомъ. 
Такъ какъ число элементовъ не превышаетъ и, а рядъ можеть быть 


продолженъ неопредЪфленно, то элементы его будуть повторяться; пер- 
вымъ повторится элементь т 1"). 


Если =, то мы имБемъ замкнутый циклъ изъ & членовъ, 
изображаемый такъ: 


В 6, би: 


Этоть символъ нужно понимать такъ, что за послфднимъ элементомь 4@—®) 
вновь слБдуетъ первый элементь т. 

Можетъ случиться, что число элементовъ х цикла равно единиц$; 
тогда 4, =7, и элементь г находится на одномъ и томъ же мфстЪ, какъ 
въ главной перестановкЪ Ё, такь и въ перестановкЪ .4. 

Если за исходный пунктъ возьмемъ не элементь 7, а элементъ а, 


или 4’, то получимъ таве циклы; 


ео эм) 
О ска Рыа: 
въ циклахъ изображается такъ: 
* (1) (2, 3, 5) (4). 
Циклъ (Г) показываетъ, что 1 стоитъ на 1-мъ мЪстЪ, циклъ (4) показываетъ, что 4 


стоитЪ на 4-мъ мЪстБ. 
Въ текстЪ изложены обийя основавя этой теор1и. 
1) Дьйствительно, такъ какъ каждый элемеить вполнф опредфляеть собою 


предыдущий элементъ, то не можеть повториться какой нибудь изъ слфдующихъ 
за 7 элементовъ безъ того, чтобы раньше не повторился элементъ 7. 
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таке циклы разсматриваются, какь не существенно различные. 

2. Если ен, то цикль ©, не исчерпываеть еще всЪхь элементовъ 
перестановки. Въ этомъ случаЪ беремъ какой либо элементъ у переста- 
новки, не содержацийся въ циклЪ ©,, и составляемь новый циклъ изъ Ё 
членовъ: 

И а 

Будемъ продолжать такъ, пока не исчерпаемъ всфхъ и элементовъ. 
Такимъ образомъ перестановка /{ цфликомъ разлагается на циклы, а эти 
послЬдне вполнф опредфляются перестановкой „|. Также и обратно: со- 
вокупность полученныхъ цикловъ вполнф опредфляеть собою псрестанов- 
ку -{: въ этихъ циклахъ точно указано, какой элементь находится на 
томъ или на другомъ, напримфръ, на 5-омъ мфстЪф. Поэтому перестанов- 
ка /{ можетъ быть однозначно выражена при помощи своихъ цикловъ: 


О мт, (1) 
при чемъ послЪдовательность, въ какой пишутся циклы ©.,С.,... 
не имЪетъ значения. 
Одночленные циклы означаютъ элементы, мфста которыхъ въ пере- 
становкЪ 4 ТЬ же, что и въ Е; въ формулЪ (1) этихь цикловъ не пи- 
‚ шуть, такъ что въ этой формулЪ обозначены только т элементы, мфста 
которыхъ въ перестановкЪ .4 не таковы, какъ въ Ё- 
Главная перестановка Ё сама состоитъ исключительно изъ 
одночленныхъ цикловъ. 
Лвучленные циклы представляютъ собою не что иное, какъ транс- 
позицти, о которыхъ мы говорили въ & 49. 1?) 
ПримЪръ. Пусть я = Ти 
ая 2, ЧИ) (2) 
Формула (2) выражаетъ, что 


на 1-омь мфстЪ находится элементь 7 (онь слфдуеть за 1), 


„ 2-м › ы 3, 
‚ З-ьемъ › м я 5 (онъ слфдуетъ циклически за 3). 
„ 4-0мь › Я ь 1, 
„ 5-0мь ,„ С р 2, 
„ б-омь ,„ и я 4, 
„ Г-омъ п я ы. 6, 


'2?) Это не совсфмъ такъ. Въ той системЪ, которой придерживается авторъ, 
транспозищя есть нЪкоторая субститущя (какъ это н онредфлено въ $ 49), а дву- 
членный циклъ есть н$фкоторая перестановка двухъ элементовъ. Двучленный 
циклъ получается изъ основной перестановки при помощи трансно- 
зищи. Подъ транспозиц!ей (а, 5) слБдуеть разумбть ту транспозищю, посред- 
ствомъ которой перестановка (а, 5) получается изъ перестановки Е. 
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такъ что перестановка ие представится такъ: 


А—=7, 3, 5, 1,2, 4, 6. 


3. Составлене перестановокъ весьма упрощается, если представлять 
ихъ въ вилЪ цикловъ. Даны перестановки 


ЕН па Аз 
к мо 

Нужно найти перестановку 
ВА — ав, Ч, в» 


или циклы, на которые она разлагается. Если г есть произвольный эле- 
менть, то среди цикловъ, на которые разлагается перестановка {[3, есть 


такая часть: (г, В.,...); также въ циклахъ перестановки /[ найдется 
часть в а,,...) а въ искомыхъ циклахь перестановки В. есть 
# 
такая часть (7, а),...). 
7 


Отсюда слфдуетъ простое правило: чтобы составить циклы переста- 
новки В.|, нужно за любымъ элементомъ г писать тотъ эзлементь Ч, › КО- 
т 


торый въ перестановкЪ .4 слфдуеть за элементомъ р., т.е. за тьмь эле- 
ментомъ, который въ перестановк6 В слфдуетъ за элеменгомъ г. 


4. Мы освоимся съ этимъ правиломъ, разсмотрЪвъ два-три примфра. 
Возьмемъ и =7, 


5 ==105 т, 3) (4 Па И. 6) 
и В== (1, 2. 4, 7, 3) (5, 6). 
Тогда 
ВТ, 3, 7, 5, 4, 6, 2) 3). 


Такимъ образомъ перестановка В..{ имфетъ всего олинъ циклъ. Иначе: 
Пе 17 Б. 


Соединимъ перестановку ВМ съ перестановкой (= (4,7), въ ко- 
торой элементы 1, 2, 3, би 6 занимаютъ ть же мЬста, что и вь глав- 
ной перестановкЪ. Получимъ: 


Ото 
1") Въ В за 1 слфдуеть 2, а въ 4 за 2 сяфдуеть 3: поэтому въ ВА за 1 


слфдуеть 3; далфе въ В за 3 слфдуетъь 1. авь И за 1 слфдуеть 7; поэтому въ 
ВА за 3 слБдуеть 7 ит. дл. 


аа 
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Э. Пользуясь циклами, весьма легко находить степени перестановки. 


Для того, чтобы изъ перестановки .[ получить перестановку 2, 
нужно писать циклы перестановки ./, постоянно пропуская одинъ эле- 
менть; т. е. за первымь элементомъ каждаго цикла нужно писать трем, 
за третьимь— пятый и т. д.14) 

Аналогично получается перестановка .[3, если въ циклахь 4 про- 
пускать черезъ два элемента, и Т. д. 


Такь, для разсмотрнной выше перестановки .{ имфемъ: 


4? — (5, 3, 2) (4, 7) а, 6) 
8 — (5) (2) (3) (4. 6, 7, 1). 


Мы видимъ, что при возвышенми перестановки въ степень циклъ ея 
можетъ разложиться на два цикла или болЪе. Если мы образуемь пере- 
становку 1, то получимъ основную перестановку, т. е. въ нашемъ при- 
мфрф „112 — [. 

6. Если мы булемъ представлять перестановки въ видф цикловъ, 
опуская при этомъ одночленные циклы, то любой цикль изъ х членовъ 
самъ по себЪ представить нфкоторую опредфленную перестановку. На- 
примфръ, при п = 7 


(5, 3, 2) =1, 5, 2. 4, 3, 6, 7. 


При такомъ услови два или нфсколько ряломъ написанныхъ цикла, не 
имфющихь ни олного общаго элемента, представляютъ результатъ состав- 


') Если намъ нужно составить, скажемъ, 2-ую степень цикла 
(1, 3, 4. 2. 5), 
то это значитъ составить нерестановку 
соя 95 


Въ первомъ циклЪ за 1 слфдуетъ 3, а во второмъ за 3-4: въ результатЪ 
за 1 слфдуетъ 4. Въ первомъ циклЪ за 4 слБдуеть 2, а во второмъ за 2:- 5; въ 
результатБ за 4 слБдуетъ 5 ит д. Такимъ образомъ получимъ 


ори ом 


Вообще указанное вь текстЪ правило слфдуетъ изъ того, что изложено въ 
пунктБ 3; нужно только принять во внимане. что въ данномъ случаЪ В — 4. такъ 


что б,—и,. и потому циклъ перестановки 4? начнется такъ (г. а, ....). 
Е 
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лешя перестановокъ, представленных отдфльными циклами 13). 


Если мы соединимъ циклъ (1, 2, 3,..., 9— 1) сь транспозищей 
(2, 0—1), то получимъ: 
(2, 2—0 О, 2, 3,4: :: 2—0 =(1, 2, 8,..,, 5—1, 9). 


Отсюда слфдуетъ, что цикль, содержащий © членовъ, можеть быть 
разложенъ на 2—1 транспозищй: 


п, в ое Ц. (2,1). 


Правую часть этого равенства нужно понимать какъ перестановку. 
которая получится въ результатЪ составлен!я перестановокъ, представ- 
ленныхь отдфльными или двучленными циклами. 

Изъ сказаннаго заключаемъ, что всяк!й циклъ представля- 
етъ собою четную или нечетную перестановку, смотря по тому, 
содержитъ ли онъ нечетное или четное число членовъ. 

Поэтому данная перестановка представляеть собою четную или не- 
четную въ зависимости отъ того, есть ли среди цикловъ, на которые раз- 
лагается данная перестановка, четное или нечетное число такихъ, которые 
содержатъ четное число членовъ. 


$ 52. Группы переетановокъ. 


1. Въ & 50 мы вслфдъ за составленемъ перестановокъ разсмотр$ли. 
какой смысль имфютъ степени -, 13, ... какой-либо перестановки „1. 
Такь какь изъ И элементовь можно получить лишь конечное число пере- 
становокъ, То въ ряду 


р м бы 


какая нибудь перестановка раньше или позже должна повториться. 
Если перестановка, представленная степенью „№ повторится вновь 
въ видЪф степени /^-+“, то’изъ равенства 


Ак ие 
слЪдуеть 
№. 


Итакъ. каждой перестановкЪ 4 соотвфтствуетъ нЪкоторый 
опредфленный наименьний положительный показатель @, при 


) Напримръ. перестановку С == 1, 5, 2, 6, 3, 7, 4 —=(5, 3, 2) (4, 7) можно 
разсматривать, какь результать составлешя АВ (или ВА, двухь перестановокъ: 
А == (5, 3, 2) и В= (4.7). 
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которомъ _- совпадаетъ съ главной перестановкой. 
Этоть наименышй положительный показатель называется поряд- 
комъ перестановки „{. Рядъ 


НЕ, бы. 


содержитъ лишь отличныя другъ оть друга перестановки; рядъ этотъ на- 
зывается пер!оломъ перестановки 2, такъ какъ изъ этого, именно, пер!- 
ода, повторяюшагося безконечное число разъ, составляется рядъ посл$- 
довательныхъ степеней перестановки „1. 

Если возвысить перестановку „4 въ степень, показатель которой 
есть число, кратное &, то всегда получимь основную перестановку /:. 

2. Система ® перестановокъ, выбранныхъ изъ совокупно- 
сти всЪхъ перестановокъ изъ п элементовъ, 


о ой т. Пе: У ($) 


называется группой, если она удовлетворяетъ сл5дующему усло- 
в1ю. 

Если |, и |, представляютъ собою двЪ различныя или ол. 
ну и ту же перестановку изъ системы ©, то составленная изъ 
нихъ перестановка 


АА, = А, 


также заключается въ числЪ перестановокъ системы ©. 

Порядкомъ р группы называется число перестановокъ, изъ 
которыхъ состоитъ система @®. 

Согласно этому опредфленю, совокупность всфхъ перестановокъ 
изъ И элементовъ составляетъ группу порядка п! 

Однако, есть группы съ меньшимъ числомъ членовъ. Разыскане 
и изслфдоваше такихь группъь составляеть фундаментальную задачу 
алгебры. 

Такъ, напримфръ, перодъ перестановки .{ есть группа степени ©. 
Дъиствительно, кая бы мы ни соединяли степени .Ь въ результатЪ 
всегда получимъ нфкоторую степень этой же перестановки. 

ЗамЪтимь еще, что совокупность всфхъ четныхъ перестановокъ изъ 


1 : 
и элементовъ составляеть группу степени 5 п!) 


") Такъ какъ каждая четная перестановка можетъ быть составлена изъ четнаго 
числа транспозищй. то перестановка, составленная изъ двухъ четныхъ перестано- 
вокъ, также представляеть собой четную перестановку. Если поэтому 5 есть сово- 
купность всфхъ четныхь перестановокъ, В и 4 дв принадлежащия ей перестанов- 
ки, то въ ту же совокупность войдеть и перестановка ВА. 
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3. Если въ групп © встрЪчается перестановка „4 (порядка @), то 

по опредфленю группы посл$дняя содержить всЪ степени перестановки 4 
съ положительными показателями, а слфдовательно, и степень .{“ = Е. 

Итакъ, каждая группа заключаетъ въ себф главную пере- 
становку Ё; эта послфдняя сама по себ образуетъ группу порядка 1. 

По опредъленшю степеней съ отрицательными показателями, имБемъ: 


Г. 


Съ другой стороны, изъ “= Е слБлуеть, что 4 == |“; отсюда за- 
ключаемъ: если группа содержить перестановку „1, то она непремЪнно 
содержить и /*, т. е. перестановку, обратную перестановкЪ 4“. 

4. Если какая-либо группа ® порядка © заключаетъ въ се- 
бЪ всЪ элементы нЪкоторой другой группы & порядка р, то чи- 
сло р есть дФлитель числа о. 

Это важное предложенше доказывается слфдующимъ образомъ. 


Обозначимъ перестановки группы ® черезъ 
В В, ‚.. Вь- (1) 


По условно, вс$ эти перестановки заключаются въ группЪ 1; если 
этими элементами группа & не исчерпывается, то назовемь черезь .1 
перестановку, вхолящую въ число элементовъ группы ©, но не содержа- 
щуюся въ группЪ №. Соединяя перестановку ,1 съ перестановками (1), 
получимъ рядъ перестановокь 


ИРУ 8 (2) 


Эти р перестановокъ всЪф входятъ въ составь группы © и, кромЪ 
того, всЪ онф отличны другъ отъ друга и оть р перестановокь (1). Въ 
самомъ дЪлф, если бы, напримфръ, АВ, = ЧВ,, то мы имфли бы (соглас- 
но $ 50, п. 11), В, =В,, что невозможно; если бы ЛВ,—В,, то 
А=В,В/—1, т. е. перестановка 2{ заключалась бы въ групп $, что про- 


тиворЪ$читъ нашему условю. 

Въ силу этихь соображенй перестановки (1) и (2) составляють 
вмЪстБ 2 р перестановокъ группы ©. Если ими еще не исчерпывается 
группа @®, то, выбравъ изъ этой группы элементъ ‚{, котораго нЪФтъ въ 
числЪ перестановокъ (1) и (2), составимъ рядъ: 


о ее (3) 


ВсЬ эти перестановки во первыхъ содержатся въ групп ©, во вто- 
рыхъ всЪ отличны другъ отъ друга и отъ перестановокъ (Ти (2). ДЪй- 
ствительно, если бы ’В, = АВ, ‚ то отсюда сл$довало бы : 2 — АВ, В/—", 
т. е., въ силу того, что перестановка В, В/—\ есть одна изъ перестановокъ 
(1), „Г, вопреки услов!ю, оказалась бы въ числЪ перестановокъ (2). Такимъ 


.Ъ 
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образомъ системы (Т), (2) и (3) представляютъ собою вмфстЬ 3р пересгано- 
вокь группы ©). Такь какъ число перестановокь группы (® конечно, то, 
продолжая то же разсужлене мы исчерпаемъ всЪ элементы этой груп. 
пы. Если послфдый рядъ, который ири этомъ получится, булетъ 


В, Е В, (4) 
то имфемъ: 
9 = К. 


и такимь образомь предложене наше доказано. 

Изъ этого прелложеня слфдуетъ: 

Число п! дфлится нацфло на порядокъ любой группы пере- 
становокъ и на порялокъ любой перестановки. 

5. Нетрудно лля любого числа н составить нфкоторыя простыя 
группы невысокаго порядка. напримЪръ, перюды отдфльныхь перестано- 
вокь. Для алгебры гораздо большее значеше имфеть получене группь 
болфе высокихъ порядковъ; мы, однако, еще очень далеки оть полнаго 
рышешя эгой въ высокой степени важной задачи. Сравнительно нетруд- 
но проникнуть въ строеше группъ для тфхь простЬйшихъ случаевь, когда 
п=Зий= 4. 

Для обозначеня перестановокь мы будемь обыкновенно выражать 
ихъ въ циклахъ, при чемъ для простоты будемъ обозначать главную пе- 
рестановку [ символомъ (1) въ виду той роли, которую она играетъ при 
составлеши перестановокъ. 

Для н==3 мы имфемъ шесть перестановокъ. 


АВ 253, ОИ Эна, 3.2. 


ЗлЪсь мы имфемъ группу четныхь перестановокь В И м 
(1. 3, 2) порядка 3, которая въ то же время представляеть собою пер!одъ 
перестановки (1, 2, 3) или (1, 3, 2); далбе здЪсь есть еще три группы 
второго порядка. именно пероды перестановокъ 1. 2,\, |1, 3) и (2, 3.. 
Другихъ группъ здфсь н$ть. 

6. При п -— 4 мы имфемъ 24 перестановки, которыя можно слБлую- 
щимь образомъ изобразить посредствомь ихъ цикловъ: 


(1) Главная перестановка; 

(, 2), (1, 3), (@, 4), (2, 3, (2, 4), (3, 4) двучленные Циклы, 

(1, 2) (3, 4), (1, 3) (2, 4), (1, 4) (2, 3) по лва лвучленныхъ цикла, 
оси а4 
о а ее 

(1, 2, 4, 3). о а 
Ст. 4 2, 3), 432 


Веберъ, Энциклопед. элеыьнт. влгебры. 13 


3) трехчленные Циклы, 


четырехчленные циклы. 
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Такимь образомъ исчерпаны всЪ 24 перестановки изъ 4 элементовъ. 
Группа четныхь перестановокь содержитъ слвдуюция 12 перестано- 


вокь: 
(1), (1, 2)43, 4), (1, 3)(2, к 
О В а 
а О 5. 


Вь ней содержится слфдующая группа четвертаго порядка: 
(1), (1, 2)(3, 4}, (а, 3)(2, 4), @, 4) (2, 4). 


Послфдняя группа имфеть особенно важное значене для р$фшеня 
уравнешя четвертой степени; аналогичное значене имфоть три группы 
8-го порядка, которыя входять въ составъ группы 24-го порялка, состоя- 
шей изъ всфхь перестановокъ. Одна изъ этихь трехь груипъь 8-го по 
рядка есть: 

а), (1, 26, 4), а, 3) (24а, 92, 3) 
(1, 2), (3, 4), у За: 2, 4). 


Прочя двЪ группы получаются изъ этой, если замфнимь другъ 
другомъ элементы 1 и 3 или элементы 1 и 4. 


$ 53. Сочетамя безь повторен. 


1. Лань комплексь № изъ п элементовъ. Сколькими различными 
способами можно отобрать т элементовь этого комплекса? Другими 
словами, сколько различныхЪ комплексовъ А{, содержащихъ по т 
элементовъ каждый, можно получить изъ нЪкотораго комплекса 
содержащаго всего и элементговъ. 

Комплексы _\ называются сочетанями элементовъ комплекса м 
по 11; чтобы указать на то, что одинь и ТоТЬ же элеменгь комплекса № 
не можеть дважды встрФчаться въ олномь и Томь же комплексь АГ, 
комплексы А! называютъ также соче гантями безъ повторенйй. 

Опредфлимъ число сочетайй безь повторейй изь ПН элементовь но 
т въ каждомь. Обозначимь это число символомъ Вед. Вопросъ, кото- 
рый мы поставили, имфеть смыслъ лишь въ томь случаЪ, когда число т 
не превышаеть п. Если И=='", ТО можно получить только одинь 
комплексь А[. который окажется тождественнымъ съ комплексомь №; 


слфдовательно, 


В 1. (1) 


Легко также рФшить нашу задачу и въ томъ случаЪ, когда т == 1. 


РА чи 
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ДЪЯствительно, тогла искомыя сочетаня сведутся къ элементамъ компле- 
кса М, взятымъ порознь, а потому 


В = п. (2) 


Предположимъ далфе, что п = 3; изъ элементовъь а, Бис мы по- 
лучимъ сл$луюция сочетаня: 


РЕ : [в 
1 а, р. 6: ВФ — 3, 
а, М и: 
Я-=3: афс: ВФ — 1. 


Полобнымъ образомъ нетрудно найти непосредственно числа В 


э 
для ближайшихъ случаевъ, когда н = 1, 5, 6. Займемся теперь рЪше- 
немъ нашей задачи въ общемъ видЪ. 


Составимъ всф перестановки комплекса Х№, и отберемъ отъ каждой пе- 
рестановки т первыхъ ея элементовъ; мы тогда получимъ всБ безъ исклю- 
ченя комплексы А/, но каждый изъ нихъ при этомъ встрфчается не одинъ 
разъ, а н5сколько разъ. Разсмотримь, сколько разъ получается при 
этомъ способ одинъ и тоть же комплексь Л[. Обозначимь одну изъ 
перестановокь комплекса № черезъ 

3, Е ПН: 105. 

Черта указываетъь на то, что перестановка „1 раздЪлена на двЪ ча- 
сти Чу и +: 

и — @1, а», я й „- 4, — аи. 1. Я я ) а. 

Образуемъ вс перестановки „] и отдфлимъ оть каждой элементы 
1; эти послЬдне представятъь собою искомые комплексы М. 


При этомъ мы булемъ получать отличные другь оть друга компле- 
ксы М всяюЙ разъ, когда для полученя перестановки „1 н$фкоторые эле- 
менты комплекса „4, замБняются элемептами комплекса .4,. Изъ тфхь же 
перестановокъ .|. которыя образованы перемьщенями элементовъ одного 
и того же комплекса .[, или .|,, мы будемь получать одинь и тотъ же ком- 
плексъ А[. Поэтому каждый комплексъ ЛГ повторигся столько разъ, сколь- 
кими способами можно скомбинировать какую либо перестановку элемен- 
товъ .[ сь н5которой перестановкой элементовъ .4,, т. е. всего пи (и—т)! 
разъ. Такь какъ число перестановокь .{ равно п!, а число комплексовъ 
М равно БСЭ, то имфемъ: 


в! = Вы! 


[9 
© 
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лЪфловательно, 


Ве — а н! >) 13} 
п  Ш!@ат)! . 
Пользуясь формулой $ 48 (3), это выражеше можно представить 
еще въ лвухъ слБлующихь вилахъ: 


од и(н— 1)... ЕО _ 
т 1.2.3... @—т — 


п (и-— 1) (и— 2)... (иЩщт- О. 
й РЗ т И 


(4) 


Хотя числа 800 представлены нами въ виль дробей, но по суще- 
ству это числа ифлыя, т. е. въ лробяхь (3) и (4) числихель лЪлится на 
знаменателя. Поэтому, принимая во внимане вторую дробь въ формулЬ 
:4. мы можемъ высказать слБдующее предложен. 

Произведен!е ш любыхъ посл5лдовательныхъ чисель нату- 
ральнаго ряда дфлится нацфло на первыя т чиселъ этого ряда: 

Формула (3) показываеть, что число [3% остается безъ перемфны, 


если замнить число Ш числомь НШ, т. е. 
®) — Бо 
Во р Ро - (5) 


Прн вывол% формуль (3) и (5) мы молчаливо предполагали, что т < и. 
Если желаемъ, чтобы эти формулы были справелливы и лля случая и — Ш, 
то нужно принять, какъ опредфленя, слБдующи равенства: 


0—1, В —=1. 6) 


При такомъ услои формула (3) справеллива также при ш = 0. 
2. Мы теперь покажемь другой способъ нахожленя чиселъ [”; 


при этомъ мы будемъ имБть случай познакомиться съ нБкоторыми новыми 


свойствами этихъ чиселъ. 
Присоединимь кь элементамъ ,, @,....,4, Комплекса М еше 


одинь элементь Чи тогла получимь новый комплексь \’, состоящий 


изь п-{ Е элементовъ: 


а, Я, зу ее Ч» Че: 


Сочетаня ЛГ этихь элементов» по и! въ каждомъ можно получить 
у 


=) Числа воз изображаются еще зпакомъ (»”) или знакомь и. Символь Вой 
т зи 


напомиваетъ назван „биномальный коэффишенть“, которо» также присваивается 


числамъ #*). Но объ этомъ рёчь виереди. 


—, 
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слЪлующимъ образомь: выписываемь сперва всЪ сочетаня М комплекса № 
и затьмь присоединяемъ кь пимь т сочетаня, которыя получатся, если 
кь каждому сочетанйю комплекса \ по и —1 элементовь присоелипимь но- 
вый элементь а,,,. Въ силу эгихь соображенй мы получаемь рекур- 


реигную формулу ($5 43: 


т— 


рт === Ве -- Ве) : -% : . 


Пользуясь этой формулой, а также формулами В щи 1, 
мы можемь опредфлить числа вето для любого тн -Р1, если только 
пайлены числа В? для всякаго ш-< и. Такимъ образомь числа Вол всЪ 


однозначно опред ляются равенсгвом ь (7) и двумя частными случаями: 
(7 я) — 
в = 1, В т = 1. (8) 


Мы можемъ теперь провфрить справедливость формуль (7) и (8): 
именно, значеня, получаемыя изъ равенствь (3), превращають ихъ въ 
гождесгва. 

Равенство (7) даеть намь еще непосредственное доказательство то- 
го, что В? суть цБлыя числа: для наименьшихь значешй числа и мы 
убЪфдимся въ этомъ непосредственнымъ вычислешемь, и затфмъ, пользуясь 
формулой (7). мы докажемь по способу совершенной индукщи справел- 
линость нашего прелложеня при любомь значеши п. 

Формула (7) сравнительно сь общей формулой (3) болЪе удобна для 
послфдовательнаго нахождены чисель [%7: числа ряда Ве-+-о получатся 
изъ чиселъ ряда НО если складывать каждыя два послфдовательныхь 


числа этого ряда. Такь, наиримфрь, для и = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 имфемь: 


1 1 
1 г 1 
1 3 3 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 
1 7 а 35 35 21 й 1 


3. Найденные результаты мы примЪфнимь кь рышеню слБдующей 


*) Эта формула получаеть смысль и при ^^ ==0 и даже при любомъ отрицатель- 
НоМЪ и. если только условиться при отрицательномъ и! считать число в равнымъ 


пулю. Точно также, если примемъ ВО при ш>>и, то наша формула будеть 


справедлива при любой парЪ цБлыхь значенй чисель жи п. 
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геометрической задачи. 
Дана система изъ и точекъ № и число шп; сколько 
т-сторонниковъ можно построить на данныхъ п точкахъ, какъ на 


вершинахъ? 
По 5 48 каждая система М, состоящая изъ т точекь нашего ком- 


1 
плекса, дасть о (1—1 различныхъ тт-сторонниковъ; а такъ какъ си- 


стемь А имБется всего В), то число всфхь т-сторонниковъ, которые 


можно получить изъ системы точекъ М, выразится такъ: 


1 н\(т— 1! вип... (и—т-Н 1!) 


1 
т— 1)! В = = 
р (п 1), 2 тиф)! 2т 


8 54. Сочетаня съ повторешями. 


Поставимъ теперь шире вопросъ, которымъ мы занимались въ пре- 


дыдущемъ параграфЪ. 
1. Данъ комплексъ №, содержац1й п элементовъ: 


Е. 2, @з› ‚5 из 


изъ этихъ элементовъ составлены комплексы М по т элементовъ 
въ каждомъ, при чемъ одинъ и тотъ же элементъ можеть встрЪ- 
чаться нЪсколько разъ въ одномъ и томъ же комплексЪ \/. 

Эти комплексы М называются сочетаниями съ повторен!ями изъ 
п элементовъ по т въ каждомъ.-— Требуется опредфлить число этихъ 
сочетай, которое обозначимъ черезъ я 

Замътимъ, что здфсь намъ нфть надобности ограничивать себя усло- 
немъ, что ти; ти пн суть любыя цфлыя положительныя числа. 

Если т==1, то намъ для составлейя комплекса М придется брать 
каждый элементь комплекса № порознь; слфдовательно, 


о: (1) 


Если же п — 1, то всего получимъ только одинь комплексъ Л/, какъ 
результать ли-кратнаго повтореня единственнаго элемента даннаго ком- 
плекса №, т. е. 


Е (2) 


Пусть далфе комплексь № содержитъ два элемента @ и ут О ==. 
а 11 есть произвольное число; условимся для краткости изображать /-кратное 
повторение одного и того же элемента въ видф степени 4*; мы получимь 


—>— «@- 


| 3 
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тогда слБдуюция сочетанй: 


И. И ар, ме п О. 


СЕ (3) 


Непосредственное опредЪлене числа (209, аналогичное изложенному 


вь $ 53, 1, сопряжено злфсь съ большими трудностями; мы легче 
достигнемъ цфли, пользуясь рекуррентнымь методомъ, къ которому мы 
прибЪгли въ $ 553, 2. 

2. Присоединимъ къ группЪ А’ еще одинъ элементъ @, ци’ Т. ©. с0- 
ставимь изъ комплекса № новый комилексь №”, содержащий п--1 эле- 
ментовъ: 


> 
№, бов: 


Чтобы составить сочетаня А этихъ элементовь По # въ каждомъ, 
выписываемь сначала всЪ комплексы Л[, число которыхъ равно (.@); этимъ 


самымъ будуть исчерпаны всф тф комплексы АГ, которые не содержать 
элемента 4, ,- Чтобы опредфлить число прочнхъ комплексовь \[, содержа- 


ЩИХЪ ОДИНЪ ИЛИ нЪсколько разъ элементь Я, отнимаемъ отъ каждаго 
такого комплекса элементь Ч -л› тогда мы видимъ, что интересующее насъ 


число комплексовъ ЛГ равно числу сочетанйй съ повтореными изь и 1 эле- 
ментовь по и—1 въ каждомъ, т. е. равно числу (С°. Такимъ обра- 


зомъ получаемь соотношеше; 


(Сенно Е ый -- Со. (4) 


т эт 


Замфняя въ формулЬ (4) число т соотвфтственно числами т—1, 
11—29,.... 8, получимъ равенства: 


я--1) — (`@-НО (2) 
СР — (. ‚-|- - (.е Н 


т—1 


Сор = Сер + СО 


*т-—1 т—1? 


2-0 Го (0 
а ел 
Сложивъ почленно эти равенства и сдфлавь сокращеше, получимъ: 


о Сео Ея С —- ето и А. =. 2). (5) 


яз 


Такь какъ (00 ==п--Ти (С — п [см. формулу (1)], то фор- 
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мулу (5) можно представить въ такомъ видЪ: 
Се со ССР... 02. в 


СлФдовательно, зная для одного числа п всЪ (0, можно опредфлить по- 
мощью формулы (6) всЪ числа (Ро. По формулЪ (2, вс числа (04 
равны елиницЪ; такимъ образомъ числа см опредфляются однозначно 


формулами (1), (2) и (4). 
Легко убфдиться, что числа (;@) удовлетворяють тЪмь же соотноше- 


нымъ, что и числа Ве”, т. е. что 


(9 — Вет» 0. (7) 


т 


Дьйствительно, сдфлавь соотвфтствениыя подстановки въ форму- 
лахъ (1), (2) и (4), получимъ: 


Ви, Ве9 1, Во = Вои-о- Дыфии, п) 


каковыя соотношеня дЪйствительно имЪфють мЪсго, какь это слБду- 
еть изъ формуль $ 53, (1), (2) и (7.. 
По формулЪ $8 53 (3) имЪеть поэтому: 


ва — ИЕ И— 


р тии —1и 8, 


или же 


св — (т (т-2) ба (и п— т а 
т п о я о ивИт = 


о н(и-о... аи 
И зн ТЕ у 


р . т 


(9) 


\') Изъ этихъ соотношевй можно слфлать слБдующйй выволь: если мы бу- 

ь >(*») (в : ы 
демь подъь С’ разумфть число В», а ‚ то соотношеня (1), (2) и (4) будуть 
удовлетворены; а такь какъ этими соотношешями числа о. опредфляются вполнЪ, 


то отсюда вытекаеть равенство (7). 


ГЛАВА Х. 


Различныя приложения. 


$ 55. Виномь Ньютона. 


1. Сочеташя изъ п элементовъь безъ повторешй нахолять себЪф при- 


мБнеше, когда приходится умножать другъ на друга Н двучленныхь мно- 
жителей. 


Даны произвольныя числа \, а, 4)... @) 


2? 


требуется составить 
произведене изъ ий множнигелей: 


Г = О-На) а.) ОН)... Вы. (1) 
Для н-—=2 и н = 3 получимъ: 


№ — № а, Ра, 4 ана. 
5 — ма, + а, фаз + хана, аа, аа.) + вичьа.. 


Методомъ математической индукщи докажемъ, что вообще 


# = х т: т НЕ: ее м. ы + `®ТА НЫ ити: ее ы: й к | # 


Вь этой формул коэффишенть .1, означаеть сумму чисель 
Ч, Ч ско 2 означаеть сумму ихъ произведенй, взятыхь но два, 


коэффищенть ./з— сумму ихъ произведенй по три и т. д; наконець, 


„ означаеть произведеше всфхъ чисель аи, 4,...., 9,. Помошью знака 


У сумма) значеня коэффишентовь _|[ выразятся слфБдующимъ обра- 


ЗомМЪ: 


Мое Жа, 4 аа, № = рик 
мы. з. И’ (3) 
Если буквы (1, 4, ..., Ч, изображаютъ н5которыя опредфленцыя 


числа, а х будемь разсматривать, какъ знакъ, выражающЁй всякое произ- 
вольное число, то выражене 1 называется тогда цфлой хункщей н-ой 
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степени отъ х. Числа Оф, „№, 2»... 4, называются коэффищен- 
тами этой функщи. 

2. Въ выраженыхъ .4,, „[,,.-.: Ш» отдЬльныя слагаемыя представ- 
ляють собою не что иное, какъ сочетан!я безъ повторен1й изъ ПН 
элементовъ (;, 4», ... @, Соотвфтственно по одному, по два, по три и 


т. д. Поэтому число членовь каждой суммы соотвфтственно равно; 


2(®) (72) (22) (2) 
Во, Вэ, Ве, ... В. 
Особенный интересъ представляетъ тоть случай, когда числа (, 
а, .-- а, равны одному и тому же числу. напримфръ, (5 Тогда имЪ- 
емъ: 
д, = Ва, А, = Ва, Чь= Ва, о: Ч, 


ВмьстЬ съ тфмъ изъ равенствь Т и 2 вытекаетъ формула: 
, 
(хфа”= дл - Во 18 - Во 2? = УР - БО а”. (4 


Формула (4). извЪстная подъ назвамемъ строки Ньютона, употре- 
бляется весьма часто. При ея помощи можно расположить #-Ую сте- 
пень бинома (ха) по степенямъ чиселъ хи а. Въ формулб (4) 
многочлень расположень по убывающимъ степенямъ у и по возра- 


стающимъ стененямь 4. 
Формулу (4) можно представить и вь слБдующемъ видЪ; В 


—1 
(хат = хм па ь ;: 5 ) А 


на— 1—2) 


- В ав... (5) 


Для простБишихъ случаевъ, когла и —=2, 3, 4, 5, получимъ: 


а Гм, 

(х-ра = 8 зах | Зах а 

(ха “ — *- 4ахз -- ва? Е 4азх а" 

(ха = + Бах“ 1028 1043? Байх -- а. 


Подставивъ вь формулу (5) х==1, получимъ: 


(6) 


аа орать ад о 


Обратно, изь этой формулы легко получить общую, такъ какъ (а = 


а 9 
5-1 - *) : 
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Геперь ясно, почему числа 
©& ред Во (я) @) ©) 
Ве ь Ве 5 В ь ве А-Я Вс я Ве 


называются бином!1альными коэффищентами *). 
3. Если п есть первоначальное число. то биномальные коэф- 
фищенты всЪ, за исключенемъ перваго и послфдняго, т. е. 


Во, в о Во 


2—1 

дЪфлятся безъ остатка на и; дЪйствительио, изъ $ 58 (3) слБдуеть: 
(22) РЕ 1 И! 

Вед ни(т — т)! = п! (8) 


Если при этомъ т болыше нуля и меньше и, то числа и! и (и— т)! 
не длятся на число и, тогда какъ число н! кратно п. Сл5лова- 
тельно, множитель В) долженъ лЬлиться безъ остатка на п (см. 


$ 16, п. 1). Принимая во внимаые формулу (7), мы отсюда заключаемъ, 
что число ы 


аб @ НО -— @—а (9) 


дфлится нацфло на число и. если только а есть ифлое число *‚. Если по- 
ложить а—1, то отсюда слБдуетъ, что число 2” — 2 дЪлигся на число и; 
если поэтому считать доказаннымъ, что а”— а при н$6когоромъ 
значени числа 4 дБлится на число п, то число (а 1)" — (а 1), какь 
это слфлуетъ изъ формулы (9), также дфлится на Н. 

Такимь образомъ мы доказали по снособу магематической индукщи 
такъ называемую теорему Фермата: **) 

При любомъ цфломъ значенйи 4 число 4“— а дфлится безъ 
остатка на число ИН. если только п есть число первоначальное. 


=) СвдЪыя о биномальныхь коэффищентахь находимъ впервые у Ми- 
хаила Штифеля (см. стр. 126), Аитейса и\ерта, 1544). См. Сатщюг, Сезсй. 4. Ма- 
Чет, Ва. 2, $. 430. 

1) Разлагая («-Н1)" по строкЪ Ньютона, мы получимъ выражеше, въ которомъ 
первый членъ есть ая. а послЬднШ есть 1: всЪ остальные члены, какъ мы видфли, 
длятся на я». Отсюда слфдуеть, что при иблыхъ значешяхъ а 


(а-я — а — 1 
дЬлится на я Это же выражене тождественно съ выраженемъ (9). 

**) Регтаё одинъ изъ величайшихъ изслЪдователей по теор чиселъ, жилъ въ 
ТулузВ (отъ 1601 до 1665 г.}; по професаим онъ былъ собственно не математикъ, а 
юристъ. На поляхъ переведеннаго имъ Дюфантова сочинешя онъ оставиль цфлый 
рядъ глубокихъ замфчанй и предложенй изъ области арнеметики; нЪкоторыхъ 
изъ этихъь предложенй и по спо пору не удалось еще доказать. 


„= 
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4. Перемножимь почленно слфдующ лва равенства: 


(ед Вей + Вета -- Во... Ва», 
(а — Во Ва 4 Ве +... Ва", 
гдЬ Ши Л означають произвольныя цфлыя числа. Получимь: 
аа — ВотВоо (Вет Вед Вор) а 
{+ (Ве во Во Во Во Ве) 
Съ лругой стороны. по правилу бипома нмфемъ также: 
(Е а)” = Вечет -- Вет -Е Во -... 


Изь сравненя нравыхь частей послфднихь двухь равеийствь выво- 
димь слфлуюцёя соотношеня между биномальными коэффищеитами: 


ОЕ == Веро, Вет == Во Во - Вед Во А 
и. вообще, при любомъ значени числа \ имфеть м5сто равенство: 
ре Ви Всо -- ПВ, - Ве" в, - дк -- а [ 10) 


Чис х 
(Число В@ обращается въ нуль. если у > п). 


Равенствомъ (10) мы воспользуемся впослФдстыи ири доказатель- 
ств одного весьма важнаго предложения. 


8 56. Арнометическе ряды. 


1. Расположенный въ опредфленномь порядк$ рядь чиселъ, изь ко- 
горыхь каждое послБдующее отличается отъ своего предылущаго на одно 
и то же число, называется ариеметической прогрессей или арие- 
метическимъ рядомъ (5 35, 1%. 

Ариеметическую прогрес@йю можно опредблить еще, какъ рядъ чи- 
сель, вь которомь разность двухъ какихъ либо послфдователь- 
ныхъ чиселъ есть величина постоянная. Эта постоянная разность 
называется разностью ариеметической прогресс{и. 

Рядъ натуральныхъ чиселъь образуетъ ариеметическую прогресспю съ 
разностью 1: рядъ четныхь чиселъь и рядъ нечетныхь чиселъ представля- 
ють собой каждый въ отдфльности ариеметическую прогресмю съ раз- 
ностью 2; рядъ чиселъ 1, 4, 7, 10, 13,..., или 2, 5, 8, Ш, в 
или 0, 3, 6, 9, 12,... составляютъ каждый ариеметическую прогрессю съ 
разностью 3 и т. д. Члены ариеметической прогресби могутъ быть дроб- 
ными и отрицательными числами, точно также и разность не должна быть не- 
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премфнно ц5лымъ числомъ. Если разность прогресси есть число положи- 


гельное, прогресся называется возрастающей, если разность—число от- 
рицательное, то прогрес4я называется убывающей. 
Вь общемъ видЪ ариеметическая прогресся можетъ быть прелстав- 


лена такъ: 
а, а + ьа- 2 аз а4+ 4ь.... 


Число р есть разность прогресфи, число а называется начальным 
членомъ прогресёи; значе я чисель ин 6, конечно, произвольны. 

Выражеше а {+ Рх называется общимъ членомъ нашей прогресаи, 
если х обозначаеть число. послфловательно принимакинее значений: 
п. бе 

2. Весьма часто приходится рфшать такую задачу: опрелфлить сумму 
п послфдовательныхъ членовъ ариемегической прогрэссеи. РЕпимь 
этоть вопросъ въ общемь видЪ посрелствомъ формулы. выводомь кото- 
рой мы сейчасъ займемся. Положимъ, что нужно опредфлить сумму 5 иер- 
выхь и членовъ ариеметической прогресёи: 


$ =а- а а-2ь-+... Е а-@р-1)-6. (0 


Отсюда 


$— паи 23+... ир-ону 


такимъ образомь нана задача свелась къ ршеню частнаго ея случая 
кь нахождению суммы первыхъ (л-—1) натуральныхъ чиселъ: 


Е о ПААЕТСА 2) 


Величину этой послЪдней суммы легко опредфлить, если примемъ 
во внимане, что каждыя два числа этой суммы, равно отстояния отъь на- 
чала и конца ея, составляютъ вмфстЪ одно и то же число ип: таковы, па- 
примБръь, числа Тип—1, 2ии-—2, Зий Зиг. д. Такимъ образомь, 


1 
если число п—1 четное, то члены суммы у распадаются на р) (и— 1) 
паръ, при чемъ сумма чисель каждой пары равна и, такъ что 
а) 
) г 2 (3) 


Если же число и — 1 есть число нечетное, то сумма $ состоитъ изь 


(п 2) такихь паръ и изолировацниаго средняго члена, численная вели- 
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1 
чина котораго, какъ нетрудно сообразить, равна о п» такъ что 


(п 2)п „ на. 
т 


© = 


такимъ. образомъ формула (3) остается справедливой н въ этомъ случаЪ. 
Теперь, пользуясь формулой (1), легко опредЪфлить и сумму 5: 


ЗЕ (+). (4) 


Какь примфръ приложеня этой общей формулы, вычислимъ суммы 
п первыхь нечетныхь чиселъ; для этого въ формулу (4) подставимь а = 1, 
р==2; тогла найдемъ: - 


тез 5... @и— =. 


3. Рынимъ слБлующую задачу: шары расположены рядами въ видъ 
треугольнила такт, что первый рядъ составляеть одинъ шаръ, второй 
ряль составляеть два шара, трейй рядь составляетъ три шара, .... на- 
конець, и-ый рядъ составляеть и шаровъ. Сколько шаровь содержить 
весь треугольникъ? Искомое число 5 найдемь изъ формулы (4) подста- 
новкой а= и В =: 


Сы пи +0 
а 


р (ин 
Вь связи съ этой задачей числа вида о называются тре- 


угольными числами. Числа эти въ возрастающем ь порядкБ суть слБ- 
дуюция: 


11986 10. 22. 
Если шары расположены ВЪ видБ квадрата, такь что въ кажломЪ 


ряду находится столько шаровъ, сколько есть всего рядовъ, то мы полу- 
чимъ такъ называемыя прямоугольныя или квадратныя числа: 


9 ©, Л, 25. 60. 9.3 
Изь формулы 


1 (1—1 ь 
ть Е АЕ (5) 


сльдуеть правило: сумма (и—1)-го и и-го треугольныхь чисел 
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равна -ому квадратному числу; это предложеше нетрудно также вывести 
изъ геометрическихь соображенй. 


$ 59. Арнеметичееке ряды выептаго порядка. 


1. Разсмотримъ рядъ .4 чисель, слБлующихь другъ за другомъ по 
опредфленному закоцу: 


Чо» Чт, 4. 3» ‚ ь 


Найдемъ разности кажлыхъ двухЪъ послфдовательныхь членовъ этого 
ряда: 


и =а, — ав В = @—а,, В = — @» 
Рядъ В чиселъ В, т. е. 
фоибеаи, 


называется рядомъ разностей ряда .1. 
Вычисливъ и для этого ряда разности: 


Е ср м, 
получимъ новый рядъ (7: 
Со» Сл» С2 


который называется рядломь вторыхъ разностей ряда „[; продолжая по- 
добнымъ же образомъ, мы найдемъ рядъ трегьихъ, четвертыхъ. ... раз- 
ностей. 

Складывая члены ряда В, получимъ: 


а, —@ = -+ ВЕНЫ... 


Такимъ образомъ, чтобы получить (п-- 1)-ый членъ ряда „Ч, нуж- 
но къ начальному члену @ этого ряда прибавить сумму первыхъ и чле- 
новъ ряда В. 

Рядь „4 представляетъ собою ариеметическую прогрессйю, если чле- 
ны ряда В всЪ равны другъ другу. Если же члены ряда В сами состав- 
ляютъ ариеметическую прогресйю, то рядь .] называется ариеметиче- 
скимъ рядомъ второго порядка. Вообще, данный рядъ называютъ 
ариеметическимъ ряломъ #-го порядка, если рядъ его первыхъ 
разностей есть ариеметическ!й рядъ (Ё— 1)-го порядка: отсюда 
слфдуеть, что въ ариеметическомъ рялу й-го порядка члены #-го 
ряда разностей его вс равны другъ другу- 


208 $ 57 


Рялъ треугольныхъ чисель ипредставляеть собою ариеметическй 
рядь второго порядка. 

2. Пользуясь биномальными коэффишентами, можно представить въ 
обшемь видЬ члены ариеметическаго ряла /-го порялка: именно, (п---1)-ый 
членъ (, ариеметическаго ряла -го порядка можегь быть представленть 


слБлующимь выражешемъ: 
= 8] 
Ч, -— % | 9, Ве -- 2, В - О Аа = 9 0, (1) 


гль коэффищенты %, 9, %,,-.., @, не зависятъ оть числа и; величины 
х различны для различныхъ рядовъ А-го порядка. 

Это предложеше легко доказывается по способу совершеиной ин- 
дукщи. 

Формула наша. очевилно, справедлива въ случаЪ, когда В = 
дЪйствительно. члены ариемегической прогресаи перваго порядка всЪ 
имЪють форму: а, == ж%-Е жн. 

Примемть теперь, какъ это дфлается при этомъ способ доказатель- 
ства, что наше предложене справедливо вь случаЪ ариеметическаго ряда 


(А 


1)-го порядка. 

Пусть будеть -{ данный ариеметическй рядъ }-го порядка, а В— 
рялъ первыхъ разностей ряда .[; тогда В есть рядь (— 1)-го порядка. 
Согласно нашему условю, Н-ый членъ ряда В можно представить такъ: 


в, 1 га и р У р т + - 5 в ь (2) 


Но если, (и-Р1-ый членъ нфкотораго ряда имфеть форму (1), то 
въ, ряду его первыхъ разностей и-ый членъ имфетъ видъ: 


г! Ве АСЕ ВО и =, (Бе } 1 = —- ыРу + о, (В ра Ой 


Выражене это по формулЪ $ 53, (7) совпалаеть сь выраже- 
немь (2). 2 
Такь какъ члены ряда опредфляются однозначно начальнымь чле- 
помь ряла и рядомь его первыхъ разностей, то при надлежащемъ выбо- 
рь иачальнаго члена @, рядь членовт, 4, совнадаеть съ ряломъ 4], что 
и требовалось доказать. 
Полставивъ вь формулу (1) послфловательно п — 0, 1. 2...., й, 
получим ь: 
Чо — б% 
Ш -— № ро 9, 
а, — в ВФ, о, 


ео 3 Бе = Вура,--. и 
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изъ эгихъ равенствъ можно онредфлить коэффишенты & посредствомъ 
#1 первыхъ членовъ ряда .1. 
3. Обозначимъ черезъ а, сумму пн первыхъ треугольныхь чиселъ: 


Ио. 


Ч, =1 зе... + 


Числа 4, @1, @5,... составляютъь ариеметическую прогресс 
третьяго порядка; слфдовательно, согласно предложеню предыдущаго- 
параграфа, имБемъ: 

н(и— 1) в(п—1) (п 2) 
о 
Чтобы найти значеня чисель 9,, /, @, и ©., нужно въ получен- 


ной формулЪ подставить послфдовательно п=0, и=1, н=2и п= 8. 
Замфчая, кромЪ того, что 


Ч = 0, 1 =, Ч. =4, аз = 10, 


получимъ: 
2, = 0, 2, —=1, ж-2а фа, — 4, 
2, + За, Е За,. | а. = 10; 
отсюда 
а =: 
слБдовательно, 


а, ини о ый а 


Число это называется и-ымъ тетраедрическимъ числомъ: оно выра 
жаеть, напримЪфръ, число шаровъ, расположенныхь въ видБ правильнаго 
гетраедра. Первые члены ряда тетраедрическихъ чиселъ таковы: 


1, 4, 10, 20, 35, 56, 


Чтобы вычислить сумму п первыхъ членовъ ряда квадратныхь чи- 
селъ: 


са... 


нужно въ выражеше 


С, о ип — 4% 


Веберъ, Энциклоп. элемент. алгебры. 14 


И) — 1) п(н—1)(#— 2) 
6 
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подставить 1—0, 1, 2, 3; тогда получимь @% = 1, @, = 1, 2, —3, 9, — 2; 
слфдовательно, 


—1 —1 — 02 1 
„и 3", ты 2 3 Ре 


8 55. Геометричеене ряды. 


1. Числа ряда а, @1, @, @3,... образуютъ геометрическую 
прогресс!ю или геометрическ!й рядъ, если каждое число этого ряла 
'олучается изъ предыдущаго числа умноженемъ его на одного и того же 
множителя д, иными словами, если частное а,/[а,_, оть дБлешя котораго 
нибуль члена на предыдупий равно постоянному числу (. Число а назы- 
вается начальнымъ членомъ, а число (/—знаменателемъ геометри- 
ческой прогресс. Такимъ образомъ члены геометрической прогресфи вы- 
ражаются слЪдующимь образомъ: 


п, ОП же 


н-ый членъ есть а Если знаменатель прогресси ‹; есть ноложнтель- 
ное число, то всф члены прогресфи имфютъ одииъ и тотъ же знакъ: 
напримфръ, всф они положительные, если { есть положительное число. 
Если же знаменатель 4 есть отрицательное число, то члены прогрес!и 
имфюгь поперемфнно различные знаки. 

Если число 4 по абсолютной величин превышаеть единицу, то 
каждый члень прогресми по абсолютной величин5 превосходить преды- 
душ; прогресся тогла называется возрастающей. 

Если знаменатель (4 есть правильная дробь, то члены прогресци ио- 
слБдовательно убываютъ по абсолютной величинф; такая прогрес@я на 
зывается убывающей. Если, наконець, ‹) == = 1, то вс члены прогресби 
равны =Е а. 

2. Здьсь, какь и въ случаб ариеметической прогресаи, важно умфть 
находить сумму первыхъ и членовъ ряда. ИмЪемъ: 


$=а- а арт... {ау =аа афе+... +9. а) 
Задача наша такимь образомъ сводится къ опредфленю суммы 


ОЕ Е (2) 


Сумму у легко опредфлить, если замфтимъ, что, умножая любой 
члень ея на число у, получимъ слБдующ членъ; слфдовательно, 


Оо (3) 


_ бана 
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Вычигывая почлеино равенство (3) изъ равенства (2), получимь: 
о —9)-=1 Е 


отсюда вычисляемь сумму у во всфхь случаяхь, за исключешемь един- 
ственнаго, когда ‹) = 1: 


1 0" 
у — 5 
1— И (4) 
При у —1 вс члены нашей суммы равны 1, и мы получаемъ непо- 
средственно у — ин. 
Если 9 > 1, сумму 5$ представляютъ такь: 


и 
аи 


такь какь вь этомь выраженши какъ числитель такъ и знаменатель суть 
положительныя числа. Изъ формулы (1) слфдуеть: 


И Я 
уе= Ев 


Вь словахь эта формула выражается такъ: 


Чтобы получить сумму и первыхъ членовъ геомегрической 
прогресс1и, нужно разность между (»- 1)-ымъ членомъ прогрес- 
сти и первымь членомъ ея раздфлить на разность между знаме- 
нателемъ прогресс!и и единицей. 

3. Мы несколько видоизмфнимь формулу (4), если положимъ 
Ч—=[/а и сдфлаемъ простое преобразоване. Тогда найдемъ: 


и! — ре 
Ка р). 


Изъ формулы же (2) имфемы 


(+... (0) 
 — „4 $ к 
[2 а в [2 
Подставивъ это значене суммы $ въ предылушее равенство и ум- 
ноживь обЪ части полученнаго такимъ образомъ равенства на а”. пай- 
демъ: 


а— р" 
0— = а" —2 | -- а’ 3р? ++ неа -- ар" — ре = # р з 


14* 
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или иначе: 
а-—— а Бес-ечне ч?-... а”. 


Формулу эту можно провфрить непосредственнымь умноженемъ. 
ПримЪфры: положивъ | — 2 и = 3, получимь: 


а? — 6? = а Ь (а 5; 
аз — м - (а (а. 


Первая формула выражается словами такъ: 


Разность квадратовъ двухь чиселъ равна произведен!ю 
изъ суммы этихъ чиселъ на ихъ разность. 

Положивъ въ этой же формуль а=а- В, р —и— В, получимь 
формулу, которая встрфчается весьма часто: 


(&«-- 8)? -- (« —й)? = 4аВ. 


8 59. Вычиелене процентовъ и ренты. 


1. Теоря геометрическихь рядовь находить себЪ важное практиче- 
кое примБнене при вычисленйи процентовъ и ренты. 


Мы здБсь дадимъ лишь самыя оби основныя формулы; за по- 
дробностями и примфрами отсылаемъ читателя кь спешальнымъ сочиненямъ: 
особенно можно рекомендовать небольшую книжку М. Кантора (М. Сапфог) 
„РоН#знене Агинтенк“ (Герже. Тепфпег. 1898. 2. АиНасе 1903). 

Если капиталъ въ с рублей отданъ въ рость, то это значитъ, что 
должникъ вь кониЪ каждаго года долженъ уплачивать заимодавцу опре- 
дЪленную сумму, скажемъ р рублей, за каждые 100 занятыхь рублей 
(р процентовъ — пишется [р5/,). Число р называется процентной таксой. 


Часто проценты уплачиваются по полугощямъ или четвертямъ, но 
процентная такса всегда относится къ году. При современномъ состоя- 
ни денежнаго рынка обычной процентной таксой является 3°/°, 31/,/°, 49/, 
илн 41/.0/,. Размфръ процентной таксы зависитъ, главнымъ образомъ, отъ 
того, въ какой степени заимодавець можетъ быть увЪренъ, что дол- 


жникъ выполнить свои обязательства. 


На 100 рублей приходится р рублей процентныхъ денегъ, на 1 рубль— 


ыы рублей, слЪдовательно, число процентныхь денегъ съ капитала въ с 
С я 
рублей составитъ 5 рублей. По этому, по истечеши года капиталъ 


НЕО СЕЕРОЕЕЕЕАЕРЕРДДЕИОЗ, — "ОООИНИ 
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вмЪетЪ съ наращенными процентами выразится суммою вь с--ср/100 
рублей, и такимъ образомъ первоначальный капиталь © превратится въ 
капиталъ: 


Часто процентныя деньги не уплачиваются по истечени года, но 
причисляются къ капиталу и вмфстф сь послфднимь идуть въ рость: 
такимъ образомъ возникаютъ проценты на проценты, или такь назы- 
ваемые сложные проценты. По истечени второго года капиталъ уве- 
личивается въ той же степени, что и за предыдуций голъ. Капиталъ ‹” 
превращается въ капиталъ: 


(1+ р )—=« (1+2 о 
100 1007 ° 
по истечеши п лЪтъ наращенный' капиталь выразится суммой: 
‹ р И | 
| (1) 


Такимъ образомъ при указанныхь услошяхъ капиталъ ежегодно 
возрастаеть въ геомегрической прогресси. 

Если процентныя деньги причисляются къ капиталу не ежегодно, нс 
каждое полугоде или каждую четверть гола. или. вообще, по истечент 
каждой 1и-ой части года, при чемъ р по прежнему означаеть годовую 
процентную таксу, то по формулЪ (1) черезъь и лЁтъ наращенный капи- 
талъ выразится суммой: 


ит ®). 
) (2) 


= р 
С с( Е 100 т 


Если спрашивается, какой капиталъ черезъ и лЪть превратится въ 
каниталь (;, то найдемь по формулЪ (1): 


е—С( Ая то) р (5 


*) При равныхь прочихъ условяхъ сдфлка тЬмь выгоднфе для заимодавца, 
чфмъ короче промежутки, по истеченши которыхъ проценты причисляются къ капи- 
талу, т. е. чфмь больше число т. Однако. какъ мы увидимь впослфдств!и. съ возра- 
стаемъ числа т капиталъ (не возрастаетть безпредфльно. 
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либо по формулЪ (2): 
вк а. 
асе | () 


2. Вычислен!е ренты. Рентой называютъ сумму, которая имЪеть 
быть уплачиваема ?) въ равные промежутки времени, напримЪръ, ежегодно 
либо вфчно, либо въ течеше ограниченнаго перода времени. Положимъ, 
что по истечени каждаго года имЪетъ быть уплачиваема рента въ г рублей. 
Если рента не уплачивается, но накопляется и наращается процентами. 
считая по [р°/,. то какая сумма наростеть по истечеши п лфть? 

Чтобы отвфтить на этогъ вопросъ, замфтимъ, что первый взносъ 
нарастаетъ въ течеше п— 1 лЬтъ, второй—въ течеше н—_2 лЬтъ, и т. д. 
предпослфднйй взносъ приносить пропенты всего за 1 годъ, послЬлый 
взнось вовсе не успфетъ нарасти. Такимъ НН 


} 
первый взнось превратится въ ‚(1 вл / м 


второй .- а Гы + и 


предпослфднйй „ ” ни (1+ м ь 


послЬдНй —„ р и о 


Ввелдя для сокращеня обозначете 


1 = 5) 
Не В > ( 
получимъ ДЛЯ наращеннаго (окончательнаго) капитала лакое выражеше: 


Е а+а+е-+... 9), 


или, согласно $ 98, 


Е овен 
| ет 


Подставивъ сюда вмЪфсто ( выражеше изь формулы (5). получимъ: 


ь ‚100 - 
= и [1 +5) — } © 


Вычислимъ, какой капиталь 4 нужно отлать въ рость по р слож- 
ныхъ пронентовъ. чтобы по истечени и лбть получить ту же сумму УЕ 


"). Обыкновенно банкомь. кредитнымъ учрежденемъ или государствомъ. 


рт 
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По формулЪ (1) имЪемь 


Е= 4 (1+6) - 


Отсюда 


а (40) © 


Сумма эта называется наличной стоимостью ренты. Ее нужно 
уплатить, если желаютъ выкупить ренту 3). Чфмъ больше число п, 


—5. 
тЬмъ меньше число (1+ и) и тЬмъ менфе отличается капиталь „4 
оть суммы 100г/р, т. е. отъ того капитала, который приносить ежегодно 
г процентныхь денегъ, считая по р простыхъ процентовъ. 


*) Это значить: если нфкоторое учреждеше обязано уплачивать какому либо 
лицу ежегодную ренгу въ г рублей въ течене п лЬтъ, то оно можеть освободить- 
ся оть этого обязательства, т. е. погасить или выкупить ренту, уплативъ не- 
медленно сумму 4. Наоборотъ, получивъ ссуду въ А рублей, можно ее выилачи- 
вать. производя по истечени каждаго года срочную уплату въ г рублей. 


Книга 1. 
АЛГЕБРА. 


ГЛАВА Х/. 
Алгебраичееюмя уравненя. 


8 60. Цлыя функщи и ихъ корни. 


1. Въ области, содержащей всю совокупность введенныхъ нами 
чисель, заключаются н5когорыя особенныя числовыя системы, облалаю- 
шия замфчательными свойствами. Сюда относятся такъ называемыя алге- 
браическ!я числа. Первыя, съ которыми мы встрЪтились, и вмфстЪ съ 
гьмъ простфйния алгебраическя числа суть квадратные корни. Точно 
такъ же, какъ эти послБдНе получаются при рЪшени квадратныхъ урав- 
ненй, всЪ друпя алгебраическя числа суть результаты рфшеня уравненЁй 
высшихъ степеней. Прежде, чфмъ перейти къ ближайшему разсмотрфнтю 
задачи о рЫшенм уравненй высшихъ степеней, необходимо сдфлать общий 
обзоръ свойствъ цфлыхъ функшй. 

2. Подъ названемь цфлой функщЁи или просго функши мы ра- 
зумфемъ выражеще вила: 


И) = вм аа 2... а, ха, @) 


гдЪ 40, 41, @», -..,@, суть опредъленныя данныя числа, которыя назо- 


вемъ коэффишентами функщи 1; ! означаеть цБлое положительное 
число, а х есть знакъ, которому можно придать любое численное значе- 
не. При такихъ услошяхъ мы называемъ х перемфннымъ, а /[02) есть 
не что иное, какъ сокращенное обозначеше всего выраженя (1). Если @о 
отлично оть нуля, то число Н называется степенью функщи 5). 
Нфть необходимости, чтобы коэффишенты были рашюнальными 
числами. Они могутъь имфть ирращюнальныя и даже комплексныя зна- 
ченя. ы 
ВмЪсто знаковъ а, х, |, конечно, можно употреблять и другЯ буквы; 
однако, для обозначеня коэффишентовь мы будемь предиочтительню 
унотреблять первыя строчныя буквы латинскаго алфавита: а. [, с, лля ие- 
ремыниыхь— послЬдня буквы х, у, $) Б лля сокращеннаго обозначен 
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функшй будемъ пользовать буквами , Ф; фа также и Е, Ф, 4. 

3. Цьлыя функши можно складывать, вычитывать и умножать по 
тЪмъ же правиламъ, по которымъ эти дЪйствя совершаются надъ поли- 
номами. Результатами этихъ операшй будутъ также цфлыя функщи. При 
этомь члены съ одинаковыми степенями х собирають въ одинъ членъ, скла- 
дывая коэффищенты, затфмъ всЪ вновь полученные члены располагаютъ въ 
рядъ по восходящимъ или нисхолящимъ степенямъ х, начиная справа или 


слфва. Такь напримЪръ: 


(ав ах -На,) бы -Ьх ох = 
— азбох8 Е (ава Е а.) -- (ао, Е ава аб) 
* а - а аб (а1бз + а.в)х - аз 


Если перемножимъ двЪф функщи п-той и т-той степени /(\) = 
—=@^-+..., ФФ = ох” --..., то произведеме (^)Ф(), будучи 
расположено указаннымъ образомъ, начнется съ члена Чобох”". Это за- 
мфчаще даетъ право сказать, что степень произведения двухъ цфлыхъ 
функщй равна суммЪ т-Е п степеней производителей. 

4, ЛвЪ функщи (х) и Ф(х) называются равными (точн5е тожде- 
ственными} только въ томЪ случаф, если онф одной и той же степени 
и если коэффищенты при одинаковыхъ степеняхъ въ одной и въ другой 
имфютъ одинаковую величину. При этихъ условяхъ для любого числен- 
наго значейя перемфннаго х об функши имфють одинаковыя числен- 
ныя значеня. 

Совершенно другое значене иметь равенство двухъ функщй 
/<©) = (<), если оно справедливо только при н$фкоторыхъ особенныхъ 
знаненяхь х. 

Въ то время какъ, съ одной стороны, равенство (х)=0, если мы 
его понимаемь въ первомъ смыслЪ, требуетьъ, чтобы коэффищенты 
а 4, - --› @н ВСЁ были ‘равны Вулю:— можно со другой стороны, искать 
такихь значенй х == л., которыя обращаютъ 1^) въ нуль, не смотря на 
то, что не всф коэффищенты @ъ, 41, .--›@, НУЛИ. Такое значене х, называ- 
ется корнемъ функщи /@) или еще корнемъ уравненйя Их) =0. 
При такой постановкЪ вопроса Хх въ уравнени й (х) = 0 называется неиз- 
вЪстнымъ, для котораго мы ищемъ опредЪленное значене 2. 

У Б. Если коэффишенты ах, 44, -...@, суть вещественныя числа, то 
1%) называется вещественной функцщей. Если вещественная функщя 


имфеть мнимый корень х, = «-- Вг, то 
а, (а нЕ г)» Н Ч (< -- в: т ие АН ее Ч (© =: В) Е а 0. (2) 


Отсюда слфлуеть ($ 44, 5), что 6сли мы вездЪ замфнимъ т черезъ 7, 
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то равенство не нарушится: 
Ч0(&—31° а (х— Ве... Ра, (Виа, 0, (3) 


т. е. х’-= а—В{ также есть корень функши /(х). Этоть выводъ мы фор- 


мулируемъ въ видЪ слБлующей теоремы: 
Каждая вещественная функщя можетъ имфть только пар- 
ные мнимые корни, при чемъ каждая пара состоитъ изъ двухъ 


сопряженныхъ мнимыхъ чиселъ. 


8 61. ДЪлене иълыхь фунюмй. 


1. Листья надъ цфлыми функщями представляютъ болыное схол- 
ство съ дфйстыями въ области рашональныхъ чиселъ. Особенно интерес- 
ны въ этомъ случаф правила дЕленя. 

Пусть 


а о (1) 
Фо м -Е "Е... и-Ь, 


двЪ функщи степеней н и т, такъ что 4% и В, не нули; предположимь 
что ИР. 

Говорятъ, что функшя /(х) дфлится на Фф(\х), если суще- 
ствуетъ цфлая функшя (4), удовлетворяющая соотношен!ю 
Ко = 9) 90. 

По $ 60, 3 О(х) должна быть (н— т)-ой степени; чтобы не ис- 
ключать того случая, когда т==и, мы будемъ подъ назвашемь цфлой 
функщи нулевой степени разумфть число, отличное отъ нуля (не-, 
зависящее, слфдовательно, отъ х). 

Чтобы ближе разсмотрфть вопросъ о дфлимости цфлыхь функшй по- 
ложимъ 


О у) === фо" + С те те: Е О эп 41 А Е и 12} 


ДалЪе коэффишенты произведеня ф(х) ()(х` приравняемъ соотвфтству- 
ющимъ коэффищшентамъ У» начиная съ а. Это дастъ слфдующия равен- 


ства: не 
Чо — Род» 


41 — бод Е Рад, 
Ч, — Род 9 АН,» 


о ы кв 


И в ое Ь, т 3) 


Составить эти равенетва очень легко: нужно обратить внимане 


(3) 
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только на то. чтобы въ выражеши а, сумма индексовъь при ри бд: 
ГЕ Ё, была равна У, и прибавлять слагаемыя до тЪхъ поръ, пока зна- 
чекь { при В не превысить т. 

Мы получили систему н_т- 1 уравнешй первой степени, изъ ко- 
торыхъ могуть быть опредЪлены и— #1 -{ 1 неизвЪстныхЪ (05 41- - + Чит. 
Конструкщя этой системы дфлаеть ее очень удобной для разршеня; изъ 


ь [1 й 
перваго же уравненя находимь о — ь- Зная о» ИЗЪ второго уравненя 
Ю 


9.— в 1100 — @ р 
1 ‚о — а Тит. д Вь знаменатель бу- 


легко находимъ (= : 
о [И 
дуть всегда степени числа ро. которое. по предположению, отлично оть нуля” 
Если о» 91». --› Чи опредълены изъ равенствъ ‹3), то коэффи- 
цщенты ‘при 50 И.А” ов произведен ви Фф(х) (О(х) совпадаютъ съ 


соотвфтствующими коэффищентами (м). Разность Е ф'х) О(х) есть 
цфлая функщя 


Кох) РЕ пож" -- т ее Я ее Е х в Ри! (4) 


степень которой не выше т— 1. №(х) можеть быть и низшей степени, 
если № -—=0О или Ро и К равны О ит. л. Итакы: 


Ао =Ф@®) Ом -Е Кол. (5) 
Операщя эта (т. е. нахожлене функши ()(х) и К х’) называется дф- 
лемемъ Дх, наф(х); <) называется дълимымъ, 4х} дфлите- 


лемъ, ()(х\— частнымъ и Ю(\— остаткомь. Если функщи (хи 
ф(х) ланы, то (0х) и К х} однозначно опредЪляются тфмъ, что степень 
РС! должна быть ниже степени ф(х'. 

Вопрось ставится совершенно такь же, какь при дфлени цфлыхь 
чисель съ тою разницей, что не численная величина остатка должна быть 
меныне дфлителя. а степень остатка должна быть ниже степени дфлителя. 
Вычислене можно расположить совершенно такъ же, какъ при дфлени 
десятичныхь чиселъ. Покажемъ это на примфрЪ; пусть 


ах) = 338—555 -2х- 8, 
И 22—55 
А-З — 52—88] 2х — 5 = 34? —Зх-- 16 
3-65 — 15%. 
— ЗА 10-4 2х 
33 62 15х 
16° — 13х— 8 
16? {32 х — 80 


— 45-72. 
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Въ ланномъ случаф ()(х)= З^"—Зл-| 16, а К(х) = —45х-{ 72. 
2. Функшя [(х) дълится ина 9С) вь томъ и только въ томь 
случаЪ, если остатокъ №(х) тождественно равенъ О, т. е. если 


== Ок = 


т—1 


Чтобы пояснить это на примЪрф, положимъ: 


1) = 44 8 — 42 —х 1. 
фо = хп 
тогда получимъ: 


м АЗ — А АЕ а а Г 


3. Дълеше совершается особенно просто, если дфлитель предста- 


вляеть собой функшю первой степени или, какъ таковую часто называ- 
ютъ, линейную функцпо. Возьмемъ дЪфлителя Ф(^) въ форм хх: 


въ такомъ случаЪ въ равенствахъ (3) нужно положить А 
Для опредфленя коэффищентовъ  получаемъ равенства: 
Ч — де, 
Ч — 1, бд, 
Ч. — 7, = 90, р 
Ч, Гоа 9, ит 20, 2’ 
откуда находимъ: 
о — о» 
1 — Ч + Ч, ь 
(6) 


2 — 00? : (1% Ч. - 
] в: 


Е Пе Не 
Остатокъ будетъ нулевой степени, т. е. не будеть зависфть оть х. 


Можно легко опредфлить его значене; для этого достаточно въ равен- 


ство /(х) = (х—х) 0(х) -{ К подставить © вмфсто х; тогда(х —@) 0 (<) =0, 
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и, слфдовательно, № — /(%). Итакъ, 
Их) = &—® 9-Е /@. 


Если /() = 0, то /(х) длится на х—@; мы получаемь такимь 
образомъ теорему: 

Функщя (м) тогда и только тогда дфлится на х—@, если 
х есть корень функщи [(х). 

4. Если не‘только /(^), но и ()(х) дфлится на х- @, такъ что 
()(&) —=0, то }(х) льлится на (х—@)?. Согласно формуламъ (6). 


О = |. Ра. = 
— паза" 1 (п — ао -(и— 2) З-... 20, а 9. 


Функщю 


Ро) = пали — Пал... 22а, ха, 


называють производной отъь функщи /(х). Мы видимь, такимъ обра- 
зомъ, что 


Е 


Итакъ, необходимое и достаточное услоше дЪлимости функщи /(х) 
на (х— 9)? выражается двумя равенствами: /(2) = 0 и /”(5) =0, или въ 
словахъ: 

Функщя (>) въ томъ и только въ томъ случаЪ длится на 
(х 2)]2, если @ есть обиИЙ корень функшн Е и ея произвол- 
ной /”(х). 

5. Если л, есть корень функщи }{(х), то можно положить {(^) = 
у хи (х), гдЪ /,(х) есть функщя н—1 степени; изъ соотношены 
(3) слфдуетъ, что высшая степень {1 (^), т. е. х” 1, имфетъ тотъ же ко- 
эффищенть. какь х” въ {(х). Если /(х) имфеть корень х,, то мы мо- 
жемь положить /+(х) —их— м. /(х) и т. д. Если всф полученныя та- 
кимъ образомъ функши /+, /», 3 ,...- имфють корни, а послфдняя изъ 
нихъ /_, (^) = &(х—х,), то 


со) =а(х— 1) (хм)... и—х,). (7) 


Отсюда слфдуетъ, что функщя н-ой степени никогда не 
имфеть больше п корней. 
Дъиствительно, если /(х) иметь п корней х,, х.,.-.-,Х,. ТО № 


в 


*) Чтобы это получить. мы умножаемъь обЪ части перваго изъ равенствъ (6) 
на а”, второе равенство на &и—1 и т. д., а зат6мъ складываемь оба равенства. 
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должно быть корнемтъ функщи Д (С), хз корнемь функшй № ит. д: 
при этомь, какъ мы видфли, имфегь мфсто разложене (7). Если поэтому 
@& есть какой нибудь корень функши И то должно имФть мфето равен- 
ство: : 
(2—1) (% —^.)...(&—д,)=0, 
что возможно только въ томь случаф, если @ есть одно изъ чиселъ 
А Ак еьо Мн. 

Если вь какомъ нибуль частномъ случаЪ окажется, что иБкото- 
рая функщя Н-той степени 


Лоо = ох" + и... а, 
обращается въ нуль больше, чфмь при и различныхъ значеняхь х, то остает- 
ся только заключить, что всЪ коэффищенты аб, 1, 4,..., @, суть цули и 


что такимь образомъ /(х) тождественно (при всякомъ значени хХ) равно 
нулю. Нашь выводъ мы можемъ выразить гакъ: 

Если число значен!Й независимаго перемфннаго хм, при ко- 
торыхъ функц п-той степени отъ х обращается въ нуль, пре- 
вышаетъ п, то эта функшя тождественно сводится къ нулю. 

Въ этой формулировк% теорема будетъ часто служить основашемъ при 
доказательствахъ дальнфишихь теоремъ. 


6. Въ ряду чиселъ л., м, ..., х, входящихь въ разложеше (7), 


из 
одно и то же число можеть повторяться н\Ъсколько разъ. Функшя /©^) 
и въ этомъ случаЪ разлагается на п линейныхъ множителей, но число ея 
корней меньше и. Чтобы установить единообразе въ способЪ выраже- 
ня, и вь этихъ случаяхь говорятъ, однако, что функщя 1%) иметь п 
корней; мы получимъ эти н корней, если будемъ считать нБкоторые кор- 
ни нЬсколько разъ; именно: каждый корень мы будемъь считать столько 


разъ, сколько разъ соотвфтствующий множигель (х—\,) входить въ раз- 
ложенше (7). Мы имфемь тогда дфло съ такь называемыми кратными 
корнями; согласно пункту 4, х; есть кратный корень функши (х), если 
онъ представляеть собой общй корень функшй У и ГС. 


$ 62. Обийй наибольший дълитель. 


1. Если двЪ цфлыя функщи УС) и / ©), которыя мы иногда бу- 
демъ обозначать короче черезь [и /1, имыюгь обще корни, то онЪ 
имфють также и общаго дБлителя. Въ самомъ дЪлф, если 0бЪ функщи 
имфють общ корень х., то об дЬлятся на линейную функцю х -х;; 
функщи /(х) и /1(\) могутъь имфль общихь дЪлителей и болфе высокихъ 
степеней. Если |(х) и /,(х) не имъють общаго дЪфлителя, а слфдователь- 
но, и общихь корней, то таюя дв функщи называются взаимно про- 


Веберъ, Энцикпоп. элемент. алгебры. 15 
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стыми или первыми между собой. 

Такъ какъ дфлене иблыхъ функшй совершается по тёмъ же прави- 
ламъ, какъ и дёлене ифлыхъ чиселъ, то мы можемъ примфнить ЕвклидовъЪ 
алгориемъ для опредфлешя общихъ дфлителей двухъ функщй ($ 15). 

Пусть / и з двф данныя функщи степеней и и ма, и пусть И >27 "1. 
Посредствомъ дфленй ($ 61) можно составить рядъ функшй /», /з. --. 
убывающихъ степеней и», Из)... И рядь частныхъ О ре а: 
кимь образомъ, что 


Л (1) 


Этотъ рядъ равенствъ можно продолжать, пока можно дфлить | 
на /,. Такъ какъ степени Да» [в - - - Постоянно убываютъ, то въ концЬ 
концовъ дфлене должно прекратиться. Пусть два послфдня равенства въ 
ряду (1) будуть: 

И = С еее о * 
= = СА 


Точно такъ же, какъ при цфлыхъ числахъ, можно заключитв, что Не 


(2) 


есть дФлитель всфхь предыдущихъь функщй |, фр ава буагь визы 
и что каждый обийй дфлитель функшй [и /л, долженъ быть также дфли- 
телемъ функшй /», ия — Поэтому }, называется общимъ наиболь- 
шимъ дфлителемь функши }и / (при чемъ слова „болыне“, „меньше“ 
относятся, собственно, къ степени дФлителя). 

Обиий наибольшЙ дФлитель т, можеть оказаться функшей нулевой 
степени, т. е. можетъ представлять собой число, отличное отъ нуля и не 
зависящее отъь х: въ этомъ случаь Ги } суть функШи первыя между 
собой. такъ какъ на постоянное число дфлится всякая функцЯ. 

2. Итакъ, обний наибольший дЪлитель двухЪ функщй можетъ 
быть найденъ съ помощью четырехъ дъйств!й (т.е.съ помошью ра- 
ц!ональнаго вычислен!я) надъ коэффищентами данныхЪъ функций. 

Мы можемъ также съ помощью рашональнаго вычисленя рышить, 
имфеть ли функшя кратные корни, нахоля общаго наибольшаго дФлителя 
функщи /(х) и ея производной 6). 

Возьмемъ примфръ: 


ое 
Роз == Ва { 2. 
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Вмъсто /(х)= 2(3^5 — 54 -- 1) мы можемъ взять за перваго д%- 
лителя фупкщю /+(х) = 38 —5л'- 1, которая отличается отъ Ув) 
голько числепнымь множителемъ. Первое дфлене даетъ: 


1 1 5 
= (К) — — (*— 3—2). 
Ио = (3 ь } 69 а (8—2) 
За второго дБлителя |, мы можемь взять ^4—3Зх— 2; мы получимъ: 


= вхо 9—5 — 1). 


Третье дфлеме на /-—=^?— х— 1 заканчиваеть вычислене: 


а - 


Итакъ, ^?- х—_1 есть обиай наиболышй дфлитель икщшй ГС 
5) у Е 
и /'(\). Легко обнаружить, что 


А = —х— 1}, 


если произвесги умножене въ правой части. 

3. При помощи Евклилова алгориема можно получить ръшеше слф- 
дующей задачи. 

Даны двЪ цфлыя функши /(х) и С), первыя межлу собой; 
требуется опредфлить дв друмя цфлыя функщи [(х) и 2 (С) 
такимъ образомъ, чтобы 


Р®/о) + Вр = 1. (3) 


Замфтимъ сначала, что задача не мфняется существенно, если съ 
правой стороны (3) вмЪсто 1 будеть другое число с, отличное отъ ну- 
ля, такъ какъ въ этомъ случаф, чтобы получить равенство (3), достаточно 
коэффищенты функшй ЁР(х) и Ё,(х) раздфлить на с. 

Чтобы найти [и Ё, воспользуемся формулами (1) и (2), въ кото- 
рыхъ, при взаимно простыхъ / и /\, функшя . будеть числомъ, отлич- 
нымъ оть нуля. Если теперь первое изъ равенствъ (1) разршить отно- 
сительно |, и подставить полученное выражеше во второе и третье ра- 
венства, затБмь второе разрышить относительно [з и полученныя выра- 
женя подставить въ два слЬдующя, и такъ продолжать до конца, то 
предпослфднее изъ равенствъ (2) дасть требуемое соотношене вила (3). 

Чтобы показать это на простомь примЪрЪ, положимъ: 


У =м—х—в дем аы 
ммм 1=ме-+о-м+2); 
я 1=е@ +2) х--2 45. 
Помножимъ первое равенство на х—2 и сложимь со вгорымъ; 


15" 
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тогда получимъ: 
(мхи (м1 (3—х=5. 


Отсюда Е(х)=х—2, ЁР(х)=3—х. 
При томъ же предположени, что [и в. суть функши взаимно про- 
стыя, можно всегда удовлетворить равенству 


Ед Ко + Вр - ФО, (4) 


гдф Ф(х) есть любая цфлая функщя. Нужно только равенство (3) умно- 
жить на Ф(х) и затЬмъь вмфсто Е(х)Ф(х) и ЕС) Ф(®) написать 


Еф и Е. 


$ 63. Приводимыя и неприводимыя функции. 


1. Положимъ теперь, что въ ЦФлой функщи и-той степени 


= ах ах" о не Ура; а. аа, (1) 


коэффищенты 4,..., а, суть цфлыя числа. 


Если @ не нуль, то розыскане корней функши (1) можно привести 
къ случаю а, = 1. ДЪЬйствительно, помножая функию (1! на 45” \, по- 
лучимъ: 


не Со а С ме 


Если далфе положимъ: 


би-= у паев 
на = 9), 
то 
фо = В"... НВ, (2) 
гдф фа, 6,..., 6, цфлыя числа. 


Корни функщи 1) получатся, если каждый корень функщи ф(у) 
раздфлимъ на 4%. 

Мы займемся прежде всего вопросомъ о томъ, каюе ращюональные 
корни можетъ имфть функщя ф(5’). Если р/ф есть корень функши Фф(у), 
гдЪ риа суть цБлыя числа, которыя мы можемъ считать взаимно про- 
стыми, причемъ 0 > 0, то должно имфть м$сто соотношене: 


и. ыы 


отсюда слфдуетъ, что р” должно дФлиться на 4, что возможно только 
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при 4 ==1, такъ какъ ри 9 суть числа взаимно простыя. 
Рацщ!ональный корень функц и ФО’) необходимо долженъ- 
быть цфлымъ числомъ. 
Если р есть такой корень, то 


ра... + в В-Ь, == 0, 


откуда слФлуетъ, что р, должно дфлиться на р. 

Итакъ, чтобы рфшить, имфетъ ли функция $(9) рацтональ 
ные корни, нужно найти всфхъ дфлителей числа р, и каждый 
изъ нихъ съ положительнымъ и отрицательнымъ знакомъ подста- 
вить для испытан!я въ ф(у) вмЪсто у. Если р есть одинъ изъ 
этихъ дфлителей и ф(р) =0, то р есть ращональный корень 
функщи Ф(у), а р/а, ращональный корень функщи {(х). 

При этомъ $(5') длится на у- ри результатъ дфленя, опредфляе- 
мый равенствомъ 9079 —= ('—рР)ф, (9), есть функщя ф.(), коэффишенты 
которой также представляютъ собою цфлыя числа. Такъ напримфръ: 


И 


имфетъ дфлителя У--1; производя дфлеше, получимъ: 
21 = (и — 1) (3 — 32 —Зу— 1). 


У 2. Функщя (>) съ цфлыми или только съ рац1ональными коэф- 
фишентами называется приводимой или разложимой, если ее можно 
разложить на два множителя Д(х) и о. изъ которыхъ каждый дфИ- 
ствительно содержить х и коэффищенты которыхъ также ращональны. 
Если такое разложеше невозможно, то 5) называется неприводимой 
или неразложимой функшей. 

Не существуеть общаго признака для различенмя приводимыхъь и 
неприводимыхъ функщИ точно такъ же, какъ не существуеть такого 
признака для различеня простыхъ и составныхь чиселъ. Остается въ 
каждомъ случаЪ пользоваться частными пр!емами, т. е. производить ис- 
пытаня, число которыхъ можетъ быть значительно сокращено методами, 
теор чиселъ. Такъ напримфръ, 


УСО — Одежда - 653 4 852 — 8х— 8 — 
(8 — 242 2) (83—44 


есть функщя приводимая. 

` 3. О приводимости цфлой функщи съ цфлыми коэффищентами су- 
ществуеть общая теорема, частнымъ случаемъ которой является предло- 
жене о рашональныхъ корняхъ (п. 1). Теорема эта, доказанная Г ауссомъ, 
заключается въ слЪъдующемъ. 
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Если функщя 


= аа" ал" * а, 


съ цфлыми коэффищентами (,. 4. ‚ а, разлагается па множи- 


телей: 


р) = мм |... 
фе" Е але -.. Е с» 


при чемъ Е бе, ба ращ1ональны, то какъ коэффи- 
шенты р;, такь и коэффишенты с; должны быть цфлыми чи- 
слами. 

Такь какь мы предположили, что функщя [ разлагается на множи- 
телей фи 1], то, выполняя умножеше фу —/, получимъ, съ одной сто- 
роны, услове: 


ии, 


а сь другой стороны: 


АЛ 
а = с, (3) 
= Вов ов с. : 


Законь составленя этихь равенствь очень простъ: въ каждомъ изъ 
нихь въ каждомь членЪ правой части сумма индексовь при рис рав- 
на инлексу при 4 въ лфвой части. 

Исходя отсюда, мы докажемь нашу теорему отгъ противнаго слЪ- 
дующимь образомъ. 

Прелположимъ, что р, ..., р, не цблыя числа Въ такомъ случаЪ 


мы можемъ ихь представить въ видЪ: 


о 
ПА 


при чемъь В, ... В, суть цфлыя числа, не имфьющ общаго всфмь ДЪ- 


лителя, а Во больше 1. ВмЪфст6 съ тфмъ всЪ коэффищенты си, ©. -:.>С 


замфняемъ черезъ 


при чемъ ифлыя числа С,..., (С, также не имъють общаго дфлителя; 
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относительно (5 мы не дфлаемь ограниченй, такь что (‹ можетъ быть 
и равно 1. 

Выбираемъ произвольно одного изъ простыхъ множителей числа Во 
скажемъ р. По предположенйо, р не можеть входить ни во всф числа 


Во-..., В» ни во всЪ числа Са: С В, первое изъ чиселъ 
В, а Сь первое изъ чиселъ (7, которыя не дфлятся на р. 
Тогда: 
ал В, , всЪ дфлятся на р, В, не дфлится на р. 
С С: : (4) 
я С ь Е ы в 


р не можеть быть нулем ь, К же можеть оказаться равнымь нулю, если 
уже (4% не дфлится на р. 

Возьмемъ теперь изъ равеиствъ (3) (-- №)-тое и, помноживъ объ 
его части на Вь(у, напишемъ его въ такомъ видф: 


Вод — В.С, - В Сьн и: Сыр тв 
Е В О ег В; и. в г % 


При # —0 рядь, стоящй во второй строкф, сводится кь нулю. 
ДалЪе, такъ какъ а, к есть цфлое число, то лфвая часть дфлится на р. 


Правая часть не дфлится на р, такъ какь В, С, не дфлится на р, а осталь- 


ные члены 


Ве С 


‘кр 


Ве ИВ Е С 


дфлятся на р. 

Итакъ, допущеше, что коэффишенты ри с не представляютъ собой 
цфлыхъ чиселъ, привело насъ къ противорЪфчйо; теорема такимъ образомъ 
доказана. 

4. Изъ предыдущаго вытекаетчь общая теорема о неприводимости 
цфлыхь функшй съ цфлыми коэффищентами; она принадлежитъ Айзен- 
штейну (Е15епзеш). 


Если коэффищенты а,,..., и, функщи н-той степени Е) 
суть цфлыя числа и всЪ дфлятся на простое число р, а послфднИ!Й изъ 
этихъ коэффищентовъ а, не дфлится на р, то функщя о) не- 
приводима; при этомъ число О мы считаемъ дфлящимся на вся- 
кое первоначальное число. 

Чтобы доказать эту теорему, положимъ, что функщя 


ИВ)" Е т —- 05% 2 Е А -- и а, 
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разлагается на двБ функщи: 


фед = хр Ех... И 
оао ереибанх фор" —^ Ч... сис, 


Если коэффишенты 6,,.... 6.) с, -.-, С, Рашональны, то, по те- 
оремф пункта 3, они прелставляютъ собой цнфлыя числа. Произволя умно- 


жене, получаемь рядъ равенствь, которыя располагаемь теперь въ обрат- 
номъ порядкБ: 


Ч, == р 
На. 
Ч, 2 Е р, Со - ЕТ би. 1 нЕ оба (5) 


а, == Ь, ( .—и + Ь, 1 риа + ы + [2 Я + С, 


Непосредственно эти равенства имфють мЬсто ливь въ предполо- 
жеши, что у > м; чтобы распространить ихь и на случай У= в. доста- 
точно положить (,==1, а всЪ с съ отрицательными индексами равными 
нулю. 


Если а, длится на р, но не дфлится не р?*, то изъ равенства 
И № слфдуетъ, что одинъ изъ сомножителей чибо ны либо с,, ска- 
жемь 6. длится на р, а другой с, не дфлится. Но такъ какь числа 
[3 
| 


дъляющее п. находится противорЪчи сь нашимъ п едположен1емъ, такь 
гз ? 


.,а, длятся на р, то изъ соогношенй (5) слфлуеть, что и числа 


и—1°” 


ивр...» 6: длятся на р; въ такомъ случаЪ нослфднее равенство, опре- 


какъ изъ этого равенства слфдуеть, что с, тоже дфлится на р. Теорема 
доказана. 


Изъ этой теоремы вытекаеть, напримвръ, неприводимость функши 
5-ой степени: 
О ЕЕ в (6) 


5. Вволя новую перемфнную., можно каждую функшю упростить, 
а именно, уничтожить членъ, содержаний х въ нп 1-ой степени. 
Дъйствительно, по формулЪ бинома 


2 = 1 2 
Чо (^+ и) == вох*- а. Е О +...; 


по 21 в 


если теперь положимъ: 


ДЕ (7) 
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то Хх”? л8,... будуть функщями (н—2)-ой, (п -3)-0й,... степени 
оРь ура 


До) = Рак... а, 


будеть цфлая функшя п-той степени оть у вида 


ф (у) — Фу" -- аа —- в + р, 1}, 


гдЪ коэффишенты р выражаются ращонально черезъ коэффишенты @. На- 
примфръ, при п =3, @&==1: 


= 3 а. фа, ха, 
а 91 
ы = ны 3 з 


о (в— ау 2, 
` 6. Обций наибольший дфлитель двухь функшй /(х) и Е(х) сь ра- 
цональными коэффишентами, какъ видно изъ алгориема $ 62-го, иметь 
также рашональные коэффишенты. Поэтому, если функшя Са непри- 
водима. то могуть быть два случая: либо Ё(х) дфлится на {(х), либо 
Нах) и Кл, суть функщи первыя между собой ?). Въ послфднемъ слу- 
чаЪ онЪ ‘не имфють общихъь корней. Эти соображеня даютъ теорему, 
особенно важную въ теор уравненй. 

Теорема. Если неприводимая функшя /\х иметь обиий ко- 
рень съ функшей РА (х). то нослфдняя дЬлится на {(®) и всЪ корни 
функщи /(х) представляютъ собой также корни функщи Ё(х). 

7. Понямемъ о приводимости и неприводимости пользуются, однако, 
и въ боле широкомъ смыслЪ. 

Неприводимая функщя можеть разлагаться на множителей, которые 
въ своихь коэффищентахъ, кромф ращональныхъ чиселъ, содержать опре- 


дфленныя иррашональныя числа, напр. /-1, или /2, или, вообще, какой ни- 

будь квадратный корень; друмя функши могутъ оставаться неразложимы- 

ми и при допущенйи такого ирращональнаго числа. Введенемъ такого 

рола иррашональностей образуется числовой комплексъ, въ которомъ 
а 


') Такъ какъ соотношене (7) даеть ао 
и 
© 


2—1 
Ча ) 
то 


т и 
ах" + м-р. - «1 = "+ + = 
о 


и] 


оу" — луна | а: у—1 | бут, , аут... 
2) Это вполыЪ аналогично слфдующему свойству цфлыхъ чиселъ: если / есть 
простое цфлое число, а Р есть другое цфлое число, то Е либо дфлится на /, либо 
представляеть собой число, простое относительно /. 
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могутъ быть выполнены всф ращшональныя дЪйстня, кромф дфленя на 
нуль. Отсюда видно, что этотъ комплексь въ нашемъ вопрос будетъ иг- 
рать такую же роль, какую до введеня этой иррашональности играла об- 
ласть рашональныхь чиселъ; мы назовемь сю поэтому областью рацто- 
нальносги. Присоединеше иррашональнаго числа къ рашональнымь мы 
будемъ называть пр1общен1емъ ирращш1ональности 3). 

Такъ. функщя м -1 ненриводима въ области рашональныхь чи- 
селъ, но, напротивъ, приводима при прюобщенм числа [= | — 1. такь какь 
=. 

Функшя ^“ 83 -—8 дфлается приводимой по прюобщени ради- 
кала ИЗ, дЪйствительно: 


№1 В 8 
ыы Зее В, 48-2 О 


Часто намь придется пробщать не одиу ирращшональность. а иф- 
сколько. Такъ, функщя х4 — 2? 2 остается пенриводимой по нпр1об- 


щен радикала У2, но дфлается приводимой, если мы прюбщимь еще ир- 
ращональность 2 Зуи: 


а 2 (Ур 2 их Иа Изыеузы-- УЗ). 
Теорема 6 справедлива и при обобщенномь понятми о приводимо- 
сти: 


5 

Если коэффищенты функцай Р(х) и (Хх) принадлежатъ какой 
нибудь расширенной области ращональности. а функщя /(х). 
неприводимая въ этой области. имфетъ обиИй корепь сь функ- 
щей [(х), то Г(»\) длится на /(^). 


*) Поняце объ области ирращональности играетъ такую важную роль и вь 
такой мЪрЪ необходимо для понимашя главы ХХ, что мы считаемъ необходимым 
остановиться на этомъ понятми значительно подробнЪе. 

Подь областью рац!ональности (ио Кронекеру) или числовымъ корпиу- 
сомь (ХаШепкбгрег, по Дедекинду) разум5ють числовой комплексъ, обладающй тфмъ 
свойствомъ, что производство каждаго изъ четырехъ ариеметическихъ дЬйств надъ 
любыми двумя числами этого комплекса (конечно. кромБ дБлешя на нуль) приводитъ 
къ числу того же комплекса. Этимъ свойствомъ обладаютъ: комплексъ (В) всБхъ ра- 
шональныхъ чиселъ, комплексъ всЪхъ вещественныхь чиселъ, комплексъ всЪхъ ве- 
щественныхъ и мнимыхъ чиселъ. Но и помимо этого сушествуетъ множество число- 
выхь комплексовъ, обладающихъ г6мъ же свойствомъ. Такъ напримфръ, совокупность 


всБхь чиселъ вида «-- 51’2, гда и 2 суть любыя ращюнальныя числа, обладаетъ 
указаннымъ свойствомъ и потому образуетъ область ращональности; дЪйствительно, 
сумма, разность, произведеше или частное двухъ чисель этого комплекса есть 


число того же комплекса: 
@«УЕВУ2) + (Е у2) = аа) оз то, 
(Еве) = (2) + (ай оп) т, 


ар} 2 ма’ жд (еь а’) у о. 
ЕМУ ао 2 8 ды , 


(такъ какъ ч’и К’ суть рашональныя числа, то знаменатель 4’? — 9}”* не можеть 
быть нулемъ, если а’и {" не обращаются совмЪсгно въ нуль). 

Замфтимъ, что въ составъ каждой области ращональности входить область А 
всБхь ращональныхь чисель. ДЬйствительно, если въ составь нфкоторой области 
рашональности входить число а, то въ составъ ея, согласно опредБлению, входить 
также число «Е а поэтому въ составъ этой области входять также числа: 
1-1 —=2, 2-- |1 =Зит. д., т. е. всъ цБлыя числа; отсюда. въ свою очередь, 
слБдуеть, что въ сосгавь области входять и всЪ дроби. 

Положимъ тенеръ, что мы имБемъ нЬкоторую область ращональности Р 
Пусть = будетъ число, этой области не иринадлежашее. Присоединимъ тенерь кь 
области Р всЪ числа, которыя мы можемь получить нутемъ производства раию- 
нальныхъ дЬйств надъ числами области Ри числомъ =. Ясно, что этимь путемъ 
мы получимъ новую область рацюнальности, которую мы будемъ обозначать черезъ 
Р (=). Эготь процессъ образовашя области Р(=) изъ области ? и называется пр:!- 
общен!емъ ирращ1ональности = кь области Р. 

Такь напримБръ, производство ращональныхь дЪЙйстЙ надъ рашональными 


числами и числомъ 1/2 всегда приводить къ числу вида о Ву, гда нь 


суть рашональныя числа. Поэтому область, содержащая всЪ числа вида а 4 62 
гдБ а и В суть рашональныя числа, прелставляеть собой "результагь прюбщеня 
числа И2 къ области Ю. Точно также совокупность всфхь комплексныхъ чиселъ 
есть результать иробщенйя числа : къ области вещественныхь чиселъь. 

Положимъ теперь, что Р есть нБкоторыя область рашональности, а /(х) есть 
цфлая функшя. коэффищенты которой принадлежать этой области; въ такомъ слу- 
чаь говорятъ, что функшя /(х) принадлежить этой области. Такь, функшя 
х -2х--5 принадлежить области В функщя м 2хи2--3 12 приналле- 
жить области К(\/2). ; . 

Функшя, принадлежащая нфкоторой области рашоюнальности, пазывается ири- 
водимой въ этой области. если она разлагается ия множителей, принадлежащихъ 
той же области. Вь противномъ случаБ она называется неприводнимой въ этой 
области. 

Функшя, неприводимая въ иЪкоторой области, можеть сдфлаться приводимой, 
если мы расширимь область путемъ прюбщен я н5которой иррашональности. Такъ, 
функщшя х* — 2, принадлежащая области №. неприводима въ этой области; но если 
мы прюбшимъ къ этой области 2, го въ обласги №12) функшя разлагается на 


множителей х 12 их т2 Эта идея выясняется въ текстЬ на другихь 
примЪБрахъ. 


ГЛАВА ХИ. 
Основныя теоремы алгебры. 


$ 64. Симметрическя функщи. 


1. Условимся разумфть подъх,, х.,..., х, совершенно произволь- 


ныя (неопредфленныя, перем$нныя) величины. Какъ мы видфли въ $ 61, 
можно составить функшю И-той степени 1%, корнями которой булуть 
эти п величинъ; 


Ко =и—х) (и —х)...(5—х,) (1) 


и есть требуемая функщя; коэффишентъ при высшей степени х мы полага- 
емь равнымъ 1. Располагая /(х) но степенямъь х, получимъ: 


Я реа рее рей, (2) 


гдЪ: 
— @з = Ух, Ха, (3) 


г. е. -а, есть сумма всфхъ величинъ х,, 44--сумма произведешй этихъ 
величинъ по двЪ,—0.--сумма ихъ произведенвй по три и т. д., нако- 
нець +-а, есть произведене всфхь х, (ср. $ 55). 

Итакъ, коэффищенты функщи Их) можно выразить рац!о- 
нально черезъ ея корни. 

Суммы, стояния въ правыхъ частяхъ равенствъ (3), т. е. сумма всфхь 
Хх» сумма ихъ произведешй по два, сумма ихъ произведен по три ит. д. 
суть симметричесюя функщи отъ х:, х.,..., №,; это значить, эти фун- 


кщи не мЬняются, если какимъ либо образомъ переставить величины 


> 


м 


* 
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А.К... ,. Эти фунющи 1; а,-—а.,..., = Ч, мы назовемъ основ- 
ными симметрическими функщями. 

2. Опредфлимъ теперь, что мы будемъ, вообще, разумфть подъ 
симметрическими функщями. 

Выражен!е 5(ж, №... ‚х,), составленное посредствомъ 
ДЪЙств!Й сложенйя, вычитан{я и умножен!я надъ и величинами 
м, х.„...,х, и какими нибудь другими числами, называется 
симметрической функщей отъ этихъ величинъ, если оно не мфня- 
ется при произвольной перестановкЪ величинъх,, х..... а 

3. Относительно симметрическихь функшй иметь мЪсто теорема, 
важная для всей алгебры. Эта теорема заключается въ слфдующемъ: 

Каждая симметрическая функцшя О 5 х,) можетъ быть 
выражена въ видЪ цфлой и рацйональной функшШи оть основ- 
ныхъ симметрическхъ функцЙ. 

Иначе говоря. при помощи сложеня, вычитаН я и умноженя можно 
образовать такое выражене Р(а:. 4.,...-.@,), что равенство 


мели. о. ‚а,) (4) 


при замфнЪ величинъ 4.1,.,. ‚а, ихъ выражешями (3) обращается въ 
тождество. 

Мы приведемъ очень простое и изящное доказательство этой тео- 
ремы, данное Коши. 

Ясно, что теорема справедлива для и==1; въ этомъ случавь мы 
имфемъ только одну основную симметрическую функмю — 4, =,. Мы 
докажемъ нашу теорему для всякаго н, если, пользуясь совершенной ин- 
дукщей, допустимъ, что она справедлива для и—1 перемфнныхъ величинъ 
и въ этомь предположени докажемъ, что она справедлива и для функ- 
И, содержащихь п перемфнныхъ. 

4. Чтобы получить основныя симметричесмя функщи н—1 вели- 
ЧИНЪ 2, ^.....)^) СОставимь частное 


96) = / ©) :(—^,, 


которое равно (х—^5)(х—^,)... {х—,); слБдовательно 


з 


(ума м ума... Чи 1 
гдВ ($ 61, :6'): 


фи = м, а, 
О 5) 
фз == 18 а, ли? Нам, ав-= (: 


О НЕ а Е ав ЗОЗАЫ >. а : 
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Итакъь, основныя симметричесюя функщи величин №, №. --, №, 
суть иблыя функати величинь х; И @,, 4».-., @, 1. Предполагая же. 
что наша теорема справедлива для и—1 величинъ, мы можемъ утвер- 
ждать, что всякая симметрическая функщя отъь х», ...› \, Выражается ра- 


щонально черезъ х1, @:,..., @, 1- 


Прелставимъ себЪф, что ланная намъ симметрическая функщя 


5 ож. ЗФ 


расположена по степенямь х,; тогда коэффишенты отдфльныхъ степеней 
булуть симметрическими нющями отъ х.,..., х, и, слБдовательно, вы- 
2 д 


ражаются цфлыми функщями оть величинъ Хи, @1,..., а» 1: 

Предполагая теорему 3 справелливой для симметрическихъ функший 
отьн—1 велчинъ, мы получили, что функщя 5 можеть быть прелстанлена 
въ вид цфлой функши величинъ х1, 41,...,@, 1. 

Полученное такимъ образомь выражеше для $ обозначимъ черезъ 
Ех а а», ---, @,_4). Если теперь цфлую функшю Ех, @1, 4%... а, 1) 
раздЪлимъ на /(х), то, согласно $ 61 (5), получимь частное О и 
остатокь В, степень котораго относительно  лх не превосходить 
и— 1; 


Р(х = Олл К; 


О и К, кром х, аь..., а содержать также и @,. Положимъ въ по- 


я— 1 


слЬлией формул х == ха; тогда Кл, =0 и Г — 5; слБдовательно: 
5 - К!) —- К, 1» .-. а), 


гдЪ Ю есть цфлая функшя оть х, 4,...,@„ степень которой относи- 


тельно х, не превышаеть В 1. 


По предположению, 5 есть симметрическая функшя отъ хи, №, -- 5 А,. 


Она не мЪняется, если, напримЪръ, замфстить другь другомъ х: и д»; не 


мфияются при этомъ и а:, 45,..., а, СлБдовательно, 5 равно также 
К (>). Вообще 
У) =Во === .., = КО). 
Цфлая функшя К(х) —5, степень которой не превышаеть и— 1 
обращается въ нуль для нп значешй перемфинаго д: Х = №» №) >). 


Согласно 6 61,5, она должна сводиться къ нулю тождественно. Поло- 
жЖимЪ: 


Г (х) = ео а + г. ме -- о Е а; 


ченчааь 


< 


239 $ 64 
тогда всь коэффищенты .[„ |, Л,... С, 5) должны быть рав- 
ны нулю. СлБдовагельно, 

5. 
т. е. 5 равно н$фкоторой ифлой функши отъ О ‚ а, что и тре- 


бовалось доказать !). 


У 5. Приведенное доказательстно теоремы о симметрическихь функиш- 
яхъ даеть способъ вычисленя ихъ. Правла, болыней частью дЪфло не 
обхолится безъ продолжительныхъь вычисленй. Разберемъ, напримЪфръ, 
функино (п —3) 


= (а о т, 
которая, очевидно, есть симметрическая функия оть х, х,, №. Пусть 


Ща = м, ль % =, К, мл — в =, 


будуть основныя симметрическя функщи; количества л., №» и хз слу- 
жать корнями функщи третьей степени: 


До) = хз | а? + а, а, 


а х., х._— корнями функЩи второй степени: 


—ы А (м Нах +? ал В а,). 


СлЪфдовательно: 


№ Ч ж = — (м. а,), Жхв = м? - ал, а» : 
сме. ом а, 
о — д = (ль? — 4хд, = — 3х — Эа, —( 49, — а1?). 


*) Полезно выяснить себЪ тождества ( 5) на частпомъ иримЪрЪ: иоложимь, 
чго мы имфемъ четыре перемБнныхъ:; тогда 


да, я 
Ча хз Нал, Л, 
9 — 1,53; 


съ другой стороны, 


т Аа» 
2 кама аль ЗЕ ах, + уз ЗЕ Аа, |5, 
РАЗ ам, Атуть -- У, 


Я ЕАК... 
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Сл$довательно: 


— В = (3х2 4 2а,х, + а, (3х? 4 2а,х, + 4а, — а,Э.. 


Если вмфсто х, поставить х и полученное выражене раздфлить на 
/(Х), то остатокъ, который не долженъ зависфть отъ л, и будетъ пред- 
ставлять собой требуемое выражене для Г). 

Можно упростить вычислеше, если возвысить въ квадрать Зл!? - 
+- 2а,х | а, и понизить его степень при помощи уравненя о 


‹ 
получимъ: | 
(Зл1? + Зал, + а) = а? — За,) хи? + (аа, — Эаз) хи - (а? — Заза:). 

Помножимъ это выражене на Зх!? -- 2а,л, + 44, — а? и резуль- 
тать раздьлимь на /(х), замфняя х, на х. Такимъ путемь вычисленя 
идутъ быстро и вь конечномъ результат даютъ: 
р — аа? + 18 аа; + 43а: — 4453 — 2Таз". 
Это выражене носитъ назване дискриминанта функши третьей 
степени. Если Д) --0, то это значитъ, что изъ трехъ корней 
х., Хо, Хз два равны между собой. 
$ 65. Сумны одинаковыхъ степеней. 
ь 
1. Въ н6—которыхъ случаяхъ можно выразить симметрическую функ- | 
цию еще болфе простымъ способомъ черезъ основныя. Разсмотримъ осо- 
бенно важный изъ случаевъ этого рода. 
Пусть 
1х) Их) : Ио) 
а О = бе Ф(Х 
х—л, 91%) = а Га \\}, У — д, Уи’ й 
и 
Род = пи —Пах Е пы 84-...- 24, „ха, а, 1) 
причемъ, согласно 5 61, 3 и 4: 
ЧС) = фи = 0,..., фах, ) = 0; 
таюя же равенства имфютъ мфсто и для ф.(х',..., ф‚(х). | 


Равенства (5) выражаютъ, такимъ образомъ, слБдующя тождества: 
Е ды — бы о 
хх, Ром, ха хр (а Р-Р хх, 
их, Е аа, Рома, мах, хх, хх, ): 
Зи а — (ых, Ех хх 
Е Ат (аула Е лальхь ЗЕ мамами Е хахьх). 
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Сумма этихь функщй 
и Л» р 
На) ее Ея т Е —® 


или 
Го = фи) + ФО) + + 9.0) 


ь есть ифлая функшя (п—1) степени; при этомъ 
Пу бы = О» Ре): 


Разность (хх) -/() точно такъ же есть цфлая функщя, степень ко- 
'орой не превосхолитъ и 1. Эта разность обрашается въ нуль лля 
\=—,, А, Хх, т. е. для Н значенй ох; слфдовательно, по теоремЪ 


7 


$ 61,5 она сводится къ нулю тождественно. Итакъ, мы имфемъ слФлую- 
щее тождество, т.е. равенство, справедливое для всфхъ значенй х: 


к о /(х) ть 
&—а, т х и т.т Хх в р 


й 


2. Положимъ 


о До. — и! - ре + На -- - Вы : 


х 
Гогда, согласно $ 64, 4: 
А о 
ам 0, 
ооо а, (3) 


—— 4-1 п? -3 
пе аа, а, 


Замфняя здЪфсь х; послфдовательно черезъ х,, хз, Хх) мы ио- 
лучимь всф члены суммы (2). 
Если обозначимъ черезъ \,, Уф. У ,..., У, , суммы составлен- 


ныхь такимь образомъ выраженй ‹), то равенство (2) приметъ виль: 
— п-ч\ -ю-8 \ У АЯ 2 )- 
по М о... Е, ‚= № 


') Это получается въ виду соотношеня (2) путемъ почленнаго сложешя ра- 


з венствЪ 1(х р : я $ т 
о г Я хи Е \“ Ге НРУ В 
ии има. 

к 

| #2) хя- Аи з-д," х" з-|- ., -- Ир 

г—: 


При этомъ 


Воберъ. Эндиклоп. элемент. алгебры. 16 
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сравнивая это выражен!е <) съ (1), получимъ: 
(на, = д, @#— 2) = Эр, ..а, = №9, (4) 


Ввелемъ теперь симметрическя функши, представляющя собой 
суммы одинаковыхъ степеней перемфнныхь, для которыхъ примемь обо- 


значен!я: 
м хх... -Н%,, 
Е 


ел о х.. 
Если мы по формуламъ (3) образуемъ У. то *) 


УЕ Е нау. 
Ув = -а,, + па, 


ааа 
Подставляя эти выраженя въ равенства (4), получимъ: 

== \ -- у 

0 = а, Е 2а,- 

0—5 Нах 4 + 34%, 6 

( 

0— м 4:5» + 455% Раз + 44а, 

о ыы У)» 1 а Ч 152 с Ч, 3 Е Ч и- ча Е ("— Пи, -1 


Эга система уравненй легко разрЫшается относительно суммь 


Аа ‚`, 1: Мы получимъ ихъ въ функшяхъ оть (11, 4», аа 
Я =—а,, 
Е 
3 = — а. Заа, — За, Г 


д —а! — 4а,?а. + 4аа 2а.2— Ча. . 
1 1 8 2 4 


ИЕ, а, м ах, а, 9 мам Нал, -[- аз, 
а, ох Нах, ан ду" =е хх -- ах, Ра, 
== го = ах -Г а, з"'= Хх’ ах "На, а, 


) Смогри предыдущее примфчаше: 
Зы, Нач"... 40, 
Е Е, в. 


< 
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Съ помощью суммъ одинаковыхъ сгепеней легче, чЁмъ другимь пу- 
гемъ, вычисляются мномя друя симметрическя функщи. 
3. Основныя симметричесюя функши можно также выразить черезъ 


суммы \,, 5,,..,,5,_); напримЪръ: 
и 
245 = — 
2. Заз =-- 53-35, — 25, 


Отсюда слфдуетъ, что функщя Кх) вполн® опредЪляегся, ес- 
ли извЪфстно, что 1, =1, и даны суммы олинаковыхь степеней ея 
корней; кромЪ того, любая симметрическая функцш!я корней 1 (2) 
можетъ быть выражена черезъ зу, И: 

Выраженя функшй у черезь а, какъ видно изъ прелыдущихь 
формулъ, имфютъ коэффишентами только цфлыя числа: выраженя же функ- 
щий 9 черезъ суммы у содержать и дробные коэффишенты. 

4. Съ помощью равенствъ (6) можно находить суммы у, пока | < н. 


Очень легко, впрочемъ, получить равенства для нахожденя У Зри Защннаы 


составляя суммы “): 


об. Зою о, ао. 


а именно: 


0—5, фаз, На», ,-... + ла, 
@ = И. аз, аз... Нал, 
= „уе —- ИИ Ча, +...+ Ч Ул 


(9) 


“) Такъ какъ 
1(х,) НТ НИ ЗН. + Ч Та я „0. 
Уж, 3,” Неее НЕ ал т—® 5 5 НЕ Чи 1 1 НЕ Ч — 0, 


К, ) = аи ан 1 | аи. а, и, = 0, 


то и сумма этихъ выражен равна нулю; это и выражено въ текст равенствомъ 
У/(е) —=0. Производя же сложенше въ дЬйствительности, мы получимь первое 
изъ равенствъ (9). Точно такъ же, произведеня (и), ве = „1,7 (,) 
равны нулю, а потому и сумма ихъ равна нулю; это и выражено въ тексть равен- 
ствомь Ул, /(,) = 0. Раскрывая произведеня и складывая ихъ, получимъ второе 


изъ равенствъ (9) и т. д. 
16* 
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ТЬмь же путемь можно вычислить 
этого суммы: 


1’ 5—2. ‚ составимь для 


аи ДОН ты С 
откуда 


о о." вы ви, 
аа аа: 


сумму ›, нужно полагать равной п. Замфтимъ, что вь выраженя 
суммь РЕ»; черезь 1;, @,, @,...,@, послфдыя будуть вхо- 
лить также въ составъ знаменателей *). 


5. Разсмотримъ нфсколько примфровъ Положимъ, что нужно вычи- 
слигь симметрическую функшю Ух,2х,?, т. е. сумму произведенйй квад 
ратовь перемфнныхь д, взятыхъь попарно. Обрагимся ляя этого кь ра- 


венству 
Е 
или 
Ули? == ме 54) == 
=“ — 24, --2п.. 


Воть еще задача, которая рышается сь помощью суммь одинаковыхь 
сгененей. Пусть 


Дм Нам... фа, 


данная функщя оть х н-той степени; нужно найти функшю 


Ру Е а Раз, 


корни которой равны квадратамь корней функши /(х). 
о бе А суть суммы одинакихъ степеней корней функция 
/(5.), то 5», 54, 55. . - - суть суммы соотвтствующихъ степеней корней фупк- 


щи Р(х); формулы пункта 3-го далутъ для коэффищентовь Ду, 2, 


“) Первыя выражежя суммъ для одинаковыхъ стененей даль Альбертъ Жи 
рарь (Афей Отага) въ сочинена „туепвоп поцуе!е еп Газерге“ (1629). Эти 
ныраженя были обобщены Ньютономъ (АШтенса иобуегва$, 1707). Поэтому они 
и носять назваше Ньютоновыхъ формулъ. 


245 : $ 65 


выражешя 


Отсюда сь помощью формулъ (7) можно выразить „|. | 
черезь а,- 45, ‚ напримфръ: 


М 0—5. 
Я, =а—2 ана. + 2а.. 


Какъ и слфдовало ожидать, выражеше _[, тождественно съ выра 
жентемъ, найденнымъ выше цля Е. 

Этоть способъ примфнимъ и въ томъ случаф, если по данной 
функщи /(х) нужно опредфлить другую, корни которой сум, чюбыя 
степени, скажемъ, {-тыя степени корней функши ./(‹). Суммы одичаковыхь 


степеней корней нкщи ЁЕ(х) будуть гогда у, у)... ‹ Коэффицщен- 
у ‘. у К 2к 


Зк' 
гы 4 опредЪфляются по тфмъ же формуламъ п. 3 го. 

6. Можно еще лдругимъ путемъ опредБлить коэффишенты функши 
Е(х), корни которой суть квадраты корней функши (х). Съь этой 
цблью положимъ х? — у; если вмфсто у поставимь одинъ изь корней 
функщи Ё(х), то либо /(уу), либо /(—Ууъ) должно обратиться вл пуль 
Такимъ образомъ 


Е) = КУ») < У», (10) 


причемъ верхнй знакъ имфегь мфсто при четномъ. нижнй при нече! 
номь Л 5}. - 

Разложимь }(х). на два слагаемыхъ по РАО изъ когорыхь 
первое содержитт, всБ четныя. а второе— нечетныя степени х; тогда 


Е) = (дс иг СИ) (лоу — Ух») 
= [(ле ро] 


Вт, посльднюю формулу совершенно не входять нечетныя степени 


°) Правая часть равенства (10), какъ обнаруживаютъ послфлующя вычисяь® 
ня, есть ифлая функшя ой степени отЪ у; такь какъ она иметь ТЬ же корни, 
что и Р()), а старние коэффищенгы при указаиномь соотвфтстви знаковъ, равны. 
то объ функщши тождественны, что и выражается равенствомъ (10}. 
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У». Пусть, наиримЪръ, н четное; тогла: 


Дб" ах ди 
ХО= ами 


и потому 


п—2 


а 


А .) 


ее т . 
а На" м = 
="-{ (24, — а?) у" (в —2аа, 2)". 


Вычислешя при этомъ премф еще проще, чфмь при пользовани 
суммами одинаковыхъ степеней. 


8 66. Оспозная теорема о существоваии корня алгебраичеекаго 
уравненя. 


1. Выше мы видфли, что всегда можно опредфлить н коэффишен- 
товъ цфлой функши 1х) такъ. что эта функшя булетъь имЪфть корнями н 
произвольно заданныхъ величинъ; въ извъстномъ смыслъь можно сказать. 
что многообразие функщши съ п корнями при различныхъь значеняхь п 
столь же велико, какъ и многообразе всфхь функшй /(х), которыя во- 
обще можно составить. Этимъ еще не доказывается. конечно, что оба 
эти многообразы совершенно покрываютъ другъ друга; другими словами: 
еще не доказано, что функшя л-той степени всегда имфеть и корней. 

Достаточно, впрочемъ, доказать, что при всякомъ н кажлая функ- 
щя н-той степени имфеть по меньшей мфрф одинъ корень (веществен- 
ный или мнимый). Въ самомъ дЪфлЪ. пусть х есть корень функши Е 


В х 
функшя (п— П-ой степени Г ) точно также имфетъ корень В ит. д.; 
х—& 


такимъ путемъ мы заключаемъ, что /(х) разлагается на И линейныхъ мно- 
жителей 6). 

Если мы докажемъ, что каждая функшя съ вещественными коэф- 
фишентами имфетъ корень, то распространить это на случай мнимыхь 
коэффищентовъ не составить труда. Чтобы убЪфдиться въ этомъ возьмемъ 
двЪ функши | (х) и /,(х) съ сопряженными мнимыми коэффишентами; 
тогда /(х) = р (^) /›(х) есть функшя съ вещественными коэффишентами. 
"Если /(х) имфеть корень @,, то либо },(а,} = 0, либо /›(,) =0. Пусть 


*) И, слЪдовательно, имфетъ п корней. 
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(2%) = 0; тогда, если @, есть число, сопряженное съ Эно Торт © 
($ 44. 4). Итакъ, каждая изъ функшй >) и КС) имфеть корень 
СлЪдовательно. намъ достаточно доказать слълующую теорему: 
Каждая цфлая функц!я / СА съ вещественными коэффищ!ен- 
тами имфетъ по крайней мЪ$рЪф одинъ вещественный или мни- 
мый корень. 
Эта теорема настолько важна, что ее называютъ основной теоре- 
мой алгебры. Впервые ее доказалъ Гауссь. Онъ далъ этой теорем три 
доказательства, построенныхъ на совершенно различныхъ основаняхъ. 


Второе и третье изъ этихъ доказательствь не могуть быть прове- 
дены элементарно. Первое же, опубликованное Гауссомъ въ докторской 
лиссертащи (1799 г.), а 50 годами позже сушественно имъ упрощенное 
и усовершенствованное. такъ несложно и ясно, что его легко понять, 
обладая только элементарными знашями. Желая изложить это доказатель- 
ство именно въ такой удобопонятной формЪф, мы будемъ слфдовать вто- 
рой редакши. 

Въ дальнфИйшиемъ мы ограничимся случаемь, когда функщя /(х) им5- 
етъ вещественные коэффищенты. По сдфланному выше замфчанию, мы не 
внесем этимъ существеннаго ограниченя, межлу тфмъ это даеть значи- 
тельное упрощенге. 


2. Итакь, пусть 


До == На Ра... а, (1) 


цфлая функщя н-той степени, а коэффишенты и. 4.,.... ‚@, данныя ве- 
щественныя числа. Нужно доказать, что сушествуеть вещественное или 
мнимое число, обращшающее въ нуль /{5), если его подставить вмфсто ле 
Положимъ: 


та 


и будемъ изображать 1, какъ изложено въ 5 47. точкой на плоскости. 
Тогла х и у будуть координатами точки, которую мы для краткости 
будемъ называть точкой х. 

Функщя С ) вь каждой точкф этой плоскости имфеть опредфлен- 
ное значене; нужно доказать, что существуетъ по крайней мЪрЪ одна 
точка, въ которой /(7} имфетъь значене, равное нулю Такую точку мож- 
но назвать корневой точкой функши /(:). Отдфлимь въ функши / (2) ве- 
цщественную часть отъ мнимой: 


Ко) =А У (2) 


Составныя части Х и $ легко найти, примфияя къ степеиямъ 
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(Хх -- 'у) формулу бинома. Впрочемъ, боле простыя формулы получатся 
при употреблени полярныхъ координатъ благодаря теорем Муавра. 
Итакъ, положимъ: 
х == 7с03ф. у — гЗШф 
(х-Н г" — (со ф - тзтА у; 


согласно $ 47, 8, получимъ: 


А = г" сознф-на, "1 с05(н —- фа,” 2с0$(и — Зуу- 
а. 

У "тиф-на, ‘эт (и— ф-т 9 (и—Зир- 
На, гзтф. 


(3) 


3. Мы дадимъ сейчасъ друмя выражешя для Х и 7, которыми вос- 
пользуемся для вывода, очень важнаго для послфлующаго изложешя. 
Положимъ (см. главу о тригонометрии) 


| = Чай 5$, 
| а 2! 
с0$ф == ге’ зи = И 


гогда 


- бы 
: Е. 


Отсюда слфдуеть; 


(РА :У) = аи" -а я ЦЕ ам 
аа НР»: 


иримфняя формулу бинома къ отдфльнымъ членамъ и раснолагая ихъ по 
степенямъ [, получимъ: 


ЕО, паре 
и)”  ач+м 
гдь Ё(В и Ф(В суть цблыя функши оть Ь степеней не выше Эн и 2и-1 
(Помимо того Ё(В и Ф(В суть цблыя функши И-той сгемени отъ И. 

4. Весь точки плоскости х, 1, которымъ соотвфтствуеть постоянное 
значеше модуля г, лежать на окружности рашуса т сь центромъ въ иа- 
чалЪ координатъ. Будемъ обозначать эту окружность черезъ (г). Если 
мы захотимъ найти точки, въ которыхь Х или }” обращаются въ нуль 


Х (4) 


и которыя лежатъ на этой окружности, то нужно нри постоянномь } 
рЬшить уравнены: [ (Г) = О и Ф(1) =0. имя въ виду, что каждому 
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значенио / соотвфтствуеть по олному значеню со5ф и яп, а слЪдователь- 
но, и одна точка на круг$. 

Нужно замфтить, что, кромБ корней (И =—0, функшя У имБеть 
корень при / == 5, т. е. при ф = т 7). Зная степени функший Хи $, мы 
можемъ сдфлать слБдующй выволъ. 

Кажлая изъ двухъ функцй Хи У на окружности (7) не 
можетъ обращаться въ нуль больше 2п разъ. 

Отсюда слфдуетъ, что ни одна изъ функшй Х и } не можеть 
быть равна нулю на протяжентми н$фкоторой площади. 

Въ самомъ дЪлЪ, черезъ такую плошадь всегда можно провести ду 
гу окружности съ центромъ въ начал координатъ; на этой окружности 
\ или У обращались бы въ нуль безчисленное множество разъ. 

5. Корневыми точками функши {(5) служатъ точки. въ которых! 
одновременно 


При доказательствЪ существованя такихъ точекъ мы будемъ опирати 
‹я на непрерынность функшй Х и У. Это свойство фупкши можно вы 
разить такъ: 

Пусть с, и с, двЪ точки, въ которыхь \ имфеть разны 
знаки. На каждой лин!и (прямой или крикой), соединяющей эти 
двЪ точки с, и с». есть, по крайней мфрЪ, одна точка. ви кото- 
рой ^ обрашается въ нуль3). 

То же относительно Г 

6. Сначала займемся функшей } и докажемь слёлующее предзи 
жеше. 


Можно г взять столг большимъ, что функщя ] на окруй- 
ности (7) будетъ имфть тогь же знакъ, что и зтиф, по крайние! 
мфрЪ. во всЪфхъ тфхь случаяхъ., когла япл по абсолютной ин 
ничинф превосходить напередъ заданное произвольно мало 
положительное число \%. 


7) Въ выражени для Х степень ‘въ числителЪ и знаменателЪ одна и та ж 
вь выражеши же для \ степень / въ числителЪ ниже. нежели въ знаменатель По 
этому. когда ! возрастаеть неопредфленно но абсолютной величинф, го Х сгремигся 
къ предфлу, отличному отъ нуля. а У кь нулю Поэтому \ обрашается вь нуле н 
болЪе 2н разъ, т. е. при тЬхь значешяхь /, которые обрашають вл» нуль числиге- 
ля; У обращается не болфе 2н _ | разт въ нуль вслЪфдстье того, что обрашаетем 
вь нуль числитель, и одинъ разъ при <, т.е, при и — п; всего, слБдовапеонию 
каждая изъ функшй Хи У можеть обратиться въ нуль ие боле 2» разъ 

“) Это утверждене пуждается, конечно, въ локазательствЪ. которое. олнако- 
требуетъ продолжительныхъ разсужденйй. 
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Въ этомъ мы убфжлаемся, представляя У въ видф: 


ет (5 п. . эп (и ф- — эт (п — 2) у ) 


Дфйствительно. всегда можно положить г настолько большимъ, что 
сумма всЪхъ членовъ, слфдующихь за первымъ, по модулю, станеть 
меныше любой величины, а слфдовательно, и меныие 3}; тогда знакъ оп- 
редфляется первымъ членомъ. 

Ведемъ наши разсужденя дальше. 

Отмфтимъ на окружности (Г) точки. вь которыхъ 


3 бо век (2—0 т 
ф=0 В Не = а = 
И Н п Н 
и обозначимъ эти точки цифрами: 
К я, 1 


Благодаря этому, на окружности получимъ 2н интерваловъ: 
о п о м ео 


въ которыхь зтиф поперем$нно имфетъь положительное и отрицательное 
значеше. 

(Фиг 13 даеть это дфленше для 
случая п — 5). 

Если мы выдБлимъ ближай- 
пня окрестности точекъ д$ле- 
ня") и если положить г доста- 
точно большимъ. тои } будетъ 
имфть въ этихъ интервалахт по- 
перемфнно положительныя и от- 
рицательныя значения 9). 

Согласно п. 5, функщшя У должна 
обращаться въ нуль въ окрестности 
каждой изъ точекъ дЪленя, изъ пред- 
ложеня же п. 4-го слфдуеть, что она 


Фиг. 13, 


не можетъ обращаться въ нуль ни 


") Окрестностями точекъ дБленя мы будемъ называть таке отрфзки ва ок- 
ружности (г), въ предБлахь которыхъ 


м т №т ул 


6 в - Е 
1 м 


и п 


если положить $ — и. Длина выдфленной гакимт, образомь на окружности (’) 
дути есть 
2-11 
п 


°) Если мы ноложимь, напримЪръ. © = 10 мниз 0; но если мы выдё- 
ы 1 


> 
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7 
= 
(=) 


въ какой другой точкЪ окружности (г). 

Съ другой стороны, такъ какъ знакь Х при достаточно большомь 
’ зависитъ отъ знака перваго члена "созиф, то Х вь окресгностяхь чет- 
НБОВОчеюь О 12 4 О и вь самихь этихь почках имБетъ по- 
ложительное значеше, а въ нечетныхь точкахъ отрицательное. 


Фиг. 14. 


7. Какъь мы видфли въ п. 4, У не можеть обращаться вь нуль 
для всЪхь точекъ какой нибудь площади. СлФдовательно, вся плоскость 
раздфляется на области, вь которыхъ У имфегъ положительное или олри- 
цательное значеше; эти области отдфлены другь отъ друга линями, на 
которыхь У обращается въ нуль. 


Оть н5котораго участка (2, 22-Е 1) окружности (7) внЪ круга (7) 
расположена область, въ которой У имфеть положительное значене; эта 
область тфмъ больше приближается краями къ сектору, заключенному 


в (2о УВ 
между ф= т и ф=—° - ) ‚ Чфмь больше мы будемъ удаляться 


лимЪ достаточно малую дугу (, какъ указано въ примфчани автора, то въ интер- 
, 


т а Е ее : 
валЪ отъ —\ до яннз > 0, а въ интервалЪ отъ до “9 ши? 0 
я п п н 


слфдовательно, при достаточно большомъ ги У мънястъ знакь въ этомъ интер- 
валЪ. 
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оть центра 19). Эта полоса должна имфть продолжене и внутри круга (г) 
Часть этой области, лежащую внутри круга (7) обозначимъ черезз» (х, 
эта часть можеть быть очень разнообразной по своему контуру; два кон- 
тура, касающиеся другъ друга въ отдфльныхъ гочкахъ мы не будемъ, од- 
нако, считать соединенными. 

Площадь (х либо оканчивается внутри круга (г) и, кромЪ интервала 
(22, 2 4-1), не прихолитъ болфе въ соприкосновеше съ окружностью. 
либо достигаетъ другого интервала (24, 22-1), либо, наконецъ, раздф 
ляется на двЪ и больше вфтви, изъ которыхъ каждая кончается на какомт, 
нибудь участк% (21, 21-{ 1). 

ПримБромъ перваго случая на фиг. 14 можеть служить область 
(0, 1, 10) или (2, 3, 12,); примБромъ второго случая служитъ область 
(8. 9, 10. 11, 6, 7). Въ этомъ простомъ примЪрЪ не имъеть мЪфста дф- 
неше на многя вЪтви. 

Можно было бы предположить, что внутри площади (; лежить. 
какъ островъ, маленькая площадка, въ которой {У опять имфетъ отрица- 
гельное значен!е; и такого рода контуръ (замфтимьъ мимоходомъ, этоть 
случай въ дфйствительности не можеть представиться) не помфшалъ бы 
нашимъ заключенямъ. 

8. Представимъ себЪ, что мы обходимъ контуръ области (; такимь 
образомтъ, что самая область остается всегда слфва. Тогда каждый ин- 
тервалъ окружности. вхоляшйй въ составь контура, въ которомъ }” имь 
егь положительное значеше, направленъ такъ, что внутренняя часть кру 
га лежитьъ влфво, т. е. мы проходимъ дугу оть четной точки къ нечетной 
Контуръ (х покилаетъ окружность (г) на нечетной точкф дфленя и 
встрфчаетъ ее снова въ четной. 

Разсмотримъ часть контура 5, которая оть точки 25-1 черезъ 
внутреннюю часть круга (г) ведетъ къ точкЪ 2К; по всей длин контура 5 
У 0. Въ точкь 27-1 функшя Х имфеть отрицательное значеше, а 
въ точкЪ 24 — положительное, Слфдовательно. на контур 5 функшя \ 
цолжна, по крайней мфрЪ, олинь разъ обратиться въ нуль. Точка, в1 
которой \Х обращается въ нуль, и будетъ корневой точкой функши / (5), 


2: . 
'") Когда 2 становится больше то ушно получаетъь положительное 
ий “ 


(25 0т 


значение, которое мФняетъ знакъ лишь послЪ того какъ > пройдеть черезъ - ^^ —— 
ь и 


Такимъ образомъ въ интервалЪ отъ р-ка ® до С Е -\ функшя У имЪ 
и 


сть положительное значене; къ ней примыкасть такимъ образомъь положительван 
область, которая расширяется съ увеличешемь ', такъ какъ ея границы приближа 
25= ие 


ЮгСяЯ КЪ ралзусамъ, ограничивающимъ секторь ( 
и Н 
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сущшествоване которой такимъ образомъ локазано. Для лучшаго уясисиыя 
см. фиг. 14; вь предположеши, что 

В 


она приблизительно соотвЪтствуетъ дЪФйсгвительному положеню лфла 
На контурЪ (1, 10, 0) лежить корневая точка х, 


о доче > 
(5. 11, 4) - : “. 
(9, 10 11,6) . 7 


(8, 13, 7) в 


ГЛАВА ХШ. 


НеопредЪленныя уравненя первой степени. 


8$ 67. Сравиеня. 


1 Какъ мы вилфли выше ($ 14), по лвумъ произвольно взятымь 
натуральнымь числамъ и и п всегда можно опредфлить лва такихъ числа 
фи г, что 


- тук 


при этомъ у можеть быть нулемъ или положительнымъ числомъ, а г удо- 
влетворяеть условю 


О=и< ни. 


Число у называется остаткомъ или вычетомъ числа № по и. 
Остатокъ при данномъ п можеть имфть только одно изъ п значений: 


О 3 (1) 


Два числа т и иг, которыя имфютъ одиньъ и тоть же остаток ь, 
называются равноостаточными или сравнимымы по модулю н. Въ 
этомъ случаЪ 

тт’ — и т 
и слБдовательно, 
т — == (9--дя, 


т.е. т — 1’ дЬлится на и. 

Обратное прелложеше тоже имфеть мфсто; именно: если разность 
лвухь чиселъ дфлится на и, то эти числа равноостаточны 

Въ самомъ лфлф. полагая: 


т — пк т=уи- г, 
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нолучимъ: 


ИИ = (биг. 


” должна въ дан- 


Если т — т’ дфлится на нп, то и разность г — 7} 
номъ случаф дфлиться на п. Но оба числа г и г!’ принадлежать 
ряду чисель (1); слБдовательно, ихь разность по абсолютной величинЪь 
не можеть быть больше и— 1 и потому, будучи отличной отъ нуля, не 
можеть длиться на нм. Слфдовательно, Г— И 


2. Сравнимость двухь чиселъ, слфдуя Гауссу, обозначаютъ такь: 
ты’ (тоа. н) (2) 


(словами: 1 сравнимо сь п’ по модулю и или короче но и). Самое же 
соотношене (2) называется сравнен!емъ. 
Каждое число сравнимо со своимъ остагкомъ, если за модуль взять 


лфлителя: 
тег (тоа п) 


Если при вычисленми модуль не мфняется, то его часто можно опу- 
стить, не опасаясь недоразумфнй; такъь и нужно понимать лальнЪйий 


сравненмя. 
3. При вычислемяхъь со сравнимыми числами важны слбдуюния 


георемы. 
Если 
Ее 18 Ь=$3. 
то и 
а р=а- в, | 
а—р=а-_В, (3) 
ар = а 


Вь справедливости этихъ теоремь легко убЪфлиться изь раценств” 


(ао — («+8 =@а—@ (В). 
(в — В) (&— В) — (а—% — 6 В, 
ар — «В — (ааа &— ВВ) —9В, 
(548 —В-- За 0 э). 


Изъ этихь равенствъ слфдуетъ, что если а-@и в В афлягся 
на п, то и разности (а-= 6) — («== В), ар — «В тоже дълится на п. какъ 
того требуютъ теоремы (3). 

4. Если 


=, ар = оз 
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а вм Ъст® сь гмь (и х суть числа, простыя относительно п. то и 
р=В. 
Вь самомъ дЪль 


ар 2 —а( Ю-В а-а.. 


1 такъ какъ разности ар — «В иа--@ длятся на п, то и(Ь— 3) дъли 
ся на я; но 4 есть число, простое относительно и; слфловательно, р В 
пблится нам ($ 15, 6). 

5. Примфняя нЪфсколько разъ теорему о сравнимости произвелений (3 }, 
получимъ: если 


а=о, тои 0“=8, 


тлЪ Д есть любое положительное число. 

з Такъ какъ при модулБ ип число различныхь остатковь есть п, го, 
взявши больше чфмъ п различныхь чиселъ, мы найдемь среди нихъ по 
крайней мБрЪ два сравнимыхъ между собой. Вм$стЪ съ т6мь можно мно- 
гообразно составить п чиселъ 


Чт, 45, ИЕ > Ч» {4) 


среди которыхъ н$фть двухь сравнимыхъ; для этого стоитъ только кь 
каждому изъ чиселъ (1) прибавить число п, взятое любое число разъ. 

Числа (4) такой системы даютъ при дфлени на п всЪ возможные 
остатки (1), при чемь каждый остатокъ появляется одинь разъ. Поэтому 
такая система называется полной системой остатковь или вычетов 
для модуля 1. 

Если вмфсто неопредфленнаго знака х подставлять одно за другимь 
всф числа системы (4), то говорятъ, что х пробфгаетъ полную си- 
сгему вычетовъ. 

7. Если т и п суть числа, первыя межлу собою, то г должно быть 
простымъ олносительно п, ибо обиий дфлитель чиселъь нп и г быль бы 
также лфлителемъ числа т = оп--г. Въ этомь случаф изъ ряда воз- 
можныхь остатковъ 11) нфкоторые отпадаютъ. во всякомъ случаЪ не бу- 
цегь остатка 0. 

Обозначимъ черезл, у число содержащихся вь ряду (1) чиселъ, вза- 
имно простыхь сь п, и положимъ, чтобы лучше отмфтить зависимости 
числа у ОТЪ ПН, 


у = $0). 


Пусть числа простыя относительно и, содержацияся въ рялу (1), суть: 


Гр Г» Га ‚! (5) 


—— —— 
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межлу которыми, конечно, всегда есть 1. 

Знакь ФИ) такимъ образомъ обозначаеть число ноложитель- 
ныхъ чисель, меньшихь ни вмЬст$ съ тфмъ простыхь относи- 
тельно ни. 

Дадимь нфсколько примфровъ для ряда (5): 


прет 7, о К а 5 9%Г) = 6. 
3 а. О, 

ЕО О 12. Ф(13)= 12. 
О. а, 9 а. 10 

И 5 1 1 © 20 ф(21) — 12. 

8. Если я простое число, то всЪ числа 1. 2, 3, 4,..., п--1 

суть числа нростыя съ п, и слЁдовательно, въ этомъ случаф 

фо = и 1. 


Если же п есть стенень простого числа |, то, чтобы получить со- 
отвфгствуюций рядъ (5), нужно изъ ряда 0, 1, 2, 3, 4...., н--1 вы- 
черкнуть всф числа, дБлящыся на, р, т. е. 


о, р а 


которыхъ всего н/р. Итакъ, для этого случая 


Чы=и-ь=и( 5) : 


9. Положимъ, что число и разлагается на два взаимно нростыхъ 


множителя а и 6. 
Положимъ: 


2—0 =—0% 6) 
гдЪ ^ обозначаеть любое изъ чиселъ 0, 1, 2,...,а-- 1, 
ое ” „ „ > т о еы 


Вь такомъ случаф 1 получаеть ар==н значенй, межлу которыми нЪть 
двухь равноостаточныхь по и. Въ самомъ дЬлф, если бы разность 


ав —х) 


дфлилась на п, то $'х — х’) должно было бы дфлиться на 4; но такъ 
какь риа суть числа взаимпо простыя, то {х — х”) должно было бы дф- 
литься на а: но и хи д’ оба меньше а, слфдовательно. должно было бы 
быть х = \’; такимъ же образомъ покажемь, что и у= 1". Мы получа- 


Веберъ, Эпциклоп. элемент. олгебры. 17 


258 $ 67 


емь такимъ образомъ въ результат, что остатками отъ дёлен!я числа 
> на и служатъ всЪ числа: 


а 
| ин | (7) 


при чемъ каждое появляется одинъ разъ. 

Далъе : есть число простое относительно нп въ томъ и только въ 
томъ случаЪ, если х есть число простое относительно а, а у простое 
относительно р. ДЪйствительно, простой множитель, входяний въ зиа 
долженъ входить и въ х, а входящий въ д и 6, долженъ входить и въ у. !) 
Если мы поэтому захотимъ изъ ряда (7) вычеркнуть числа, имбюнция съ И 
общихь множителей, то изъ ряда значешй х нужно вычеркнуть т, ко- 
торыя имбютъ общихь множителей съ а, а изъ ряда значенй у тЬ, ко- 
лорыя имфютъ общихь множителей съ р. Остаются ф(а) значенй х и ф(Б) 
значенй у, которымъ соотвётствуютъ фи) значенй д; такъ какъ каждое 
изъ этихь значений х можно соединить съ каждымъ значешемъ у. то 


ф(и) = фа) ФО. 


Положимъ, напримЪфръ, что и содержитъ только двухъ простыхъь 
множителей Ь, 4. Въ какой бы степени ни входили р идвья 


фд=® (1— г (1 г] =, 


Съь помощью математической индукщи эту формулу можно обобщить такъ: 
Если р, 4, г,... суть различные простые множители чи- 


кЯО И 


вов (ть) (1. 5) (1—5) =15 
9 в (13) (1 т) =36 


1) Это вытекаеть изъ равенства (6). Если < и а длятся на простое число р, 
то и 5х должно дфлиться на р; но В не дБлится на р, такъ какъ и и В суть числа 
первыя между собой; поэтому х дБлится на р. 

2) Если п =р” 4, то 


о. = —). ве (1 . .) : 


сла п, то 


НапримЪръ: 


а потому 


о 
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$ 68. Степенные вычеты. 


1. Пусть ни ох суть двя числа, не имбющя общихь — дфлителей 
(© есть сокрашеше слова „Огип@таН“. „основное чнсло“; въ примфненм 
къ десятичной системф счисленя 2 — 10). Образуемь рялъ степеней р: 


90, с 07, ай Вт (1) 
а — 1) и булемь искать вычеты его членовъ по модулю н, 
би» Ра, В»: В о. (2) 


Такъ какъ © и всф его степени суть числа простыя относительно н, 
то и всЪ р, б., 2,, ... тоже представляютъь собой числа простыя отно- 
сительно п; а такъ какъ они всЪ меньше и, то между ними различныхЪъ 
ни вь коемъ случаЪ не болфе у=ф (п). 

Если же рА—=бьф, глЬ ] ноложительное число, то разность 


к & — оЁ 
оН == (2—1) 


дфлится на Н, Т. е. 2’/—1 дфлится на п. СлБдовательно, существуетъ га- 
кой положительный показатель р для котораго 


2'=1 (тоа. н); (3) 


впредь мы подъ у будемъ разумфть наименьш!й изъ такихъ пока- 
зателей. 
2. Изъ соотношеня (3) слБдуеть, что 


Е (4) 


если ‹(] есть положительное число ($ 67, 5); но и обратно: 
Если для какого нибудь показателя # 


ге А кратно /. Въ самомъ лфлЪ, если А не кратно /, то 


и), 


гдЪ 0 << {. Слфдовательно, въ такомъ случаф 


а потому ($ 67, 4) 5/”’=1. Это прогиворчить предположеншю, что } 
есть наименьшее положительное число, для котораго выполняегся срав- 
ненге (3). 

3. Среди { степеней: 


ПЕ (5) 


17 
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не можеть быть лвухъ равиоостаточныхь по Н, ибо тогда существовало 
бы число И менышее В, для котораго 57” == 1 3). Мы получаемъ, слЪдова- 
тельно, здЪсь т различныхь вычетовъ: 


Ро» ба» Ра» Ри (6) 


(гдё р =1). Переходя къ высшимъ степенямъ 2’, ©, НОЕ 
лучимъ т же вычегы въ той же посл довательности; возводя 
такимь образомь х въ степени, мы не выйдемъ изъ системы выче- 
четовъ (6). Числа ру, Ра, Р»,-.-›рг— Называются степенными выче- 
тами числа 2; всБ они суть числа простыя относительно п- 

Если } меньше 2(п), то въ ряду вычетовъ по молулю п существу- 
еть по крайней мЪрЪ еще одинъ вычетъ Г, 4, когорый не содержится сре- 
ди степенныхъ вычетовъ; тогда вычеты чисель 


с - (7) 
всф различны между собой и отличны отъ вычетовь стененей (5). Ибо, 


если бы 
ь 


715 


Е о 
0, 
то мы имБли бы 
== (или при #<В,=Е ВЗВАНЫ 


а это противорфчить предположению, что 7, не содержится въ числ вы- 
четовъ (5). 

Поэтому и рядъ (7) имфють только различные вычеты. такъ что 
2/ = $(0. Если 2/< (1), то существуеть еще вычеть Г,, который не 
фигурируетъ ни въ ряду вычетовъ чиселъ (5), ни среди вычетовъ чиселъ (0% 
Числа: 

о. = 

даютъ опять только различные вычеты, которые отличны оть вычетовъ 
чиселъ (5) и (7). Въ самомъ дЪлЪ, если бы 


по", 
го должно было бы быть 


7 Е 11 А (или = я Я 


з) Дьйствительно, если бы 
а 


при чемь Х <, то. сокращая это сравнеше на 21, ($ 67, 4), получимъ: 
21. — 1. =1, 


гдБ /) —Х, конечно, меньше Х. 
*) Подъ буквою г сь различными индексами авторъ здсь разумБетъ, какъ 
въ предыдущемь параграфЪ (и %), только вычеты простые относительно модуля п. 


261 $ 68 


т. е число г, находилось бы въ ряду вычетовъ чиселъ (7); а это про- 
тивно условю. Слфдовательно, 3} = 2(#). 

Ясно, какъ продолжать это разсуждее: такъ какъ произведен я 
2} ЗА... не могуть безъ конца оставаться меньше Ф?(п), то 
слфдуетъ заключить, что 9(1) кратно /[, а } есть дфлитель числа $ (п) *). 
Положимъ: 


(и =‹/; 


тогда, вь силу соотношены (4), получимъ такь называсмую обобщенную 
теорему Фермата 


2709 = 1 (шод и) 


или въ словахъ; 

4. э(п)-тая степень каждаго числа простого относительно 
п сравнима съ 1 по модулю #1. 

Если п есть первоначальное число, то $Ф(п) = —1; для этого 
случая теорема гласитъ: 

5. Для каждаго первоначальнаго числа я (1—1)-ая степень 
любого числа, не дфлящагося на п, сравнима съ 1 по моду- 
лю Н. 

Теорема, доказанная въ $ 55, 3, согласно которой, если п есть пер- 
воначальное, а а любое цфлое число, то а" — а = а (а”_*-- 1) длится на нп, 
какъь мы видимь, содержится въ прелложени 5, такъ какъ либо а, либо 
а"—— 1 дЬлится ная 5). 

Будеть ли И число простое или составное, какъ мы видЪ®Ли въ пунктЪ 
3, вычеты простые относительно и раздфляются на с рядовъ, каждый 
изъ которыхь солержитъ } вычетовъ; эти ряды назовемъь пер!одами вы- 
четовъ. Мы получимъ одинъ изъ этихъ пер!оловъ, если въ произведени 
то* подставимь вмфсто показателя } числа: 0,1, 2, 3,..., [—1 Нахо- 
жден!е этихъ вычетовъ, кажущееся на первый взглядъ кропотливымъ, су- 
щественно упрощается т$мъ, что остатокъ оть гр* получается, если умно- 
жить на с не самое число г5*®\, а его вычетъ по Н 

6. Возьмемъ, напримфръ, п - 17, в — 2, получимъ: 

20—11. 921=2, 22=4, 28=8, 
ЕВ. и 


5) Если а кратно и, то «”_ а, конечно, дВлится на »; если а не кратно п. го 
въ силу предложеня 5, а"—1 -1 дЬлится на п. Такимъ образомъ теорема $ 55, 3 
вы 5 каетъь нзъ предложеня 5 

*) Заслуживаеть вниманЁя сходство этой теоремы съ теоремой $ 52, 4 о пе- 
рестановкахъ. 
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здБсь / =8, 2(17) = 16 и мы получимъ два перода вычетовъ по 17. 

Возьмемъ п = 17. о = 10, получимъь одинъ только перодь, такъ 
какъ /=16. Въ сл6лующей табличкф въ первомъ ряду стоять показатели 
степеней числа 10, а подъ ними соотвфтствующще вычеты по модулю 17: 


01 112| 31415161718] 9 1011111211314115 
1 |10]151141 46| 915116] 7|2| 311311! 8112 


Для п =21, © = 10 получимъ: 
1009 =1, 101= 10, 102 = 16. 103 = 13, 101 =4. 105=19, 108=1; 


здесь о 6, $(п) = 12, т. е. здбсь имфется два перюда. 
Возьмемъ теперь / = 13, о== 2; получимъ такую же табличку, какъ 
выше, при п == 17: 
011234567 8 911011 
11214 81316 21 91510] 7 * 


такъ что [= 12. 

7. Если при нфкоторой парф значешй х и п соотвфтствуетъ только 
одинъ перодъ, т.е. [= $ (п), то © называется первообразнымькорнемъ 
по модулю п. Такимъ образомъ 10 есть первообразный корень 17, но, 
напротивъ, 10 не есть первообразный корень чиселъь 13 и 21; въ свою 
очерель 2 есть первообразный корень числа 13. но не 17. Существуетъ 
теорема. которую мы здфсь не будемъ доказывать, гласящая, что всЪ 
нечетныя первоначальныя числа, всЪ степени первоначальныхъ чиселъ 
и также степени первоначальныхъь чиселъ, умноженныя на 2, имфють 
первообразные корни. Напротивъ, друйя составныя числа не имфютъ пер- 
вообразныхъ корней, напр. 21. Дъйствительно, если х есть число, про- 
стое относительно 21. то по теоремф Фермата 2—1 дфлится на 3 и на 
7, а слЬдовательно, и на 21 ($ (21) — 12)5). 

Если © есть первообразный корень числа п и 5“=а (то@ 2), то 
х называется индексомъ числа а. Въ вышеприведенныхъ табличкахъ въ 
первомъ ряду стоять индексы чиселъ, расположенныхъ нодъ ними. 

Такая табличка называется также таблицей индексовъ. 


5 69. Нерюдичееня десятичиня дроби. 


1. Степенные вычеты нахолягь себЪ приложене въ теори десятич- 


$; По теорем Фермата, если х не длится на 3, то ;” ==1 (104. 3). а по- 
тому и 56 — 1 (тод. 3). По той же теорем, если © не дБлится на 7, то 2°==1 
(тод. 7); такимъ образомъ. если есть число простое отпосительно 21, то ‹* — ТдЬ- 
лится на 21; поэтому оно не можеть служить первообразнымь корнемъ по модулю 21. 


< ЧР 
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ныхъ дробей. посрелствомъ которыхъ можетъ быть выражена простая дробь. 
Пусть ти н будуть два взаимно простыхъ числа, изъ которыхъ 
послёднее (1) не длится ни на 2, ни на 5, т. е. есть число простое 
относительно 10. Разсмотримъ простую дробь 
0 
т п 
Такая дробь, какъ мы видфли въ $ 26, можетъ быть обращена въ 
безконечную десятичную дробь, мантисса которой обозначается: 
(т) = д.р 344 
ДвЪ дроби \/ = н/п и у’ == т’/п съ одинаковыми знаменателями им$- 
ютъ общую мантиссу только въ томъ случаЪ, если ихъ разность есть цфлое 
число, т. е. если и и И’ отличаются на число, кратное п. Выражая это 
при помощи знаковъ, если 


т = (тоа м), 


то 
Я0ъ = И”) 


и обратно. Дъйствительно, если у — ^" есть цфлое число, то мантисса де- 
сятичной дроби, прелставляющей это число. состоить только изъ нулей: 
и обратно. если Х(т) = И(и’), то мантисса //(т-—- т”) состоитъ только 
изъ нулей, т. е. числа т и Ш’ отличаются друтъ оть друга только на 
цфлое число. 

Такъ какъ существуетъь $(/) различных вычетовъ, простыхъ отно- 
сительно п, то существуеть и 2(1) различныхъ мантиссъ И(т) для 
одного и того же знаменателя и. ЗдЪсь ф имфеть то же значеме, что 
а ль № 97. ® 9). 

2. Изъ мантиссы дроби “у получается мантисса числа 10%, если 
отбросить первую цифру /(т) и начинать съ 25; повторяя эту операщю 
нфсколько разъ, получимъ для любого показателя (: 


И/(10% т) -= ды дьчельаа 
Если же 


107 =1 (тоа мн), 


т) Какъ было показано, цБлое число не вляетъ на мантиссу; чтобы опредз- 
лить, какКя возможны мантиссы, можно ограничиться правильными дробями, т. е. 
нужно собственно опредфлить, сколько имЪфется различныхъ правильныхъ дробей 
со знаменателемъ и; такъ какъ числителемъ должно быть число, меньшее нежели п 
и простое относительно ›, то такихъ дробей имфется 3). 
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то согласно и. 1, 


Иа0/т) = Хм), 3) 


ди = дь даа = 48. ди = А» 
Цифры мантиссы повторяются съ /-- 1-го мъста въ той же 
послфдовательности, какъ съ перваго. 


Эти цифры распадаются на группы по / цифръ въ каждой: обозна- 
чимъ эти группы такъ 


Рот) = из 2: М. 


Эта группа повторяется вь ИОт) вь олной и той же послфдова- 
тельности и называется пергодомт мантиссы. Мантиссу /(т) и десятич- 
пую дробь, въ которую обращается “/, называютъ перюдическими, а чи- 
сло И мы будемъ называть размфромт пер!ола для знаменателя Н. 


Мы доказали такимь образомъ слЪдующую теорему. 


Простая дробь, знаменатель которой не имфетъ общихъ 
дЪлителей съ 10, обращается вЪ пер1одическую десятичную 
дробь. 


3. Чтобы распространить нашу теорему и на остальные случаи, за- 
мЬтимъ, что каждая лробь 8 посредствомъь умножешя на степени 10, т. е. 
на 10*, можетъ быть приведена къ знаменателю, не содержащему множите- 
лей 2 и 5; получаемая такимъ образомь дробь 10*3 обращается въ пер!оди- 
ческую десятичную. Чтобы отъ 10*В перейти къ В, нужно въ лесятичной 
дроби переставигь запятую па Ё знаковъ влфво. При этомъ передъь 
цифрой ди, т. е. перелъ началомъ новаго перюда, станутъ цифры, 
не подчиняюнияся перюдичности. Перюдь начинается въ послЪлнемъ 
случа съ Д-того знака мантиссы. Такя десятичныя дроби называются смЪ- 
шанными пер{одическими дробями: тЪ же дроби, у которыхь пе- 
рюдъ начинается непосредственно за запятой, называются чистыми 
пер! одическими дробями. 

4. Если [ есть наименьший изъ положительныхъ показателей, удо- 
влетворяющихъ соотношенйо 10/=1 (той и), то перюлъ мантиссы / (т) 
не можеть содержать меныше / членовъ. Въ самомь дфлЪ, полагая, что 
И0*т) = Й@птЪ, согласно прелложенио 1. получимъ. что 10®т == т, а 
такъ какь 1 есть число простое относительно п, то 10% =1 ($ 67, 4); 
отсюда заключаемь, что есть число, кратное / ($ 68. 2). 

5. Перенося запятую въ десятичной дроби вправо на одинъ знакъ, 


Тт 


т 19 
*) Потому что дроби =. отличаются другъ отъ друга на цфлое число. 


та 
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мы увеличиваемъ дробь въ 10 разъ; принимая это во внимаше, мы мо- 
жемъ написать слБлующую таблицу перодовъ: 


Р(т) = --- д 
Рот) = эдададь + УДь 
Ра0*т) Е те 


РЕГ) = дада +: Ди. 


Если = то тля того, чтобы получить мантиссы всфхъ лро- 
бей съ знаменателями п, достаточно образовать перюды для с различ- 
ныхь значений и 7). Если е = 


1. т.е. /-=2(), и слфловательно, 10 
есть первообразный корень модуля п, то достаточно взять олно значе- 
ше пр =1, чтобы обратить вь десятичныя всф правильныя дроби т/п. Для 
такихъ значенй п нужно вычислить только одинъ перюдъ, который бу- 
леть содержать ф(п) членовъ. Если е > 1, то нужно вычислить большее 
число перодовъ; при этомъ, чфмъ болыше будетъ число е, тёмъ меньше 
членовъ будутъ имфть перюлы. 

6. Для перваго примБра возьмемъ п —=7. По обычному приему про- 
изведемъь дфлеше 1 на 7 


10:7 = 142857 


50 
49 


1. 


Въ данномъ случаЪ перюлъ есть 142857; полчеркнутыя числа суть 
остатки степеней 10. Поэтому получаемъ 19): 


3) Ибо для каждой такой мантиссы таблица (1) даеть / мантиссъ; такимъ 
образомъ получимъ всЪ возможныя е/ мантиссъ. 


1 
10) Первая мантисса принадлежитъ дроби -: поэтому, какъ мы видбли выше, 
7 


10 
вторая мантисса принадлежитъь дроби 7» ИЛИ, отбрасывая цфлую часть, дроби 7; 


266 $ 69 


—0.142857 42. , 
—0,428571..., 
—0,285714..., 
—0,857142..., 
— 0,571428..., 
5 = 0,714285... 


| 


мы ое аа ы 


+ 


На мЪстБ точекъ повторяются дальнфйшие пертоды. Такимъ образомъ, 
мы сразу превратили въ десятичныя дроби вс правильныя дроби съ зна- 
менателемь 7. Эти дроби могутъ быть выражены съ любой степенью точ- 
ности. 

7. Для п = 13 получимъ: 


10:13 = 076923 
00 
100 
Е 
90 


Перюлъ солержитъ тутъ только шесть членовъ. Далфе получимъ: 


1 = 0.076923... э 
0769230 

13 

ы — 0.692307... з 
т: 

т 0,230769 


8 


1 —0,307692 
13 


100 2 
третья дробь принадлежитъ дроби 7 ити дроби дитл Послфдовательные чи- 


слители 3, 2, бит. д. суть не что иное, какъ остатки, послБдовательно получае- 
мые при дфлени 10, 100, 1000 ит. д. 
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Чтобы получить всЪ дроби со знаменателемъ 13, нужно восполь- 
зоваться еще однимъ перюдомъ, который найдемь, взявши любой изъне- 
достающихъ числителей. Возьмемь, напримфръь, 2/13: 


20:13 = 153846 
13 
70 

65 

50 


Получимъ: 
В О зе. 
13 
д = 0.538461 
а — 0.384615 
: — 0.846153 
13 
6 — 0.461538 


13 


3 — 0,615384 


[1 


Мы исчерпали всЪ дроби съ знаменателемъ 13. Изложенное прел- 
ставляетъь неограниченный матералъ для упражненй, интересныхъь по ре- 
зультатамъ, легко поддающимся провБркБ. * 

8. Гауссь подробно изслфдоваль этотъ вопросъ вь „П!зан!Нюпез 
агнтлебсае“ а|. 313—818. Тамъ у Гаусса есть таблица, которая содер- 
жить всБ перюды первоначальныхъ чиселъ и ихъ степеней до 100. Такая 
же таблица, продолженная для нервоначальныхъ чисель и ихъ степеней 
до 1000. была найлена среди рукописей, оставленныхъ Гауссомъ, и въ на- 
стоящее время опубликована. Вь томь же сочинении Гауссъ показываеть, 
какъ съ помошью этой таблицы производить обращене дробей. знамена- 
тели которыхъ содержать н$Фсколько различныхь первоначальныхь мно- 
жителей, даже при очень большихъ знаменателяхъ. Мы приведемъ только 
одинь примфрь: 
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Но такъ какь 


1 == 0,3333333 


в 


5 =0,7142857 


Е = 1,0476190 
Чтобы получить правильно посл5днюю цифру перюла, нужно въ обоихъ 
слагаемыхъ взять посл перюда еще одинъ или нфсколько (смотря по 
обстоятельствамъ) знаковъ. 

Упомянемъ еще о труд% Г. Борка (Н. Вог) о „перюдическихъ де- 
сятичныхъ дробяхь“. “) содержащемъ, кромф основныхъ теоремъ о пе 
родическихь десятичныхъ дробяхъ, таблицу [по вычисленямъ Ф. Кесслера 
‹Е. Кезз1ег)|, въ которой приведены не самые перюды, а ихъ размфры 
для первоначальныхъ чиселъ до 100.000. 

9. Если число и разлагается на лва взаимно простыхъ множителя 
тит, а о’ и /" суть наименьнне положительные показатели, для кото- 
рыхъ 10” —1 и 10/” —1 дфлятся соотвфтственно на и’ и п”, то 107/—1 
только въ томъ случаБ дБлится на п, если / кратно и Наименьшее зна- 
чене / есть общее наименьшее кратное "и [”. Отсюда получаемъ теорему. 

Разм5ръ пер{ода для сосгавного знаменателя } равенъ об- 
щему наименьшему кратному размфровъ пер!одовъ всфхъ дро- 
бей, знаменатели которыхъ суть дфлители числа П. 

Если 10 есть первообразный корень по модулю п, то разм5ръ пе- 
рода, какь мы видфли, равень ф(п), и намъ достаточно знать одинъ пе 
рюдъ. По таблицф Гаусса находимъ, что это въ прел$лахъ первой сотни 
иметь м5сто для чиселъ: 


н—7. 17, 19, 28. 99, ат, 49, 59, 61, ЧА 


Наибольшее число различныхъ нерюдовъ приходится на лолю числа 78: 
именно: ф()//= 9, {= 8. 

10 Если / есть размЪръ перюда для знаменателя п, то 10/—1 
должно дЬлиться на и; слБдовательно, всяюЙ знаменатель 1, имющий 
данный размфръ перюда ], заключается между д\флителями числа 10/— 1. 
Обратно, если числитель есть дфлитель числа 10/—1, то длина его пе- 
рода есть } или лФлитель числа $ 

Такимь образомъ существуеть опредфленное число знаменателей 
такихь дробей, которыя имЪфютъ данный размфръ перюдла .. 

Наприм5ръ, одночленные пероды имфють только знаменатели Зи 9: 


1-=0,388..., т= 0 


2| 


*) Н. Во!К. „Рено@зсйе Оехипа гасне“, Ргортапии дез Рипя Нетисиз-бушиа- 
зиит$ т Вей, 1895. 


рт 
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Разм$рь перода, равный 2, имфютъ только три дроби, знаменатели 
которыхь суть дфлители 99, именно п — 11, 33, 99; трехчленные пероды 
имфють дроби, знаменатели которыхь дфлятъ 999 —= 27.37 ин т. д. Нри 
боле длинныхъ перюдахь разложене числа 10/—1 на нервоначальныхъ 
множителей представляетъ трудности, преодолЪть которыя можно съ по- 
мощью упомянутыхъ таблиць или съ помощью особыхь премовъ. На- 
примЪръ, какъ легко убфдиться при помощи перемноженй: 


оорааео, ЧЕ КО 

о оо ЗА. 7 
о 
107—1=9. 239 . 4649, 
ео п 


Всь приведенные здЪсь множители имфютъ сравнительно корот&е пероды. 
11. Заключимь разсмотрЬше теорйи десятичныхъ дробей слЬлующей 
теоремой: 
Пусть 


71 — 4248 -:. ДР 
есть какое нибудь цБлое положительное число, изображающееся цифрами 
Ход». +, Дь И ПУСТЬ 
п = 10/—1 
есть число, изображающееся / девятками; тогда по десятичной системЪ 


Е 


ХЛ 000 2. 84 


гдЪ справа за х, стоять } нулей. 
Отсюда 


10т = ана, (2) 


гдЪ пи есть } значное число, именно: 


ПА — 42 Аз бон Х/Ал: 
ВмфстЪ съ тмъ 
10, = я-Н @) 
7Иа — Дзла ‹ - - АГА 


Мы можемъ продолжать такъ. сколько угодно. Въ результат мы полу- 
чимъ обращеше простой дроби и/п въ десятичную, которая, какъ мы 
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видфли, иметь перюломъ у, д.3... и \). Этоть перюдъ можеть ра- 
спадатеся на болБе коротке, размЬръ которыхь есть дЬлитель числа уе 
Простая дробь т/п можетъ сокращаться и наконецъ сводится къ 1, если 
т — Я, т. е. если и т состоить изъ девятокъ. Нами доказана такимъ 
образомъ теорема. 

Каждая пер!одическая десятичная дробь можетъ быть раз- 
сматриваема, какъ результатъ обращен:я нфкоторой обыкно- 
венной дроби. Десятичная дробь, имфющая одночленный пе- 
р1одъ равный 9, получается оть обращения не правильной 
дроби, равной 1. 


& 10. Уравненя Ллофанта. 


1. При рышени уравнен!й Д1офанта или неопред$ленныхъ 
требуется найги неизвЪстныя цБлыя числа, уловлетворяюния нфкоторымъ 
условямъ, которыя могутъ быть выражены уравненями *). ПростЬйщая 
задача этого рода состоитъ вь слБдующемъ. 

Пусть а, В, с будуть ланныя цфлыя числа. Нужно найти 
два другихъ цфлыхЪъ числа, удовлетворяющихъ равенству: 


Чу—фх=с. (1) 


Сначала сдфлаемъ нфкоторыя обийя замфчанЯ. 

Равенство (1) не измфнится, если одновременно замфнить 4 на — 4 
и у на —у. 

То же имфеть мЪсто, если одновременно совершить такя замфны: 
Ь на — В, х на —х или с на —с, х на —>х, у на —у. Поэтому, не 
нарушая общности, мы можемъ считать числа а, в и сположительными. Если 


11) Равенство (2) показываетъ, что при дфленм 10 на » мы получимъ въ 
частномъ 4, и въ остаткБ ;; далфе равенство (3) показываетъ, что при дълени 
107, на п мы получимъ въ частномъ д, и т. д. Эти именно дБленя намъ и нужно 


Е т ы 
производить для обращеня дроби > ВЪ десятичную; сл5довательно неродъ д.5 из -- 4х 


: ид 
получается при обращен простой дроби — въ десятичную. 
# 


1" Напримьръ, перюдъ 2323 разбивается на два пер!ода вида 23. 

*) О личности Дюфанта Александрйскаго ничего не извЪъстно. Даже относи- 
тельно времени его жизни установлено только, что онъ жилъ между 180 г до Р. Х. 
и 370 п. Р. Х. Его трудъ объ ариеметикЪ (зрёрллихя) не дошелъ до насъ пол- 
ностью. Новьйшее издане текста сдфлаль П. Таннери (Р. Таппегу. Шер 
В. С. Тещьпег, 1893, по латыни и по гречески); н-мецй переводъ с№вланъ Верт- 
геймомь (\/ененп, Гера, В. Я. ТеиБлег, 1890). Сравни о ДюфантЪ у Кантора 
„ОезсисШе 4ег МаешайК“, томъ [ стр. 488 и дальше. 


р” чи 
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одно изъ этихъ чисель, напр. 6, равно нулю, то задача сводится къ дф- 
леню с на а. Мы можемъ исключить этотъ случай 13). 

2. Если числа @ и В имфютъ общаго множителя 1, то задача (1) 
можеть имбть р5шеше только въ томъ случаЪ, если и с длится на (. 
Если это такъ, то всЪф члены уравненя (1) можно раздфлить на (. Мы 
будемъ предполагать эту операцию выполненной; эго послфднее предполо- 
жеше, очевидно, равносильно требованшю, чтобы а и [ были числа вза- 
имно простыя. 

При этомъ услои, мы легко докажемъ на основан предыдущаго, 
что задача (Т} всегда иметь рЬшеше. Дфйствительно, вь $ 67, 9 мы 
видфли, что выражене 


д=а"— Вх 


получаетъ всф значеня полной системы вычетовъ модуля ар. Между эти- 
ми значемями должно быть число, которое по модулю ар даетъ тоть 
же остатокъ, что и с; это ^ число равно с-- Кар, гдЬ Ё цБлое число. 
Итакъ, существуютъ три такихъ числа Ху, №, Ё, которыя удовлетворяютъ 
равенству 


аув — бло = с Е Ёаб, 
ИЛИ 


а (% — #6) — Вх == с. 


ВмЪстЪ сьтфмъ удовлетворяется и уравнеше (1), если въ немъ под- 
ставить Хо и %— АВ вмфсто х и у. 

3. Положимъ, что мы нашли одно р5шеше уравненя (1) жь, т, 
тогда 


В: (2) 


Изъ этого одного рьшеня легко найти всЪф остальныя. Вычтемъ для 
этого изъ уравневя (1) равенство (2), получимъ: 


а(у— 30) = 8(% — о). (3) 


Произведеше р(х — хо) должно дфлиться на 4; а такъ какъ а и В, 


13) Если бы, наприм$ръ, нужно было рЪшить уравневше 
р р ) у 


5 2х ==10, 
то мы р5шили бы уравнеше 
5" —2х'—10. 
даждому р5шеню (у’, х’) второго уравнешя соотвЪтствуеть ршене у=л", х— — д”. 


Каннаго уравненя. 
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но предположению, взаимно простыя числа, то х- Хо должно дфлиться 
на а. Обозначимъ частное этого дфлешя черезъ А, гдЪ Х цфлое число: 
слфдовательно. х— х, = Ла. Если подставимъ эго значене х— Ха ВЪ 
уравнене (3) и раздфлимь на а, то получимъ: У — 40 = 6. 

Итакъ, 


х— № Аа, 
4 
уж. И 


Обратно, каково бы ни было /, при соотношеня (4) 
ау — 5х = а - 6% 


и, если Хо У удовлетворяютъ уравненю (1) то уи х также удовлетво- 
ряють уравненю (1). Если такимъ образомъ уравнеше (1) вообще 
имфеть рышенше, то оно имфетъ ихъ безконечное множество, и всЪ они 
выволятся изъ олного по формуламъ (4). 

4. Наконець, мы получимъ упрощене, свеля общую задачу (1) къ 
частному случаю. 

Если числа Хо, У Уловлетворяютъ уравненю 


@уо — Вло = 1, (5) 
то числа 
Хх == № И У — 60 


дадуть рышене уравненйя (1), въ чемъ убЪфжлаемся, умножая обЪ части 
равенства (5) на с. 

Задача (1) сводится такимъ образомъ къ болЪфе простой: 

5. аи Ь суть два цфлыхъ положительныхъ числа, не имЪ- 
ющихъ общихъ множителей; нужно найти какую нибудь пару 
цЪфлыхъ чиселъ, удовлетворяющихъ равенству: 


ау — фх=1. (6) 

По формуламъ (4) изъ одного рышешя этого уравненя найдемъ 
остальныя. Мы можемъ поэтому всегла получить положительныя рЪ- 
шен{я 14). 

6. Если а=1, то можно дать х произвольное значене; для  по- 
лучаемъ у==рл - 1. Если р—=1. то х=ау-— 1; если а и В больше 1, 
то вь формулахъ (4) можно за А принять частное оть дфленшя х на 4, 
а за №— остатокъ отъ этого дфлешя, такъ что 


О а: 


**) Такь какь а и 2, по условю, пояожительныя числа, то можно всегда дать 
числу Х настолько большое зпачеше, чтобы получить положительныя же значен!я 
иля чиселъь хи у. 
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Тогда 
0— @\о == | —- ео =. ар -- 1 


Такъ какь у, не равно р, ибо вь противномъ случаЪ 1 должна бы- 
ла бы дфлиться наф, то 


Ош 1. 


Итакъ. существуеть одно и только одно рьшеше задачи (6). для 
котораго х и у положительны и соотвфтственно меньше а и р; такое рЪ- 
шене назовемь наименьшимъ положительнымъ ршентемъ. 

7. Вьрнымъ и сравнительно легко выполнимымъ средствомъ для 
лЪйствительнаго нахожденя рёшени уравнешя Длофанта является способъ, 
основанный на Евклидовомь алгориемф общаго нанбольшаго дфлителя 


6 15). 


Пусть вь уравнении (6) аи р суть данныя цфлыя положительныя 
числа безь общихь множителей; положимъ, что оба они больше Т и 
а > р. Если бы послфднее услоше не выполнялось. то достаточно пере- 
ставить коэффищенты 4 и В и замфнить х и у черезь —х и —\. Вь 


видахъ удобства обозначенй положимъ: 
; 


= 1 


и составимъ алгориемъ $ 15-го, который долженъ закончиться числомь 1, 
такь какъ 4 и а, суть числа первыя между собой: 
а — 90 --а», 
а, —= 41а, + аз, 
@> — 4243 - ча, 
С к „7-1 (7) 
9. -— Ч 2 Ч —1 ао 1, 
ея 1 ; 
Если мы опять поставимь ф вмЪсго 9,, то изъ перваго равенства 
получимъ: 
а, =9— 64}; 
подставивъ это значене а, во второе равенство, получимь: 
-@з= 94, —6 (99. + 1; 


продолжая тотъ же процессъ дальше, мы увидимъ, что каждое изъ Чи- 
сель 41) 4». @»..-›@, Выражается линейно черезъ 4 и В. 


Веберъ, Эвциклоп. элемент. алгебры. 18 
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8. Предположимъ, что для нфкотораго а, найдена формула: 


(—П'а, =а0О (8) 


1 


т. 


. 
Сравнивая эту формулу съ тЬми, которыя получены нами для у — 2 

и у — 3 найдемъ: 

О, УЕ, 


=: № 9-Е. й 


Теперь въ формулу 
== 1, Ч, ны а, 
подставимь вмЪсто а, выражеше (8), а вмЪсто РИ соотвЪтственно: 


И (10) 


а, Ч 
тогда получимъ: 


= в Я» — а(О,4, 2 Ом 8 а Ре: 


— 


Итакъ, если имотъ м5сто формулы (8) и (10), то имфетъ м5сто и 
соотношеше: 


А Ча, —@ ыы Ев. В 


при чемъ 
Ры 2 р {, -- ИИ 
Мы = 0, И г =Р [® 7—1 


По рекуррентнымъ формуламъ (11) легко найти числа Р‚ и (,. 


(11) 


НПолучимъ, напр.: 


Ру = ь-у, 

(3 — 4 + 1, 

24 — 441454 -Н 443 5 аз Е 9 1, 
(0: = 41924 Не Ра. Ш Л. 


Очевидно, что для вычисленя чисель Ри () нужно только знагь 
частныя (), 1, », .. - КромЪ того, всЪф числа Ри О положительны и 


Ра г” Ру ОА — О (12; 


(только, если д, =1, то (), =). 
9. ПримБнимь уравнены (8) къ случаю У = в и примемь въ сооб- 


Ч 
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ражеше, что а„ == 1; тогда получимь: 


а (03) 
Отсюда р-шеня задачи (6) представляются въ видф;: 
Хх = (— р» Р г. 
ОИ 2—1 (14) 
= бы п т у 


Если помножимъ первое изъ уравненй (11) на (),, второе на ТР 
загЬмъ вычтемь одно изь другого и наконець помножимъ обЪ части на 


(— 1/1, то получимъ: 
= ах п О, =: О, №. = (> СР р ея (9, В и х 


СлЪдовательио, выражене 
Е г ей > 
( 1} (Р, "О 0,1 г 
не мЬняетъ своего значешя съ измфненемъ индекса м; если положимъь 
‚ =2, то изъ соотношеня (9) слБдуетъ, что 


О ЖА (15) 


1 


Эта формула показываегъ, что числа Р, и О, при любомь у не 
имЫоть общихъ множителей, такъ какъ такой множитель былъ бы дфли- 


телемъ числа Е 1. 
10. Примфнимъ формулу (10) кь случаю у —= п; принимая здЪсь во 


внимане, что а, получимъ: 
Ре > 
п О, —=1 - 
Какъь ци В, такь и Ри О суть числа взаимно простыя; поэтому 
В == а 
Р.=а, 9, =8 
а изъ неравенствъ (12) слфдуетъ, что 
В < 4, а 1 < р. 


Изъ предыдущаго ясно, что формулы (14) при четномъ и дають 
наименьшя положительныя рЪшеня уравненя (6); при нечетномъ и нан- 


меньшя положительныя рЫышешя будутъ: 
д НИ) р. 
о 
11. Возьмемъ численный примфръ; положимъ 


а—=1000, Ь—=221. 


18* 
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Образуемъ алгориемъ (7): 


1000 ==4. 221 -- 116, 
221 —1, 116 -{ 105, 
116=1. 105 4 11, 
105:=9.11 +6, 


=, © - 5, 
65 --1, 
В, ||. 


Мы находимъ такимъ образомъ, что и == 7. Для чисель же ‹] полу- 
чаемъ рядъ: 


4, Чл, 4» Чз» Ча 45» 46 
и, т 


Отсюда: 

4, О, =1, 

А 58 = 1, 

В == 9, О, —= 2, 

1 56, ФЛ ==. 

95. Ма 

Ре 181, Омь: 

= 11000, 2 

х = 1000 — 181 = 819, у—221— 40 —= 131 
суть наименьшя положительныя р5шешя уравненя 


1000 у— 221 х=1. 


5 


ГЛАВА ХУ. 
НеопредЪфленныя уравнен1я второй степени. 


$ 11. Теорема Вильеона. 


1. Задачу, которую мы рыпили въ $ 70, можно прелставить въ 
другомъ видЪ. Уравнене 


ау рх=с 
показываетъ, что ау —с дфлится на р, т. е. (5 67) 
ау = (то4. 6). 


Такъ какъ 4 и $ суть числа взаимно простыя, то произведенное 
выше изслфдоваше даеть намъ всегда одно р5шене этого сравненя. Если 
же извфстно одно рышене у, этого сравнешя, то остальныя получаются 
по формулБ у-= у, --ЛЬ ($ 70). Число Х можно выбрать такъ, чтобы у 
получило положительное значене, меньшее, нежели р. 

Мы получаемъ такимъ образомъ слфдующую теорему. 

Если 4 и ф суть числа первыя между собой, то сравнеше 


ау =с (шод. р) 
имфетъ одно и только одно рфшенте въ ряду чиселъ 
Е 1 


2. Возьмемъ за модуль нечетное простое число и соотвфтственно 
этому обозначимъ его черезъ р- Изъ нашей теоремы вытекаетъь слфдую-. 
иШй частный случай. 

Если а не дфлится на р, то въ ряду 1, 2,..., р—1 всегда есть 
число 0@’, удовлетворяющее сравненю: 


аа’ =1 (тоа р). 


Это число 4’ только въ томъ случаф можеть быть равно 4, если 
= 1 или а = — 1 [или, что то же, =р— 1 (точ. р)]. Ибо, полагая а’==а, 
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получимъ да’ — 1 = 4-1 = (а-Н 1) (а—1). Послфднее выражеше д$лит- 
ся на р только въ томъ случаф, если на р дфлится а— 1 или @-Е1. 


1 
Числа 2, 3,...,(р— 2) при этомь распадаются на р) (р— 3) паръ 


чиселъь, ди а’, произведеше которыхъ аа’ сравнимо съ 1, а произведе- 
не остальныхъ двухь, 1.(р -1), сравнимо съ — 11"). Слфдовательно, 
произведене 

142. Зея + 0-30 — №6 В 


что справедливо и для р =2, такъ какъ -- 1 =—1 (109. 2 
Въ словахъ это выражается такъ: 
Если р есть простое число, то число (р -1! 1 дБлится 


на р. 

3. Это важное ирелложеше называется теоремой Вильсона 
(М оп) *). Обратная теорема также справеллива: 

Если р есть натуральное число и (рф—1! Е 1 длится на р, 
то р есть простое число. 

Если бы р содержало простого множителя ‹/, меньшаго, чмъ р, то 
(р— 1): дБлилось бы на ‹, а (рп! -- 1 не длилось бы на 9, а по- 
тому не дфлилось бы и на р. Теорема Вильсона даетъ, такимъ образомъ, 
признакъ для распознаваня простыхъ чиселъ. 

4. Мы сдфлаемъ очень важное примфнеше теоремы Вильсона. 

Если р по прежнему есть нечетное простое число, то каждому Чи- 
слу а въ ряду 1, 2, 3,...,(р— 1) отвфчаетъ число а", удовлетворяющее 


1, Если а — | или а-=р- |, то а’ соотьфтственно ровно 1 или р-1, какъ 
это было показано вь текстЪ. Поэтому мы опускаемъ эти два числа. Если а есть 
одно изъ (р--3) остальныхъ чисель 2. 3...., р—2,то а’ не равно а; поэтому эти 
послфдня числа и распадаются на тая пары, которыя дають произведеня, сравни- 
мыя сь 1 по модулю р. 

*) Первое упоминане объ этой теорем встрфчается у Вариига ‹\ММайпЕ) въ 
„Медйавопе$ арефгасае“, первое издане которыхъь вышло въ 1870 году. Напс 
тахипе @ерашет питегогит ритогит ргорпеает шуепй у с1аг1$$ти$, гепипдие 
таетаНнсагит регйезитиз Ююваплез \/Йзоп Атирег“. Этоть 1юпаппез \/1оп Аг- 
писег, безъ сомнфня, есть никто иной, какь 5! Лопп \1зоп, живний оть 1741 до 
1798 г.. о которомъ вь „МаНопа! Вюетарну“ ЕХИ. 197 (С.опаоп 1900) сказано: 
„\/НИе НЙ ап ипаегетадиае Пе 15 заа Науе шаде ап аЫе геру № Ше аНасКк 
оп Е@\ага \Майпез МазсеПапеа апауНса Бу \/ИИат Затие! РозуеШ“ (письменное со- 
общене М. Кантора) ?). 

2) Переводъ латинской цитаты: 

„Это въ высшей степени изящное свойство простыхъ чисель открылъ знаме- 
нитый и весьма свЪдупий въ математикЪ Ююаннъ Вильсонъ Армигеръ“. 

Переводъ англйской цитаты: 

„Хотя этотъ скромный челов5къ и не имбль ученыхъь степеней, тёмъ не ме- 
не онь сумБль, говорятъ, отразить напаленшя, сдБланныя на книгу Варинга 
„МусеЙапеа апа!у&са“ Самуиломъ Пауэлемъ. 
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сравненю 
аа" = (тоа. р). 
Если при этомъ сравнене 
= п! (1) 
не имфетъ р5шен!я, то 4” ни въ какомъ случаЪ не равно а, и числа 
1, 2, 3,...,(р— 1) распадаются на. (р 1) паръ чиселъ, произведеше 


которыхъ по модулю р сравнимо сь — 1. Поэтому 


р—1 


(р! = Ш = (тоа. р, 


и вь то же время по теоремЪ Вильсона 


(рп! ==—1 (той. р). 


у 1 
Слфдовательно. при этихъ условяхъ 3) о (р—1) есть нечетное чи- 


сло, такъ какь -|-1 и—1 не могуть быть сравнимы по нечетному мо- 
дулю. 

5. Если сравнеше (1) имфетъ ршеше, и х—х есть одно изъ 
рышенй, а х другое, то д? = 92, т. е. (у—9)(х 9х) длится на 


р, откуда либо х = -- я, либо х = — &. Въ ряду чиселъ 1, 2, 3.....р—1, 
существуютъ два и только два рёшеня, произведеше которыхъ «(р — ®} = 
= — 2 = -|- 1 (под. р) *). Числа 1, 2, 3,..., (р— 1) распадаются теперь 


1 < : 
на 5 (р— 3) паръ, а, а", произведеме которыхъ сравнимо съ — 1, а 


остальныя два числа ©, р— х лаютъ произведеше х(р—<), сравнимое съ 
1. Принимая въ соображеше теорему Вильсона, получимъ: 


в—3 | 


(0—0! =(—-0 * =—(—10 * =Ы—1 (од. р), 


—1 
откуда слфдуетъ, что въ этомъ о о представляеть собою четное 


число. 


3) Т. е. когда сравнене (1) не иметь р5шеня. 
‘, Если & есть одно рёшеве, то остальныя, какъ показано въ текстЪ, содер- 
жатся въ формулахъ: 


ар и@-р^. 
Каждое изъ нихъ даеть только одно рьшеше, содержащееся въ ряду 1,2,...,(р- 1). 


Если а и есть то ршеше, которое содержится въ этомъ ряду, то вторая формула 
даеть ршеше (р—о), содержащееся въ томъ же ряду. 
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ВсЪ нечетныя числа р (простыя и составныя} распадаются на два 
1 
класса, смотря по тому, есть ли -5 (р—1) четное или нечетное чи- 


сло. Первыя могутъь быть представлены въ видф 4н--1, вторыя въ ви- 
д А-З или 4—1, гдЪ п обозначаетъ цфлое число. 

Для простыхъ чиселъ, принадлежащихъ къ первому классу, сравне- 
не (1) имБеть р5шеше, а для простыхъ чиселъ второго класса оно не 
имфетьрЪшений 5). 


. 
Это предложеше, впервые доказанное Эйлеромъ. мы выразимъ 1 
такъ: 
6. Если р есть простое число вида 4п--1, то вмЪъсто х 
можно подставить такое число, что \--1 раздфлится на р; 
если же р есть простое число вида 4п --3, то эго невозможно. 
Къ простымъ числамъ перваго класса принадлежать. наприм$ръ: 
5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73; 
ко второму классу: 
В 2 ое 
7. Для простыхъ чиселъ перваго класса, основываясь на теоремЪ 
Вильсона, легко найти рышеня сравнешя (1). 
Дъйствительно: 
ры . 
РЕ 
{то9. р} (2) 
И! — ( Па 
нь 


Если р-=4Ап-- 1, то всБ числа произведешя (р—1)! распадаются 
на двЪ групны: 1, 2.....2ни(2н-- 1), (21 --2),..., (р-_ 1); произве- 
дене чисель первой группы сравнимо съ произведешемъ чиселъь второй 
помодулю |5). Въ виду же теоремы Вильсона 


= (= пб.) 


Такимъ образомъ мы получаемь рынене сравненя (1) въ вид: 
а ь 
= ) (шоа. р). 


5) Въ текстЬ показаны собственно обратныя предложеня: если сравнеше (1) 
имЪеть рьшеше, то р иметь видъ 4и | 1: если же оно не имфеть рьшеня, то р есть 
число вида 4и — 1. 

®) Это получается перемножешемъ сравненйй (2), такъ какъ число этихъ срав- 
ненй есть 2я. 
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Если, напримфръ, р = 13, то х = 6! = 720 — 5 (тоа. 13); дёй- 
ствительно, 5? -- 1 == 26 длится на 13. 

При большихь значеняхь р, конечно, на практикБ нельзя примФнять 
этого способа для вычисленя х. Гауссь далъ средство, основанное на 
высшей ариеметикЪ. для быстраго вычислешя \х при болышихъ значеняхъ 
числа р. Мы не можемъ изложить способа Гаусса во всей его полнотЬ, 
по на примБрЪ мы настолько его уяснимъ, что его можно будеть ири- 
м5нять въ любомъ аналогичномъ случаЪ. Для этого требуются слфдующя 
предварительныя соображения. 


$ 12. Авадратичные вычеты. 


1. Пусть т есть любое натуральиое число, а х олинь изль выче- 
товъ 0, 1, 2, 3, ‚, [1 по модулю т. 

Два числа 

жи (т — м) = и Этх- д? 

при дЪлеши на 1 даютъ одинаковые вычеты; кромЪ того, оть дфленя квад- 
ратовъ какихъ бы то ни было натуральныхъ чиселъ на ти не можеть полу- 
читься вычетовь, отличиыхъ оть тфхь, которые получаются отъ дБлешя 
чисель л?. Поэтому мы получимь всЪ вычеты полныхь квадратовъ, ес- 
ли будемъ дфлить на Ш числа ^?, при чемь достаточно лать х всЪф зна- 
ченя. не превышаюция '/› 1. 

Полученные такимъ образомъ вычеты называются квадра- 


1 
тичными вычетами чиста 111. Число ихь не превышаетъ (1) 9. 


Остальные вычеты по модулю ш, которые ни въ какомъ 
случаЪ не могуть быть вычетами квадратовъ натуральныхъ чи- 
селъ, называются неквадратичными вычетами. Число ихъ не 


меньше т —1) 


2. ПримЪры: 3, 
Квадратичные вычеты: 0, 1, 
неквадратичные . 2. 
т == 4: 
Квадрат е 0, 1. 
неквадрат. т 2 © 
т 1 ` 
) Если п есть четное число. то въ ряду 0,1,2,..., * — 1 имфется 5 т | 1ча 
1 
сель, не превосходящихъ р) т; если же мт есть нечетпое число, То ихъЪ имфется 


о т—1 
только — ь 
2 
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т =5 
Квадрат. „ м4, 
неквадрат. г РОЗ 
6 
Квадрат. ОЕ 
неквадрат. т и 5. 
ОЙ 
Квадрат. И ре 
пеквадрат. & 2 5), 6% 
= 
Квадрат. м Ее 
неквадрат. т р О. 
ПВЕ=9: 
Квадрат. р ОЕ 
неквадрат. ю 5 8), 6 ®. 
пр = 5 
Квадрат. м о а оо 
неквадрат. де О, © 10 


3. Обратимъ внимане на особую теорему, вытекающую изъ при- 
мЪБра м == 8: квадратъ нечетнаго числа всегда имфетъ видъ 8-1 


(а слЬдовательно, и Ап 1). 
4. Считая, что х?-1 дБлится на простое число р, положимъ: 


1 == ру: (1) 


мы разсматриваемъ здфсь х и т какъ неизвфстныя цфлыя числа. ВмЪсто 
того, чтобы прямо искать ух, можно искать сначала у; послфднее должно 
удовлетворять услойю, что ру— 1 есть квадрать натуральнаго числа. 
Такъ какъ мы можемъ брать х < ур, то изъ равенства (1) слФдуетъ, 
что рух т И: или ух + р. Итакъ, вмЪсто у достаточно подставить толь- 


ко четвертую часть чиселъ 1, 2,.... р -Ти при этомъ сл$дить, бу- 
детъ ли ру— 1 полнымъ квадратомъ или нфтъ. Для того. чтобы рф- 
шить, будетъь ли данное число квадратомъ, мы имфемь простое и вЪрное 
средство ($ 21). 

5. Можно еще уменьшить число значенй, которыя нужно подста- 
вить вмЪсто 4. Для этой цфли возьмемъ какое нибудь число с, кото- 
рое называють эксклюдентомъ (сначала беремь небольшя числа 
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3, 4, 5, 7, 8,... ит. д.). Числа 6 не стоитъ брать, такъ какъ оно даетъ 
то же, что и эксклюденть 3. Если В есть неквадратичный вычеть по мо- 
дулю е, то сравнене: 


ру = ВН! (шоа 0. (2) 

не можеть имфть мЪста 8). 

Можно, поэтому, исключить всЪ значеня у, удовлетворяюция какому 
нибудь сравненйю вида (2). 

6. Для примБра возьмемъ р == 97. ВмЪсто у намь предсгоитъ под- 
ставлять числа 1, 2, 3,..., 24. 

Возьмемъ за эксклюдентъ с = 3; 2 есть неквадратичный вычетъ по 
модулю р Подставляя въ сравнеше (2) 8—2, получимъ, что нужно ис- 
ключить всЪ числа, дЪляшияся на 3; остаются числа: 


о 


Возьмемъ е = 8, А. 3, э, 6. Пользуясь этимъ. находимъ, что 
нужно вычеркнуть всЪ числа видовъ: 


8-3, 8и |4, 8и-б, 8н-{ 7. 


Остаются 
о т 


Положимъ далБе с =5, В=2, 3; нужно вычеркпуть р\?инены сравненйя 
р 4, т. е. Ми 4, 2 (тоа 5) 


Эти р5шеня суть : 2 и 17. 
Взявши еще числа с = 9 и с =7, мы вычеркиемъ всЪ числа. кромЪ 


5 и 13. Подставляя у —5, находимь: 
97. 5—1 = 484 = 222. 


Сравненю 2х? = —1 (той 97) удовлетворяютъ х = 22 их = 75. 
Изложенный премъ можно примфнять н къ большимь простымъ числамъ, 
если перебрать еще больше эксклюлентовъ; вычисленя при этомъ, ко- 
нечно, увеличиваются. Такъ напримфръ, для р = 1901 получаемъ у = 25, 
послЪ чего легко провЪрить: 


2182 =—1 (то4. 1901). 


Дадимъ еще н%фсколько примфровъ, на удачу взятыхъ изъ таблицы, 
вычисленной Эйлеромъ *). 


") „СоттетаНопез агшенсае“, т. |. стр. 362. 
з} Если у есть такое число, при которомъ можеть быть удовлетворено срав- 
нене (1). то сравнене (2) не можеть имбть мЪста, ибо иначе мы бы имЪли 


р —х., т. е. В было бы квадратичнымъ вычетомъ. 


5 
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114? = —1 (той. 317), 782= —1 (той. 1217) 
208 = —1 (то4. 509), 51°=--1 (тоа. 1301) 
26? = —1 (104. 677), 225=—1 (шо. 1489) 


м 
— 
= 
> 
| 


=—1 (по4. 773), 61°=—1 (тоа. 1861) 
=—1 (104. 1009), 4122 = —1 (тоа. 1997) 


> 
© 
<) 
[> 
| 


$ 13. Нивагоровы треугольники. 


1. Еще въ глубокой древности знали, что треугольникъ, стороны 
котораго, измфренныя одной единицей мЪры, выражаются числами 3, 4, 5, 
имфетъ прямой уголъ; эти три числа обладають тфмъ замфчательнымъ 
свойствомъ, что квадратъ большаго изъ нихъ равенъ суммЪ квадратовъ 
двухъ лругихъ (5? = 3*-{ 42); послЪлнее соотношене выражаетъ теоре- 
му Пиеагора. Историки полагаютъ, что это ариеметическое соображе- 
не послужило началомъ, источникомъ геометрической теоремы [Канторъ 
Исторя математики, томъ 1 стр. 160]. 

Прямоугольный треугольникъ называется Пиеагоровымьъ, если его 
стороны, измфренныя одной и той же единицей мфры, выражаются цф- 
лыми числами. Чтобы найтн всф Пиеагоровы треугольники, нужно ршить 
ариеметическую задачу: найти всф натуральныя числа х, эх, хз» удовлетво- 
ряюция условю: 


ея, 1) 


2. Чтобы рьшить эту задачу, замБтимъ сначала, что изъ одного рЪ- 
шеня уравнения (1) можно вывести сколь угодно много другихъ, умно- 


жая Пполученныя значеня м И Х на одно и то же число. Точно такъ же 


мы можемь сократить уравнеше (1) на 5?, если х есть обийЙ наиболь- 


ий дфлитель чисель х, № их, и тогда получимь рёшеня уравнены (1), 


^? 
не имфющя общихъ множителей. Поэтому мы можемъ ограничиться иред- 
положешемь, что х. у, 1 не имыоть общихь дфлителей. Но тогда 


эти числа и попарно не могуть имфть общихъ дБлителей; въ самомъ 
лфлЪ, если два изъ этихъ чисель длятся на простое число 4. то, въ виду 
равенства (1), м третье число должно дфлиться на 4. 

Итакъ, изъ трехь чиселъ х, у, { ни одна пара не можетъ 
имфть общаго дЪлителя. 

ВмЪстБ сь тфмь между этими числами не можеть быть двухъ чет- 
ныхъ. Съ другой стороны, числа х и у не могуть быть одновременно 
нечетными. Ибо, если х = 29-1, У=2А-1, то число 


а 4-2 


дфлится на 2, но не длится на 4 и потому не можеть быть полнымъ 


> 


№ д 
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квадратомъ, такъ какъ каждый четный квадрать длится на 4. Мы не на- 
Рушимъ такимь образомъ общности, если будемъь считать х печетнымъ, 
у четнымъ, а у нечетнымь числомъ. Напишемъ уравнеше (1) въ видф: 


^ 
мис й 


Положимъ: 


и. 


К 11 


При нашихъ предложеняхь ит и п суть числа нечетныя; отсюда 


„_ Ши Бр иевыы 
е 2 ыы Пение 


изъ этихь формулъ заключаемъ, что шин, и что шинне могутъ 
имфть общаго множителя, ибо таковой могъь бы быть только нечетнымъ 
числомь, а потому содержался бы также въ у и въ 5. Изъ уравненя (2) 
слфлуетъ: 


И, (3) 


откуда вытекаеть, что числа и и НП должны быть полнымн квадратами. 
ДЪйствительно, если бы число и} содержало какого нибуль просто- 
го множителя въ нечетной степени, то онъ долженъ былъ бы по край- 
ней мфрЪ одинъ разъ входить въ и; но это не можеть имфть мЪста, 
такъ какъ ии п суть числа взаимно простыя. 
Итакъ, т— а? и п—={?, гдЬ а ир суть нечетныя числа. не 
имБюпия общихъ множителей; вмЪстЪ съ тфмъ 


1 в ео 
я ^\ о 


Х== аб, у = 


(4) 


3 Обратно, если а и В суть нечетныя цфлыя числа, то выраженя 
(4) удовлетворяютъ уравненю (1). ДЪйствительно, 


ЕЕ). 


Формула (4) даетъ вс возможные Пиеагоровы треугольники. Мы 
получаемъ, напримЪръ: 


а=3, 6=1, х-= 3, 5 4, д 5, 
ПО И, м 5 ве 
а Е. 
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$8 174. Знаменитая теорема Фермала. 


|. Задача о нахожденми цфлыхъ положительныхь чиселъ, удовле- 
лворяющихъ уравненю 


= #8 —_-”й 
Е 


есть обобщеше задачи, рышенной въ предыдущемъ параграфЪ. Ферматъ 
безь доказательства высказаль положене, что этому уравненю нель- 
зя удовлетворить, если п > 2. До сихъ поръ не существуетъ доказательства 
этой теоремы въ общемъ видЪ, хотя справедливость ея не подвергается 
сомнЪню. Она носить назване великой теоремы Фермата. Эйлеръ 
далъ доказатеньство для двухь случаевь и —З и н=4; Дирехле (Пч- 
спейей) для случая п -= 5; наконець Куммеръ (Кипитег) при помощи выс- 
шей теори чисель далъ доказательство, непримфиимое только для н$ко- 
торыхъ отдфльныхьъ значешй и, число которыхъ, по крайней мЪрЪф среди 
небольшихъ значенй п, очень невелико. Доказательство для случая нп == 4 
выполняется съ помощью элементарныхь премовъ и можетъ быть здЪсь 
изложено. 
2. Если предположить, что уравнене 


-4 4 — 24 

ау = и) 
иметь ршене въ цфлыхъ числахъ м, у и 1, изь которыхь ни одно 
не равно нулю, то и уравнеше 


и — (2) 
будетъ имфть такое рьшене. Нужно только въ уравнени (2) положить 
: равнымъ квадрату того значеня, которое у имфетъ въ первомъ уравнении. 

Если мы поэтому обнаружимъ, что уравнеше (2) не имЪфеть рфше- 
ня, то мы докажемь даже болыше того, что собственно требуется. Если 
же уравнене (2), вообще, имфеть рышеня, то межлу ними будегь одно 
(а можеть быть и нЪсколько), въ которыхъ 1? имфетъ наименьшее зна- 
ченте. Эти именно р-шеня, соотвфтствующя нашему х, мы и будемъ теперь 
понимать подъ х, у и 1. Тогда х и у не могуть имбть общихь множи- 
гелей: если бы хиу имфли общаго дЪлителя 4, то { должно бы длиться 
на ({; разлфляя тогда уравнене (2) на ({, получимъь уравнемше того же 
вила, въ которомъ д имфеть менышее значене. 

3. Если мы удовлетворимъ уравнению (2), то х®, у? и х суть сто- 
роны Пиеагорова треугольника, а потому, согласно $ 73, 2, мы можемь 
положить: 


2— р а? 5? (3) 
2 


У т а 
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гдЪ а и В нечетныя числа безъ общихъ дЪфлителей (а >56). Изъ перваго 
равенства (3) заключаемъ точно такъ же, какъ въ & 73, 2 изъ равенства 


(3), что числа а и 6 сами также должны быть полными квалратами; по- 
ложимъ поэтому: 


Е 


глдЬ хи [В оинять нечетныя числа, не имБюцие общихъ дфлителей. 
Нусть теперь: 


В =21, «9 =2и, 


и, слЬдовательно: 
а = и, ВЫ Еф, 
2 — фан, о-в 2). 


Ясно, что [и И также представляютъ собою цфлыя числа, пе им БюниЯя 
обшихъ лфлителей. Изъ уравненй (3) вытекаетъ: 


Иры о— В (“ — В?) (а? В) 
2 


— 41 (Р-и?), 


откула 
у 2 
(2 ) — и (Р- и). (4) 


Такъ какъ числа Ги и не имъютъ обшихь дфлителей, то 1? 4 и? 
не можеть имфть общихъ дфлителей ни съ Ё ни съ и. Отсюда, на осно- 
вани тфхъ же соображешй, которыми мы воспользовались выше, мы за- 
ключаемъ. что три числа и, Ги ЕР суть полные квадраты. Поло- 
жЖимМЪ: 

[=1, Н=у?, ВУ т=у; 
гогда 
- 4 пе В . 
НЕ (5) 
Тенерь 


и ав м 
р 


но, такъ какъь а—р есть ифлое положительное чнсло, по крайней мфръ 
равное 1, то 


- 3 и. 
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сь другой стороны, \4 — 52 — \? < 41 и, слфдовательно: 


4:2 меньше д и тЬмь боле меньше 25°; но это противорфчить предноло- 


женио, что 1? есть наименьшее число, для котораго удовлетворяется урав- 
неше (2). Итакъ, не существуегь цфлыхъ положительныхь чиселъ х, у, 5. 
уловлетворяющихъ уравнен (2), какь того и требуеть теорема Фер- 


мата. 


8 95. Разложенте числа на сумму лвухъ квалдратовъ. 


1. Каждое простое число вида 4 {1 есть сумма двухъ 
квадратовъ *). 
2. Если х и т суть ифлыя числа и 


т — (1) 


есть сумма ихъ квадратовь, го Ш можетъ быть нечетнымъ числомъ только 
въ томъ случаф, если одно изъ чисель х и у четное, а другое нечетное, 
гакъ какъ сумма двухъ нечегныхъ или двухъ четныхь чисель есть всегда 
четное число. Квадрать четнаго числа дфлится на 4, квадратъ нечетнаго 
по модулю 4 даеть вычеть 1; если поэтому вь формул (1) зи есть 
число нечетное, то оно имфеть видъ 4н-+-1. Итакъ, если простое 
число (кромЪ 2 = 1*-{ 1?) есть сумма двухъ квадратовъ, то оно 
непремфнно имфетъ вндъ 4н--1. Гораздо труднфе было доказать 
обратное, что дЬйствительно каждое просгое число вида 4н- 1 всегда 
представляетъь собою сумму двухъ квадратовъ. 

Если Ш = № -- у?, гдЪ х и у цфлыя числа, то говорятъ, что т 
разлагается на два квадрата, или что #1 можетъ быть представле- 
но въ вид суммы двухъ квадратовъ. Если при этомъ хи у суть 
числа первыя между собой, то разложеше называется правильнымъ 
(или собственнымъ); если же х и у имфють общаго множителя, то 
разложене называется пеправильнымъ. 

Если х и у имЪюгь общаго множителя, то, въ силу равенства (1), 
въ составъ числа 1 долженъ входить квадратъь этого множителя; если 
поэтому т есть простое число, то х и у суть числа взаимно простыя. 

3. Предположимъ теперь, что н$фкоторое нечетное простое число р 
не разлагается на два квадрата. но входить множителемъ въ сумму двухь 


=) Теорема эта дана Ферматомъ безъ доказательства. Доказательство принад- 
лежить Эйлеру (1754. „СоттешаНопез атейсае“, т. № Въ настоящее время тео- 
рема эта является частнымъ случаемъ теори квадратичныхъ формъ. 
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квадратовъ. Иными словами, допусгимъ, чго иметь мЪсто равенство 


ху = пр, (2) 


гдЪ д, у ин суть цфлыя числа, при чемъ х и у не длятся на р. Мы 
покажемъ, что въ такомъ случаЪ можно найти отсюда друйя числа, удо- 
влетворяюция равенству вида (2) только съ меньшимъ множителемъ п, 
такь что послфдовательно мы непремфнно придемь къ разложен!ю 
. числа р на два квадрата. 
° 4. Раздфляя хи 1 на р, мы получимъ: 


х=ра жи, 

у = рН", 
гдь дир суть частныя, х и \, отличные оть нуля остатки дфленЯ. 
Мы возьмемъ при этомь не наименыше положительные. а абсолютно нан- 
меньцие остатки ($ 15, 3). Поэтому, х, и у, могугь быть и положи- 
тельными и отрицательными числами, но по абсолютной величин% 


1 1 
9 — о р? И мВ: 


слфдовательно: 
1 (3) 
к 2 Ар, 2. 
г т ор 
Сь другой стороны, такъ какъ число х?--у* дфлится на р (2), то и 
ЕР Е Ро 
должно длиться на р; если поэтому м, есть частное оть этого дф- 
ления, то 
м1 = вар. {4) 
Въ виду же неравенства (3) 
1 
п. < Е 
1 - о р 
ЗдЪсь \, и у, не длятся на р, такъ какъ въ противномъ случаЪ 
< н.р дфлилось бы на р”, т. е. н, длилось бы на р, чего не можетъ быть, 
1 
такъ какъ число п, меныне, чёмъ о р, но оглично оть нуля. 
5. Теперь повторимъ тоть же приемъ съ тою разницей, что за дБ- 
лителя возьмемъ /.. Пусть 
о 5 
(5) 
м = В: 
Веберъ, Энцикиопед. элемент. алгебры. 19 
ь 
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а: и В, опредфлимъ такъ. чтобы остатки @ и В были по абсолютной 


величинь равны или меньше нь, гакь что 


2 
1 
д? | [3 = т 


Изъ равенства (4), какъ и выше, выводимъ снова, что 5? -- [}? дф- 
лится на н., и нотому положимъ: 


22 - В — ан; (5’) 


при этомь, въ виду предыдлущаго неравенстна, 


1 1 
п. = 5 1: 7 р. 


Оба числа а и В могли бы быть равны нулю только въ томъ случаБ, 
если бы х: и №, длились на п,. Въ послЪднемь случаЪ пр должно было 
бы дфлиться на |: 9), а потому р дфлилось бы на п;.; но такъ какъ р 
есть простое число, то либо п, =р, а этого быть не можегь, такъ какъ 


1 
и к о р,— либо н, = 1. Если же и: = 1, то равенство (4) даетъ требу- 


емое разложене числа р на два квадрата. 

Такимь образомъ, если п, больше 1, то @ и В не равны одновре- 
менно нулю, и слфдовательно, частное и, также оглично отъ нуля. 

Изь равенства (5), принимая во внимаше (4), выводимъ, что 


ола Вы == у? — и! (Ал Нл) = м ф— ал, — вм), 
ау, — Вх1 = — И; (11 — 1х1) 


и, слфдовательно, числа ол, м и а}, — Вх, дфлятся на п.. Въ вилу 
этого мы можемъ опредБлить два такихь числа хо и у,, чго 


их, В, = хх, 


в — Вх = ШУ. 


(6) 
Возволя эти равенства въ квадрать и складывая, получимь: 
1 (^.? + »у,?) (о - и 8?) (2 - ›?), 
а слБдовательно: 
ха? у? ==и.р 10 (7) 


Если бы числа х. и у, длились на р, то нь гакже дЪлилось бы па р, 


°) Въ виду равенства (4). 
19) Въ виду соотношенйй (4) и (5’) 


===> 
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что невозможно, такъ какъ и, меньше р; поэтому х, и у, не длятся на р. 
Формула (7) гого же вида, что и (+4), только на мЪстЪ п, стоить 
меньшее число п,. Если п, еще не равно 1, то мы можемъ повторить 
наигь премъ и такимъ образомъ мы необходимо придемъ въ концЪ концовъ 
кь разложению числа | на два квадрата. 
6. Если р есть простое число вида 4 -- 1, то сравнеше 


Го 5 п 


какь было показано въ $ 71, 6, всегла имфеть рышене. Это значить, 
что мы можемъ найти такое число и, что 


дж =. 

Это равенство совпадаетъ съ равенствомъ (2), если въ послфднемъ 
положимъ у==1. Итакъ, уравненно (2) можно всегда удовлетворить, если р 
есть простое число вила 4 — 1: этимъ доказана теорема п. 1-го. Ходъ до- 
казательства даегь вмЪстЪ съ тЬмъ и самый способъ разложеня числа р 
на два квадрата, если только извЪфстно хотя бы одно рЫшене сравненйя 
а О) 

7. Для те возьмемь р == 1901. Такь какь въ формулЪ 


2181 = 25. 1901 
множитель 25 уже меньше р ‚› ГО мы можемь исходить прямо изъ формулы 
(4), т. е. положить д, == 218, }; =1, и, =25. Изъ равенства (5) получаемъ: 


218 —25.9—7, 1=25.0- 1, 


г. е. “я=— 7, В==1. Для опредБленя чисель л, и 3» получаемь изъ 
уравненйй (6): 
—-7.218 1=— 15. 61 
—7—-218 = —25.9 


ПЕ ОБ, 


1!) СдБлаемъ кратюЙ обзоръ этого довольно сложнаго доказательства. 

Нужно доказать, что простое число р вида 4н -- 1 разлагается на 
два квадрата. Мы допускаемь сначала, что чисго р есть дЪлитель суммы двухъ 
квадратовъ. т. е. что имфеть мЪсто равенстно (2). ДалЪе доказывается, что равен- 
ство (2) можеть быть замфвено равенствомъ того же вида съ тою разницей, однако, 
что частное и имфетъь меньшее значене. Именно, отъ равенства (2) мы переходимъ 
къ равенству (4) (п. 4); далЪе. продолжая тотъ же преемъ, мы показываемъ, что если 
только нп, > 1. то мы оть равенства (4) можемь перейти къ равенству (7), при 
чемъ н. < н,. Такимь образомъ, мы постепешио должны довести частное до единицы 
и, сльдовательно. р разлагается на 2 квадрата. Но доказательство основано на допу- 
щеши, что р есть дфлитель суммы двухъ квадратовъ; надо, слЪдовательно, доказать, 
что это допущене всегда соотвфтствуеть дЪйствительности; этому и посвященъ п. 6. 


19% 
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= 0 9 2 Итак, 
612 92 —2. 1901. 


Повторяя ту же операщю для чисел: п,—2, ЕЕ де = № 
В 2 = 61 - 5, 2, — 61 — 9, получимъ: 


352 -|- 26? — 1901. 


8. Изъ разсужденй предыдущаго параграфа вытекаютъ попутно 
слфлующя теоремы: 

Если х и т суть числа взаимно простыя, и ай — х? - }*, то 
ш есть либо нечетное число, либо удвоенное нечетное число; 
каждый нечетный простой дЪлитель числа ли имЪеть вилъь 4 и-- 1. 

ДЪйствительно, если х и у суть оба нечетныя числа, то ихъ квад- 
раты имфють видъь 8И-- 1 ($ 72, 3.), а сумма послЬднихь есть число 
вида 8и - 2, т. е. число, кратное 2, но не кратное 4. 

Съ лругой стороны, какъ доказано вь пунктахъ 3 — 6 каждое 
простое число, входящее множителемъ въ т, само по себЪ есть сумма 
двухъ квадратовъ, т. е. есть число вида 4и -{ 1. 

9. Если число т допускаетъ правильное разложен!е на два 
квадрата шт = х? -|- 2, а р есть простой множитель числа #1 (не ис- 
ключая и р 2). гакъ что #1 = ри. то п тоже лопускаетъ правиль- 
ное разложен!е на два квадрата. 

ДЪиствительно, вь пунктахь 8 и вь 1 мы показали. что и р есть 
сумма двухъь квадратовь: 


р=Ф- р; (8) 


здфсь а и 6 ненремфнно взаимно простыя числа. такъ какъ р простое 
число. 
Если теперь 


т == ри —= ха, (9) 
то и 
Е В) — бы) 5-9 4е (ах руке) 


дълится на р отакъ какъ и 4? -- №? и х? -- у? дьлятся нар. Но ресть про- 
стое число: поэтому оно должно быть дфлителемъ одного изл» множи- 
телей ах -|- р" или ах фу. Мы можемь предположить. что Ё дфлить 


ах -Н 6. такъ какъ въ противномъ случаЪъ можно замбнить у’ ина == 
Далфе: 


сах - 6%) Е (ау хр == (2 №) О т) — рт; 


слфдовательно, и ах — фу длится на р, такъь какъ правая часть дЪлится 
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на р. Вслфлстше этого существуютъ два числа я и В, удовлетворяюция 
равенствамъ: 


ах | ру ар. [а Ь 
рх — ду=, В фа 


Помножая на приписанныхъ справа множителей, склалывая и сокра- 
мая на р, получимъ: 


х = ва- 36, 


Ч 5 


Отсода заключаемь, что х и В не имфютъ общихъь множителей, 
такъ какь кажлый ихъ обийй множитель входиль бы вь \х и т, которыя 
мы предположили взаимно простыми. 

Если мы возведемь наши уравнемя въ квалратъ и сложимъ, то по- 
лучимы 


миа + №) @- №) 
что въ виду равенствъ (8) и (9) даетъ: 
в, 

что и требовалось доказать, 

Примфняя достаточное число разъ предложене 9, получимь теоре- 
му: ь 

10. Если число т разлагается правильно на два квадрата, 
то и каждый множитель числа 1 также допускаетъ правильное 
разложенте. 

ДалЪе: 

11. Первоначальное число р вида 4 1 можетъ быть раз- 
ложено на лва квадрата только однимъ способомъ. 


Допустимъ, что н5которое число т вида 4п-Н-1 разлагается на 
два квадрата (правильно или пеправильно) двумя способами: 


т у —= м" у". (10) 


Предположимъ. что числа х, у, х;, \, положительны; оба разложе- 
ня не будуть отличаться одно оть другого какъ въ томъ случа, если 
Хм, у=),; такь и если х=у;:, у==л:. Предположимъ, что число 
ха; тогла у <. 

Обозначимъ черезъ 5 общаго наибольшаго дфлителя чисель хх, 
и уу —у и положимъ: 


х= д, + ва, 
и 
я + 8, в 
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гдЪ хи 3 суть положительныя числа. не имфюшщя общихъ дфлителей. 
Изъ равенствъ (10) получимъ: 


(о Зо -- у = (и 8" д, 


или, сокращая на 8: 


дах, 802 = 23-88 
общее значене этихь двухъ выражен! есть число, дфлящееся и на @ и 
на 3; такь какь х и 8 суть числа пэрвыя между собою, то это число 


дфлится на @3 ($ 15); положимъ его поэтому равнымъ &8“/, глф ^/. во 
всякомъ случаЪ, цфлое положительное число. Тогда 


2х, — Ву— 8 


12 
Аа 58: ва) 
а изъ уравненй (11) получимъ: 
2х = 8 ба 
г ре 2 (13) 


^ 
ау ат 88. 
ЗдЪсь 0, о у. 5 четыре положительныхъ числа, изъ которыхь ни 
одно не равно 0. 


Изъ равенствъ (12) и (13) легко получить: 


4 (4? -- о -- 526 + 62,2 + 22?, 


ЕЕ (14) 


(9 | В) (у? 82) 

— - 

Мы не погрЫиимъ противъь общности, если будемь считать числа 
хил, четными. а слфдовательно, у и у,  нечетными (п. 2). Тогда пер- 
вое изъ равенствъ (11) обнаруживаеть, что 5 дфлится на 2; такъ какъ & и 
2 суть числа взаимно простыя и ие могутъ быть одновременно четными, 
то равенство '12) обнаруживаеть, что ^ также представляеть собой чет- 
ное число. Слфловательно, 1/, '-/? + 5?) есть ифлое число, во всякомъ 
случаф большее 1 ®). ВмфстЪ сь тЬмъ 22 | 8 >Ти ш такимъ обра- 
зомъ прецставляется въ видЪ произведеня двухъ множителей и поэтому 
не можетъ быть простымъ числомъ, что и требовалось доказать. 

12. Если х и у суть числа взаимно простыя и т = 1 
есть нечегное составное число. го существуетъ еще одно раз- 


1?) Это число могло бы быть равно 1 только въ томъ случа, если бы 
)—=25==2. Но тогда равенства (12) дали бы: т, = —-т, что невозможно, такъ какъ, 
по предположенйю, х, и у суть положительныя числа. 
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ложен!е числа 71 на два квадрата. 

ДЪиствительно, пусть т == п: Ш, и оба числа ин и и больше 2. 
По теоремЪ 10 каждое изъ чиселъ 7и, и т, допускаеть правильное раз- 
чожене на лва квадрата. Пусть 


М == Е == № у. (15) 
положимъ далЪе: 
Е Е, © =. 
Е, — И АЕ. 


Возведя вь квадратъ и сложивь., получимъ: 


а — (хи? -- у?) (к? - у?) = тит, = т, 
к — (а, у) (7-Е 95°) = пит, -= т; 


оба эти разложеня числа! тождественны только въ томъ случаЪ, когда 
д = ох" или д’ — 6". Первое соотиошеше было бы возможно только 
въ томь случаЪ, если бы одно изъ чисель х., х., \,, №, равнялось нулю; 
но тогда разложеня (15) не были бы правильными 13). Изъ соотношеня 
же х’ — №" слБдовало бы: 


(16) 


(ма Е ул) (№ В у,) = 0, 


Е 


т. е. либо \, = Ч у,, либо х., = у,. Это опягь невозможно, такъ какъ 
разложеня (15) и въ этомь случаф не были бы правильными. Оба раз- 
ложеня (16', такимъ образомъ, отличны другъ отъ друга, и вмЪстЪ съ 
Тфмь теорема 12 доказана. Нужно замфтить, что разложеня (16) могутъ 
и не быть правильными. 


$ 26. Разложене большихь чисель на простыхь иножигелей. 


1. На основани того, что теоремы 11 и 12 $ 75-го рЪзко различа- 
ютъ простыя и составныя числа внда 4п 4-1, можно построить премъ 
для рЪшеня вопроса, представляеть ли собой данное число вида Ан 1 
простое или составное число. 

Пусть #1 будегь число вида 4н -- 1, относительно котораго не уста- 
новтено еще, простое оно или составное. Если чи есть число простое, то 
оно елинственнымъ способомъ разлагается на два квадрата: 


т — 7: (1) 


13) Если, напримЪръ, у,=0, то г, и ›, не представляють собой взаимпо про- 
стыхь чиселъ. 
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если же иресть число составное, то оно пибо совсфмъ пе разлагается на два 
квадрата, либо его можио представить въ этой формЪ нфсколькими способа- 
ми. Въ томъ случа$, когда такое разложеше возможно, мы можемъ положить: 


кие, 
р (2) 


—> 
и тогда = 


далЪе изъ равенства (1) слфлуегь: 
ИЕ }й. (3) 


Остается подставить вм$сто х всЪ числа, удовлетворяющёя неравен- 
ству (2), и посмотрЪть, есть ли между ними тая. которыя лфлаютъ раз- 
ность 1! — х? квадратомъ, и сколько имфется такихъ значенй. Если имЪется 
только одно такое число х, то ш простое число; если же ихь нфть вовсе 
или если есть нфсколько, то м есть составное число; вь послфднемъ случаЪ, 
пользуясь разсужденями 8 75, 11, мы готчасъ получимъ разложене числа 
т на двухъ множителей. Эйлеръ. которому мы обязаны этимъ пруемомъ, да- 
етъ очень удобное правило для расположен я этихъ вычисленй. При этомъ по- 
лезно имЪть таблицу квадратовъ въ томъ вилЪ, какъ она дана зъ упомянутомъ 
уже выше „Собрани математическихь таблиць“ Вега—Гюльзе {стр. 135). 
И въ эгомь случаЪ съ помощью метода эксклюлентовь можно значительно 
уменьшить число значенй у, подлежащихь испытаню. Въ самомъ дЬлЪ, 
возьмемъ какое нибудь число г за эксклюдентъ и любой его неквадратичный 
вычетъ В; всЪ числа, удовлетворяюция сравненю: 


И — 2 =В (тоа. 2) 


подлежатъ исключению 1“). 

2. Для примфра возьмемь число 1 = 19 109. ЗдЪсь х нужно брать 
не больше 97, такъ какь 2.98? — 19208, г. е. больше и. 

Число т имфетъ видъ 8п -- 1. Если х дфлится на 2, но не дфлится 
на 4, то т — \? имЪеть видъ 8Н - 5 и не можетъ быть квалратомъ. такъ 
какъ 5 есть неквадратичный вычетъ по модулю 8. Поэтому всф четныя 
числа, не дфляиЦяся на 4 можно выбросить изъ ряда значенйй х. 


Если х дфлится на 3, го т—^? имфеть видъ 31-4 2!5), а 
“) Дьйствительно, если при т ==& 
т @=В (104. 6). 


то т @ не только не можеть быть полнымъ квадратомъ, но ие можеть даже 
быть сравнимо съ полнымъ квадратомъ по модулю г. 
15) Ибо такой видъ имЪеть само число ни. 
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такь какъ 2 есть неквалратичный вычетъ по модулю 3, то нужно вы- 
бросить числа. дфляшияся на 3. 

Экслюдеитъ 5 приводитъ къ исключеню чиселъь х 1, 4 (тоа. 5). 
Если тЪмъ же способомъ использовать 7, 11, 13, то окажется, что исклю- 
чению подлежатъ также числа: 


х=0,-1 {то 7) 
х=0, = 4, 55 (тоа 1 
х= 1-2, + 6 (мтоа 13); 


испытаню подлежатъ, такимъ образомъ, только числа 10, 23, 47, 65. 


Составимъ табличку: 


Хх ое т ^? 


10 100 19009 
23 529 18580 
47 2209 16900 
65 4225 14884. 


Въ послфдией колоннф нужно найти полные квадраты. Съ перваго 
взгляла мы видимъ. что нужно еще выбросить число 18 580. которое дЪ- 


лигся на 5. но не дфлится на 25 и потому ие можеть быть полнымь 
квадратомъ. Между остальными со держатся квадраты: 
16 900 == 1303, 14 884 = 1222. 
СоотвЪфтствуюния разложения даютъ: 
1977109 — 472 -{ 1302 —= 65° +- 1223. 
Игакьъ, 19109 не простое число. 
Чтобы найти его разложене на множителей по $ 75, 11. положимъ: 


О 170, = 9130, 
Е, 2.09) 
ее Зи-Е ь 
& — 9, 8—4; 
одинь изъ множителей есть: 
о? + 9 = 81 - 16 = 97. 
Другой находимъ дфленемъ: 


19 109 = 97. 197. 
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ТЪмъ же путемь можно показать, напримЪръ, что 


216 |- |1 — 65 537 


есть простое Число. такь какъ оно можеть быть разложено па два квадра- 
та только олнимъ способомъ: 


2562 | 1. 


3. Кь послфднему результату можно придти еще другимъ путемъ. 
Число вида 2” -- 1 навфрное не представляетъ собой простого числа, 
если показатель н не есть степень числа 2. Въ самомь дфлф, пусть 
п —= 21. гдЪ и уже нечетное число. При всякомь т мы имфемь ($ 58): 


и" = (1 —х) (1 - \ + 2 —|- 3 -- ог -- и 


5% 
Если мы здЪсь положимь х = —2`, то мы получимъ. что 1-2” 


Длится на ео, это же число меньше, чбмь 1 -- 2”, если т > 1. 
Итакъ, положимь, что и = 2^, и изслфлуемь, представляеть ли со- 
бой 1-2” простое число или составное. 
Чтобы найти простыя числа, которыя входятъ въ составъь числа 


2" {-1, достаточно производить испытаня посредствомъ дЪлены вплоть 


1 
я 


2 у 
до наибольшаго простого числа. которое меньше 2” . Если 2-1 дё- 
лится на р, то 


1, Ре (пюа р. (4) 


Пусть / будеть наименышй положительный показатель, при которомъ 
2/7 = 1; если тогла 29 = 1, то х должно дфлиться на [ ($ 68,2). Въ нашемъ 
случаф, слёдовательно, 2н должно дфлиться на /, а потому / должно быть 
степенью числа 2. Но сравиены (4) обнаруживаютъ, что { не можегь 
быть меньше 2л, а потому [= 2н. 

Съ другой стороны, по теоремф Фермата, 27" = |, а потому р-1 
должно дфлиться на 2н. 

МЪ получаемъ такимъ образомь слБдующую теорему: 

Каждый простой дЪлитель числа 2" - 1 иметь видь 
р-=2пх 1. гдЪ х есть цфлое число. 

4. Для числа 216 |- 1 — 65 537 испытанйо подлежать только про- 
стыя числа, которыя меньше 28 _ 256. Но между послфдиими имотся 
только два, а именно 97 и 193, которыя имфютъ видъь 32х 1; такъ 
какь 216 {- | ни на одно изъ этихь двухъ чисель не дфлится, то оно 
представляеть собой простое число. 

5. Для числа 23? - | нужно испытать въ качествЪ дфлителей про- 
стыя числа вида 64х -- 1, которыя меньше 65 536. Первыя 5 изъ этихъ 
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простыхъ чиселъ суть: 


193, 257, 449, 577, 641; 


такь какъ дфлеше на 641 совершается нац№ло. то вопрось рЪфшенъ. 
Этимъ путемъ Эйлеръ нашель разложене: 


232 1 1—4 294 967 297 — 641. 6 700 417 


н такимь образомь опровергь предположне Фермата, что всякое число 


Ра 
вила 2” НТ есть простое число. 


$ 9%. Совершенных числа. 


1. Если извЪстно разложене какого нибудь числа т на простыхъ 
множителей, то легко найти всфхъ возможныхь дЪлителей этого числа. 
Чтобы это показать, положимъ, что а, В, с, ... суть. вс различные 
простые множители числа т, а %, р. 1, ‚.., показатели наивысшихъ 
степеней, въ которыхъ эти простые множители входять вь составь числа 
т. Итакы 

НИ 0. , 
гл ©, В, > ... ифлыя положительныя числа. Кажлый дЪфлитель числа т 
содержитъ только тфхъ простыхь множителей. которые входять въ Ш и 
при томъ въ стененяхъ, соотвфтственио не выше %, В. Я. Веф дбли- 
тели Я числа т содержатся такимь образомъ въ формул$: 


== ар’ с’ 5% 0 


глф числа 9’. 9’, ', ... могуть быть и нулями, по во всикомъ случаЪ 
не превосхолятъ х, 8. 4, ... Такъ папримбрь, х можеть имБтТЬ одно изъ 
значений: 0. 1. 2. 3....,9. Обратио, всякое число такого вида есть ДЪ- 


литель числа 11. Среди этихъ дфлителей нужно считать 1, получающуюся 
изъ нашей формулы при 2’=0, 8 =0. у'-=0, .... им. при Х = 9. 
ВВ 

Число всфхъ значенй. которыя можетъ принимать 2’, есть я |. 
число значенйй [” есть В! ит. д. Такь какъ всё эти значешя могутъ 
соединяться между собой, то число всБхъ дфлителей числа шт есть 


ао ос-о...; 
это число не зависить отъ простыхь множителей а, р, с .... а только 
оть показателей ©. В, \. ... 

Такъ для примЪра, число дфлителей числа 360 =—8.9.5= 23. 3*.5 
равно (3 -- 1) (2-1) (1-1 =. 24. Такъ же велико число лфлителей числа 
0250: 

2 Вь ТЬсной связи съ предыдущей задачей стоить задача объ опре- 
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дфлеши суммы всЪхь дБлителей числа и. Мы рЬшимь ее рекуррентнымь 
способомъ. Пусть 


та“ ит, 


гдь и’ —р’..., есть частное, полученное при дфлени ш на а“. 
Срели дфлителей ({ числа п! паходятся непремфнио всЪ дфлители (Г 
числа п’ и, кромф того, всф произведены: а, 43, а? ..., а“. Этимъ 
исчерпываются всф дЪфлители числа 11. Обозначимь черезъ 5(1) сумму 
всЪхь дфлителей числа 1. 

Тогда 


Уп") = ааа... + а9 50. 


Съ другой стороны, какъ мы видфли выше ($ 58}, 


$ ан 1 
пане-. а р 
слЪдовательно. 
З ПР. 
О 
(111) Еые (т 


ПримЬнимь эту формулу къ 5(и/); полагая и’ — В? ш", получимъ: 


$(иг) = Е! %( 1”) 
| ПА 
Это разсужлене мы можемь продолжать, пока не исчерпаемь всЪхь 


простыхь множителей числа 71. Въ результатЪ, такь какъ 5(1) = 1. по- 
лучимъ: 


$С ь. ИН | ры! ве 
3) == в = тнт 


Сь правой стороны будеть столько множителей, сколько простыхь 
множителей а, р, с,... входить въ число ш. Эти множители правой 
части только по виду представляются дробями; на самомь же дфлЪ 

м] 


и. в-канефа-... а 


есть цЪфлое число. 
ПримЪръ: 
ЕО ВИ 51 


ти: 


= 15.13. 6 = 1170. 


3. Всфкъ дфлителей числа т, которые отличны отъ самого числа т, 
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называютъ правильными дфлигелями его. Сумма такихъ дфлителей, оче- 
видно, равна $! т) — т. Число, равное суммЪ своихь правильныхь дЪ- 
лителей, называется совершеннымъ*). Таковы: 


6—2-{-3-1, 28 —=1 2-4 7- 14. 
Совершенное число опрелфляется условемъ 5 —тш— т, или 


$(т)=2. (1) 


Разсмотримъ сначала четныя совершенныя числа и положимъ 
для этого 


т = 2" Та, 


гдф 4 есть нечетное цфлое число ин > 1 Принимая вь соображене 
и. 2, мы предсгавимъ уравнене (1) въ вилЪ: 


(2" — 1) 5(а) = а: 


гакь какь 2" -1 есть число нечетное, то \(а) лолжно длиться на 2”. 
Положимъ: 


5(а)— 270, (2) 
глЬ 0 есть цфлое число; тогда 
а=0(2*— 1); (3) 


слБдовательно, 0 должно быть дЪлителемтъ числа 4, Изъ соогношенй (2) 
и (3) слБдуеть: 


5(а)=а-Е0. 


Итакь, а и 0 сугь дфлигели числа 4, сумма же всфхь дфлителей чн- 
сла @ равна а-|-0: слЬдовательно, а имбегь только двухъ дБлителей а 
и 0. Но каждое число имфегъ но крайней мЪрЪ двухъ дфлителей 1 и само- 
го себя. Значить 1—1, аа есть простое число, которое, въ виду 
равенства (3), иметь видъ: 


ПЕ 1. 


*) Совершенными числами (т =15: азы ит) много занимались въ древности, 
особенно Пиеагорейцы. У Евклида („Еетеп“, книга 1Х, 86) есть теорема, которая 
содержить почти все, что мы и теперь знаемъ объ этихъ числахь. Самая поста- 
новка вопроса представляется нЬсколько произвольной. Интересъ заключается толь- 
ко въ трудности нахожденя такихь чиселъ и въ связи этихъ чисель съ нёкоторыми 
большими простыми числами. То же можно сказать о такъ называемыхь союз- 
Ныхъ числахь (патей  аписаБИез); подъ этимь  названемь разумБютъ пары 
Чисель, каждое изъ которыхъ равно суммБ правильныхь дфлителей другого. 
напр. 220 и 284). ИзслЬдованемъ такихъ чисель занимался Эйлерь („Сопипещано- 
пез лиИипеНсае“. томъ |, стр. 102). 
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Обратно, если выполняются эти условя, то число И; = 2"—1(2"_ 1} удовле- 
творяетъ равенству (1), т. е. т есть совершенное число. Мы получимъ, 
такимъ образомъ, слЪлующую теорему: 

4. Четное число т въ томь и только въ томъ случаБ пред- 
ставляетъ собою совершенное число, если оно имБетъ задъ: 


1 


и если при этомъ 2” — 1 есть число простое. 

Нечетиаго совершеннаго числа мы не знаемъ ни одного; но до сихь 
поръ не доказано, что ихъ не существуетъь. 

5. Для нахожденя совершенныхъ чиселъ остается найти показателей 
н, при которыхъ 2"—1 представляегь собой простое число. Для этого 
прежде всего требуется, чтобы само н было простымь числомъ. Въ 
самомъ дЪлЬ, если бы н —= аВ, гл ий инф больше 1, то тождество 


2—1 428 — 1) (1-2 2%--... + 26—15) 


(по формул суммы геометрической прогресби) показывало бы. что 
2% —] не простое число, такъ какь оба множителя правой части больше 1. 

До сихъ порь изь простыхъ чисель вида 2” —1 опредфлены сл5- 
дующия девять: 


2 =АПЕЕ 
23 —1=7, 
25 —1=31, 
27 — 1 = 127, 


2131 = 8191, 

271 = 131 071, 

2% 1 — 524 287, 

2м _ 1-2 147 483 647, 

2% —1 —2305 843 009 213 693 951. 


Послфлнее изъ этихь чисель 261 — 1, какъ уже упомянуто выше, есть 
наибольшее изъ извбетныхь простыхъ чиселъ. 

Показатель 11 не лаеть простого числа, такь какъ 21" — 1 == 2047 = 
—23. 89. 


ГЛАВА ХУ. 


Непрерывныя дроби. 


$ 78. Обращенте иррабональныхъ чиеелъ въ непрерывныя 
дроби. 


1. Есяп х есть произвольное рашональное или иррашональное, 
положительное или отрицательное число, то всегда существуеть одно 
опрелфленное нанбольшее ифлое число, содержащееся въ ‹]. т. е. наи- 
болынее цфлое число, не превосходящее ух. Это число, очевидно, удо- 
влетворяеть условю: 


тт 


Если х есть число отрицательное, то и { отрицательно; если х есть 
положительная правильная дробь, то ‹] = 0: если х >> 1, то 4] есть поло- 
жительное цфлое число. Если х не равно ‹], то можно положить: 


1 
УР 


1 

глЪ - «1 тел, > 1. Поступимъ съ х, такъ же, какъ мы поступили съ 
в 

х, и обозначимъ черезъ (7, наибольшее цфлое число, содержащееся въ х:, 


которое теперь уже, во всякомь случаЪ, есть число положительное. Тогда 
1 
ж=и--; 
м 


здЪеь ^х, опять больше 1. Мы можемъ написать теперь: 


1 
х=ч-— 
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Поступая такимь образомъ, построимъ алгориемъ: 


1 
х ==} -- — д 
А 
1 
А — а. 
1 (2) 
д, = -Н д. ? 
ть 
1 
Аи о р 


который можно продолжать ло тфхъ поръ, пока х, само не представля- 
еть собою цфлаго числа. Если подставимъ каждое х, въ предыдушее вы- 
ражеше для х, }‚, то въ результатЬ мы выразимъ число х въ видЪ не- 
прерывной дроби. Выражене (1) служигь примБромъ такой дроби. 
Значеше дроби существенно зависитъ только огъ ряда чисель 
4, 91, Ч», ---› который опредфляется вполнф природой числа х. 

2. Если х есть ращональное число, то и х., ^.,... тоже пред- 
ставляють собой рашональныя числа. Если положимь Хх — а/а., то 
Х, == 4,/@,, ГЛЬ 9 будегь частное, а а.—-остатокь оть дБленя а на а.. 
Алгориемъ (2) въ эгомъ случаЪ совпадаетъ съ Евклидовымъ алгориемомъ 
($ 15). Если же х есть число ирращональнное, то и вс послБдующия 
числа №, лд,,... иррашюнальны; ни одно х, не можеть быть цБлымъ 
числомъ и въ этомъ случаЪ алгориемъ (2) можно продолжать безъ конца. 

Разсмотримъ случай, когда х есть число ирращональное, сверхь 


того положимь х >> 1; тогда вс числа 0, 91, 45, ... будуть положи- 
тельны. 


3. Изъ чисель 4, 1, 4» ... Мы образуемъь рядъ новыхъ чиселъ 
К, съ помошью рекуррентной формулы: 


в == о Я за в. 


Начнемъ съ и — ! и предиоложимь. что числа К_,. № заданы 
произвольно. Если только извфстны всЪ числа 9„› ТО изъ нашей форму- 
лы можно однозначно опредфлить числа №, К, №» .-. 

Мы припишемъ числамъ А’ и К, двЬ пары частныхъ значенйй; 


числа [, соотвфтствуюния первой парф значенй, обозпачимъ черезъ: 


в: И М о (&) 
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числа же, соотвфтствуюция второй парЪф значений № и РА обозначимъ 


черезъ: 
и '’ (0, О, О,, + (8) 
Мы положимъ: 
р = ба а 
О и 1.0% =: 0; 


для обоихь рядовъ мы будемъ, слфдовательно, имЪгь формулы: 


д = а Я ая в } 


4 
в = т фл не КЕ й : 


Такъ, напримфръ: 
Р, = 0% (© Е. 
Р, — и 1, Ч, =4- 


Общее же выражеше для К, мы можемъ представить съ помощью и О, 

р : 
въ форм5 К, = аР, | ВО,, гдБ а и В произвольныя числа, не зависящы 
оть 1 1). Въ $ 70 мы встр$чали уже точно таке же рялы чиселъ РС 


только теперь мы представляемъь себЪ эти ряды, продолжающимися 


безъ конца. 
4. Числа В () находятся вь тесной связи съ алгориемомь (2) 


Мы всгрётимся съ этими числами, если постараемся выразить 


х черезъ х,, исключая промежуточныя числа х,, ль, . Аа 
Именно, можно показать, что 
Р.Р 
= ” Ее В (5) 


Эга формула при и = О лаеть: 


Е | 
\ — Ох -НО_, = №, 


*) Авторъ хочеть сказать слфдующее. Фиксировавъ двумя способами числа 
№ и В у, мы получимь два ряда чисель (о) и (3). Выбравъ тенерь какъ нибудь 
иначе числа К_, и К, мы получимь новый рядъ чисель К„; но въ этомъ слу- 
чаЪ всегда К, =иР, Е РО,. ГД чи @ суть н5которыя числа, не зависяпия оть и. 
Это, вь сущности, уже доказаио въ $ 70, 8; мы предоставляемъ читателю убЪ’ 
диться въ этомъ самому, тЬмъ болЪе, что это для дальнЪйшаго значеня не имфегь- 


Веберъ, Эпциклоп. элемент. алгебры. 20 
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при п = 1 


В. = 1 
г о в. м. 


№ 


Такимь образомъ, если мы будемъ подъ х. разумФть то же, что и подъ 
х, то формула (5) при н-— 0 и п= 1 справедлива. Положимъ, что она 
справедлива, если замфнить ни черезъ п — 1, т. е. что 


ей А, Е С С 


Х — а 


м Ан ый и, 


если теперь, согласно послфлней изъ формуль (2), сдБлаемь подста- 
1 


новку аа: и помножимь числителя и знаменателя нашей 
п 


дроби на х„, то получимъ соотношене (5), которое, такимъ образомъ, 
доказано въ общемь видф. 
5. Помножая первое изъ равенствъ (4) на (), вгорое на — Р,_ 


—1? 1 


и складывая ихъ, получимъ: 


р вл > СА Е 1 74 Р, т 2 ы @ р. „). 


Это значить, что (—1 (Р.О, ‚ —О,В, „не зависитъ оть п. Но такъ 


какъ для Н = 0 значене этой величины есть 1, го и вообще 


| м о О р 1 и т з (6) 


—я 


Послфднее соолношене имфеть большое значеше 

Прежде всего мы отсюла заключаемь, что цфлыя числа И и 0, не 
имфють общихъ дфлителей: гакой дфлитель долженъ быль бы лЪлить -# 1. 

6. Такъ какъ, въ силу нашего предположенйя (\ >> Г) 9}, дл. д, .-., суть 
цфлыя и положительныя числа, то, въ виду соотношенй (4), Р, и О, также 
представляютъ собою цфлыя и положительныя числа: они составлены изъ 
чисель 7 посредсгвомь дЪйстыЙ сложеня и умноженЯ. 

Изъ соотношенй (4) слфдуетъ далЪе, что 


в — и О, = = 1 (7) 


Такъ какъ [Р, и (), суть цфлыя числа, то мы отсюда заключаемъ, что они 
возрастаютъ неограниченно вмБстф сьн. Если 9 = 1, то №, =Р,, О, = 0,; 
возрастане начинается съ Ри (О; для большихъ значенй п возмож- 
ность равенства исключается, въ виду соотношен (7). Наросташе отъ 
Р,_, кь Р, и отъ О, ;кь О, тЬмь сильнЪе. чёмъ больше соотвЪтству- 
ющее число 1, _,: 
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$ 79. Приближенное выражене иррац!ональныхь чиеель при 
помои рацтональныхъ дробей. 


1. Изъ формуль (5) и (6) $5 78 получаемъ: 


и зе И Ра ЕЕ р. о И 
и о Ох, О, и ' 
ПЕ И - я—1 о 1)" 


ОО, х,- О ян 1) — О,© т Я 1 
и о -: Е ая 


ти их В > о а | () 1 р о ® ад 9 
а и о Е 
о, р == т о, Е 1 м 2 | . 


Изь эгого можно вывести слБлующия заключен. 
2. Изь раненствъ (1) слфдуеть, что рашональная дробь Р,/(), 


больше х, если И есть, четное число, и меньше х, если н нечетное число. 
3. Такь какьъ (,— О, „‚ есть положительное число, то изъ ра- 


венства (3) слЪлуетъ, что дроби 


Ро д Г. 
2я 2-2 ие. , , ( 4 ) 


ев м О 
образуютъ рядъ убывающихъ чисель, а дроби 
я ры К а 
г ю в: и 
2-1 О т“ эи- 


образуютъ рядъ возрастаюшихъ чиселъ. Согласно п. 2, члены перваго 
ряда больше х, члены второго меньше х. 
4. Изъ равенствъ (2) слБдуеть, что разности между двумя соотв$т- 


ствующими членами рядовъ (4) и (5) становятся меныше всякой даиной 


величины, такъ какъ (), неограниченно возрастаеть. СлЪловательно, х 


представляетъ собой въ одно и то же время нижнюю границу 
перваго ряда и верхнюю границу второго. 


Дробь 5. называется поэтому подходящей дробью къ непрерывной 
Ч, 
дроби х. 
5. Полходящия дроби служатъ для выраженя приближенныхъ зна- 


20° 
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ченй иррашональныхъ чисель (или рашональныхъ, выражающихся съ 
помощью оченъ большихъ чиселъ) при помощи рашональныхъ дробей съ 
небольшими числителями и знаменателями. Въ этомъ отношеНМи имфеть 
мБсто слЪлующая теорема: 


Если между двумя послБдовательными подходящими дро- 
бями заключена другая ращональная дробь ЛХ, которая под- 
ходить, слЪдовательно, къ х ближе, чфмь одна изъ подходящихъ 
дробей, то А больше, чфмъ ().. 


Дъиствительно. если М/М№ заключается между Р, /О, и Р,/0,, 


то разности 


имфютъ одинъ и тоть же знакь (положительный при четномъ н, отри- 
цательный при нечетномъ), по абсолютной же величинф первая разность 
больше второй. Поэтому 


( и" ( Г, паче ыыы 


С. (7 > О 
а вмЪстЪ съ тЬмь {$ 78, (6)) 
МО -\'р 
= 1 > (- 1)» С, ХР» 1 5% 0, 
ад № ИИ 
откуда 


№>(—1*0. 690. МР 


а такъ какъ (—1" (Л/0),_, — ХР, „) есть ифлое положительное число. 
т. е. по меньшей мБрЪ 1, то \Х > о, чго и требовалось доказать. 


Если считать болфе простой дробь съ меньшимъ знаменателемъ, 
то предылущая теорема обнаруживаетъ, что всякая дробь, стоящая кь х 
ближе подходящей, менЪе проста. чфмь эта подходящая. 

Для примЪфра возьмемъ число 


= 4 199265359. 
съ помощью простого дБлешя получимъ: 
Я —3, 9 Зы  — 15, 3 — 1 
что лаеть полхоляния дроби 


Е: 
О о те - 
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Для сравиеня обрагимь эти рашональныя дроби опять въ десятичныя: 


22 
7 = 3.14285. 

88 

то5 = 3.141509 

355 


Е А. 


$ 80. Обращеше квадратныхь корней въ пеирерывныя дроби. 


1. Посмотримь, какь обращаются въ непрерывныя дроби простЬйния 
ирращопальныя числа, именно -квадратные корни. Полъ 1) будемъ разумть 
цфлое положительное число, не представляющее собой полнаго квад- 
рата. Каждое равенство, содержащее, кромЪ рашональныхъ чиселъ, только 


у/), влечетъ за собою другое равенство, которое получается изъ перваго, 
если замфнить }/1) на — УП. Въ самомъ дфлЬ, такое равенство всегда 


можно привести къ вилу 1 -+ ВУР==0; но это равенство возможно толь- 
ко въ томъ случаЪ, когда ‚1 — В =0, ибо иначе мы получимъ ращональ- 


ное значене лля У), именно — что, согласно $ 22, 1, не можеть 


Я 
и 
имфть мфста; а потому и .4— ВУР 0. 

2. Приложимъ алгориемь $ 78 (2) кь числу х= у р. 

Если 4 есть наибольшее цфлое число, содержащееся вь у/), то 


О<1 В и | 
а . — У) — 9; отсюда: 
> 
. >, 1 ой р -- 9 
А: У) 9 Рано 
если же положимъ. 


ан. 


*) Это прекрасное приближене (5) дано Адр!аномъ Антонемъ изъ 


Меца (Аднаеп Апоп!$2 аи$ Мем. 1517—1691). Какимъ образомъ онъ нашелъэто чи- 
сло. въ точносги не извЪстно. Въ поньской тетради журнала „ЛангезБенсПе дег Оенцё 
зснеп Маетайкег-Уегелубипр“‘ за 1905 г. Гарцеръ (Наг2ог) въ статьЪ „О точныхъ 
наукахъ въ древней Янони‘° даеть 27 первыхъ подходящихъ дробей для числа х 
и 8 первыхь подходящихъ для числа =; онъ указываеть при этомъ, что у япон- 
скихь авторовъ ХУП и ХУШ стольия встрфчаются 12-ая и 27-ая подходяция дроби: 
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то 


Если ‹), есть наибольшее цфлое число. содержащееся въ Хх, то изъ 
равенства х, =: + Их, слФдуеть: 


1 с Ирана 9 


д. ==-- = 
м УВ С» 
такъ какь )=,? + с1, то здЬсь 
В, — с, — в, 


р -— в, 


С 


— ДА" |. Ва 


Б) === 


Е в» 
3. Положимъ, что соотношеня 


= УР, ое, (1) 


гдЪ р ср ни С, СУТЬ ЦБлыя числа, оказались справедливыми для нЪкото- 


раго опредфленнаго и. Докажемь. что въ этомь случаь и для х,, т будеть 
сушествовать гакая же формула. Пусть 9, наибольшее ифлое число, солер- 


жащееся въ А тогда 


и поэтому 


А == ой | 
но м, УП 


2) Умиожая въ выражени 
1 


ур — (2:4: — в) 


числителя и знаменателя на УР (с р.), получимъ: 
191 1 у 


Ур-ем, в) 
т ‚о о . >. } 
ры = чи 
раздфляя здЬсь числителя и знаменателя на ‹‚, мы приведемь выражене къ указан- 
ному виду, гдЬ В, и с, имвють значешя, приведенныя ниже въ текст. 
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Положимь: 
. 9 „_ р Я в; (2) 
тогда 
‹ С | 10) ЕЙ) я 
хи Пи 
но 


ПРП, ее, 6, РВ 


яя 


и если ноложить: 


ил ое 2 9 Сы уЙ => Си, (3) 


го получимь: 


ивы, = [ 


‚2 к 
А Е т и Е 


ии 
Мы такимъ образомь доказали формулу (1) въ общемь видф. 
4. Изъ выраженй х,. 6, с, въ пунктЪ 2 слБдуетъ неравенство: 


о ЕЙ т УР 


С С 


Въ самомъ дфяЪ, 21%, ау р — р -= у) —4 по опредфленйо 
числа 9 есгь положительная правильная дробь; гакь какь С есть ц$лое поло- 
жительное число, т. е. по крайней мфрф ==1, то (УД - В, )/С, есть поло- 
жительная правильная дробь. 

Допустимъ, что неравенства 

4 - Ь, 2 И ЕО, (4) 


( ( 


н н 


доказаны для какого нибуль значеня числа и. Если мы въ этомь предпо- 
ложени докажемъ его справедливость для и 1, то мы этимъ самымъ 
докажемь его для всякаго п. Сь одной сгороны, 


ИР, \ И 
Са Е. у 


3) А поэтому и НЫ Е 
С. 


1 
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слЪдовательно, одно изъ этихъ перавенствъ доказано. Сь другой стороны, 


В = р — а р я 
Са р у 1) ыЕ ра у у р а И и 
— >= Зы 
УЛ - 


ти. 
НЕ: 


Мы предположили справедливость неравенствъ (4); слфдовательно, 
( Ур— В, )/с,) есть положительное число, а такъ какъ „по меньшей мЪ- 


рф, равняется 1. то и 


в 


Вм$фстЪ съ тёмъ 


о т ИА, 
‹ я-а Са 


- 


Неравенства (4} доказаны такимъ образомъ для всякаго и. 
5. Если положимъ: 


В, вы (5) 
А, в в а т р 
то 
1 1 
А» ыы и ОЕ * , о. = Ч» и ых ; 
Аа А э- 


второе изъ этихъ равенствъ получается изъ перваго, если замфнить 
УД на — УШО*) (п. 1). 


Такъ какъ \,, суть неправильныя дроби, а ^\’, въ силу 


ы. и 
А А яр 
неравенствъ (4), представляютъ собой правильныя дроби, то 9» есть наи- 


*) Это становится очевиднымь, если примемъ во внимаше, что х„ переходить 


р ны не 
вЪ —Х„, если мы замънимь УБ на —\’7Р). 
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1 
большее цфлое число, заключающееся въ „ 5), 9, ‚ есть наибольшее 


> а 
1 
цфлое число, заключающееся въ №2. При данномь ГП) ифлыя числа 4, 
Ро 
и 9, ,, а слЬдовательно и Ади И ^, ., Однозначно опред ляются 


- в 
числомъ х„, т. е. числами фи с, 6) 
6 Неравенства (4) показывають, что В, и С, суть положительныя 


числа. Въ самомъ лфлЪ, они должны имфть одинаковые знаки, такъ какъ вь 
противномъ случаБ мы бы имфли: 


Ув УЮ-Ь, 
2- , 


©, С. 


я в 


} 


что противорфчитъ неравенству (4); кромф того, оба числа не могутъ 
быть одновременно отрицательными. такъ какь тогда и число | /)-р,): с, 


было бы отрицательнымъ, что опять таки противорфчить неравенствамъ (4). 
ЛалЪе тЪ же неравенства (4) даютъ: 


ОВ УМ, ЕО, ОУ). 


Но такъ какь р, и С, суть цфлыя числа. то мы отсюда заключаемъ, что 


существуетъ только конечное число значенй, которыя они могутъ при 
нимать, вмЪстЪ сь тфмь и число ®„ имфетъь только конечное число зна- 


ченй. Сл$довательно, въ ряду чиселъ 


р ОВО НЯ (6) 


й 


мы должны встр$тить повторяющеся члены. 
Если же х,=\, +» ТО по пункту и 


Хр Ан Аьн = Хы 


5) Ибо предыдущее равенство обнаруживаетъ, что обЪ разности 


1 
ФН ей 9 


я-|-1 
суть правильныя положительныя дроби. 
5 
} Если даны числа #, и ‹„, то равенство (5) опредфляеть числа има, Та 


, 1 
слЪдовательно, и наиболышШя цфлыя числа. содержапияся въ ливъ-,. 
т 
з 


2 
*) Ибо разность между лЪвой и правой частью - 7 была бы положитель- 
с 
в 
НЫМЪ ЧИСЛОМЪ. 
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и, слЪловательно, первымъ долженъ повториться членъ х, =, 1- Отсюда 
слфдуеть, что х, =, це №8 = Ада -°*3 Рядь ( 6) распадается на пе- 
роды: 

[хь к х,|, (7) 


въ которыхъ уже ни одинъ членъ не ноявляется больше одного раза. Рядъ 
(6) такимъ образомъ составленъ изь безконечно повторяющихся перюдовъ. 
Сл$довательно, и рядъ 


Ч» 425 Чз» ‹ - (8) 


также состоитъ изъ перодовъ: 


[9 9 Ч»... 4, |. (9) 


Замфтимъ, что въ перюдЪ (9) срели чисель одно и то же число мо- 
жеть повторяться н5сколько разъ 8). Мы приходимъ, такимь образомъ, къ 
слфлующему выводу: 

Непрерывная дробь, въ которую обращаегся квадратный 
корень изъ положительнаго цфлаго числа, пер!одична. Пер!одъ 
начинается, однако, всегда съ у °). 


8) Въ перюдьЬ (7) вс числа различны; ]); есть наибольшее цБлое число, 
содержащееся въ \;; ясно. что л; и \, могуть быть и не равны, хотя въ нихь и 
содержится одно и то же паибольшее цфлое число. 

°) Чтобы лучше выяснить это довольно сложное доказательство, укажемъ еще 


разъ обинй ходъ разсуждены Авторь разлагаеть число х = ИР въ непрерывную 
дробь, слдуя общему правилу, указанному въ $ 78, 1. ДалЪе онъ обнаруживаетъ, что 


вс полныя частныя \„ могуть быть всегда представлены въ Виль (1), глъ 


Ри с„ суть ЦБлыя чнела (п. 3). ДалЪе доказывается. что каждое число с, опредф- 


ляеть однозначно какъ послБдующее число За такъ и предыдущее число Хит. 


Если поэтому повторится число \;, ТО вслфдъ за нимъ должно новториться число 
И» а до него должно было повгориться число 1: Остается поэтому доказать, 


что въ ряду (6) съ возрасташемь индекса ненремнно новторяется одно изъ быв- 


шихЪ уже чисель. Для этого авторъ доказываеть, что а И ‹,„ суть числа положи- 


я 
тельния и не могугь превосходить первое |’), а второе 270. ВслЬлстые этого 
каждое изъ этихь чисель можеть имфть лишь конечное число значенй и рано 


или поздно должна повториться та же пара значешй В, ис; а вмЬстЬ съ 


этимъ повторится и число *„. 


Идея этого доказательства иринадлежить Лагранжу. 
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& 51. Уравнене Пелиля. 


1. Разсмотримь теперь подходяшия дроби для У 0). Такъ какь Р, 
и О, постоянно возрастають вмЪсть сь Н, то они, конечно, не могутъ 


перюдически повторяться. 


т ы Ааа Е Е ь 
а Аа к том 


=, 11 Ур -9 680.2), то 


у р А ра а | у р 
{ в Вы у ти 
Помножая на зиаменателя обЪ части, получаемъ: 
О, бы. УР РО, —= (Ри. в О УП. 
Согласно $ 80, 1, это равенство разлагается на два: 


= а ы ЧО» т 
РО. -Р. „ЧР. |--О 


а такъ какъ Ха 


и. п‘ 


Помножая эги равенства на множителей, принисанныхт» сбоку, склады- 


вая ихъ и замбняя ?, (7, — (0, Ре черезь (-- 1)" [$ 78 (6)}], нолучимь: 


Р— РО —=(— 1. (1) 


Посяфдняя формула остается справедливой, еслн замфнить и черезъ 
21, Зн, Аи, 
ры 22 
г, ро ры 1, 


2т 
р 0 = (—1), 

Въ самомъ дфлЪ, при выводф равенства (1), мы опирались только на то, 
что [9 9...) 9, есть перюдъ непрерывной дроби, выражающей УЛ. 
Дфло не измфнится, если два и три пер!ода соединить ни считать за одинъ 
перюльъ. 

2. Полученные нами результаты содержать рфшене знаменитой за- 
дачи объ опредфлеши ифлыхъ чисель [и [`, удовлетворяющихъ урав- 
нен1ю 


Т— РО*=Ь, (2) 
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гдЪ [) есть данное положительное число, не представляющее собой 
полнаго квадрата. 


Чтобы рЬшить эту задачу, нужно обратить въ непрерывную дробь 
у1). Если п (число членовъ перода) есть четное число, то уравнене (2) 
удовлетворяется безчисленнымъ множествомъ чисель Ги (по формуламъ: 


п 


тн? < жи? 


гд$ т произвольное ифлое положительное число. Если же н есть не- 
четное число, то въ этихъ формулахъ т нужно брать четнымъ. При не- 
четныхъ значеняхь т мы въ этомъ случа получимъ рьшеня уравнены: 


р (3) 


Уравнене (2; имфеть всегда безчисленное множество рфшенй, а 
уравнеше (3) имфетъь ршеня только въ случаЪ нечетнаго и *). 

Уравнене (2) называется уравнешемь Пелля Рей). 

Значеня чисель Ти (7 изм5няются очень неправильно и трудно 
усмотрфть ихъ связь съ числомъ [). Вычислене ихь, по крайней мЪрЪ 
для небольшихъ значенй [). производится ловольно просто. Мы увидимъ 
это сейчасъ на примЪрЪ. 


3. Примфръ:. 
УГ) == У5ч. = 7: (1) 
1 159 +7 
ЗП = А вит, 
у59—7 10 
10 /59 +3 р 
А, — р я —& Е ‚ № 
у59 —3 5 
5 59-7 
ры 2 А 1 =7, 
у59 —7 2 
2 /59 +7 
А ее = “ Ес: . НЫ, 
|159 —7 5 
5 59158 
\5 о = ин 95 —=1, 
у59 —3 10 
10 59-7 
Ав = КВН в № 14. 
у59 —7 1 
1 
ры == А: - 
159 —7 


*) Здьсь, собственно, рчь идеть только о рышеншяхъ, получающихся дан- 


офи.  Фнифи 
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Пер!одъ состоитъ изъ шести членовъ: 
Дм м, 
а до пер!ода стоить число д =7. 
По 5 78, (3) и (4): 
в И и. 


мо атс 
2 ой 6, Но 
О о РЕ 
Значить Г==580, [1 = 69. ДЪйствительно, легко повфрить справедли- 
вость равенства: 


530? — 59. 692 — 1. 


Привелемъ еще нёсколько примфровь съ ихь рЬшенями, но безъ 
вычисленй: 


у= 19, фе 2: п © (2) 
Й == о, Ев № и 

| И = 103, 9== 10, нп 12, (3) 
ДЗО, ЕЕ 18 — 0-1. 

Ир = ] 38, 7 ==6, =, 14) 
Т— 37, И=6, 11—38 0—1. 

О =1029 9—5, Н 5, 
Т—= 70 2=13, 29 =—1. 


Можно выбирать примфры совершенно произвольно; если число Г) не 
превьшнаеть сотни, вычислене не отличается сложностью *). 


нымъ путемь, посредствомъ обращешя УЛ въ непрерывную дробь. Въ теорли чи- 
сель доказывается, однако, что этоть способъ исчернываеть всЪ рЬшешя урав- 
нений (2) и (3). 

*) Дегенъ (Бебеп) вычислилъ таблицу рьшевй уравнешя Пелля („Сапоп 
Рейапиз“, Наниае 1817). Въ теор?и чиселъ Лежандра („ГаЧеп®еоне“ 15). Ва. 1. ЗАий. 
1830, дес уоп Мазег, 1886) находится такая же таблица для всЪхъ значенй О до 
1003. Совершенно неумЪстно вообще распространенное назван: „уравненя Пелля“; 
Пелль не занимался рьшенемь этихь уравненй. По мнЬню Энестрема (Епе- 
збш. „ВНоеса таетайса“, 3. Росе, Ва. 3, Еерар 1902, $. 204), ошибка про- 
изошла потому, что Эйлеръ смЫшалъ двухъ англскихь математиковь Пелля и 
Браункера {ВгоипсКег). 

*') Подлинникь носить назваше: А. М. 1ерепаге. „Гнеоме 4ез МошЬгез“. 
Рамз. 1798. 


ГЛАВА ХУ. 
Алгебраическое рЪшене уравненй 
3-ей и 4-ой степени. 


8 82. Триескитя угла. 
у 


1. Трисекшая угла есть несомнБнно самая популярная изъ всЪхъ гео- 
метрическихь залачь, приволящихь кь уравиенно гретьей степени. 

Чтобы составить соотвфтствующее уравнене, мы будемь исходить 
изъ формулы Муавра ($ 47, 8.): 


З 
(== У 5) — с0$ 9 1515. 


Возволя въ кубъ и отдфляя дЪйсгвительную часть отъ мнимой, по- 


лучимы 
= ( . з)' Зс05 з(ы ` у). 
с0$.^ = {1 С0$ З й 9 со 3 а Ш 3 ' ъ 


11 — 3 [с0$ - ++) эт У (т 5). 
УЗИ 7” = з‘ З 1 3 . 


Если положимъ: 


1 
р 5. р 
с0$ З х 


р 1 2 1 р 
и замфнимъ (= 3 з} черезь 1- (< т *) ‚ то первое уравиене 


приметъ видъ: 
х3 — Зл ==2 с05 $, (1) 


а второе: 


(Пэт : 9 == чт &. (2) 
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Значене с05 не измфняется, когда аргументъ « увеличивается или 


уменьшается на 2п. Поэтому, кромф х — 2605. , уравнене (1} имБ- 


3 
п 1 
еть еше два корня ух = 2 с0$ З (+ 2п)и х— 2605 (3—2) !) или 
1 1 
х—— 2508. =— их = 2с0$ 3 (= #)). Итакъ, ураннеше (1) имфетъ 


три вещественныхъ корня: 


®— 8} в-е 11 
м ==— 2608 ‚ ^.==— 260$ р 


м ==2 605 3 


3 
Изъ уравненя (2) найдемъ соотвфгствующе значеня синуса: 


и 96 т $108} и К эп < 
мп == . МП о — ‚› Ш —-— ‚ 
ом 3 2—1 3 д — 1 
ъ 

Итакь, если ланъ со$% или, лучше сказать, 080$}, го сь помощью 
логариемическихь таблицъ тригонометрическихь величинъ можно вычис- 
лить всЪ гри корня уравненя (1) сь тою степенью точности, какую до- 
пускаютъ эги таблицы. 


2. Пусть 1х) -= ^3- Зл—— 260$ . Такъ какь произволная ./ 4х), 


Ё(х) = 3? — 3, то ея корень х-=-* 1 можетъ быть двукратнымь кор- 
немь функши /(\); для этого нужно, чтобы с0$\} — ; 1. Тогла У) 
имфеть еше олинъ простой корень х = г 2. Этоть частный случай со- 


отв6тствуеть трисекщ!и прямого угла. 

3. Изслфдуемь теперь, иельзя ли вь болфе общемь случа приве- 
сти уравнене третьей степени кь виду (1) и такимь образомь рЪЫшить 
его съ номощью тригонометрическихь таблицъ. 

Положимъ. что намь даво ураниеше гретьей стенени: 


РЕ 6.0, 


мы можемь упростить его, положивъ: 


И: 


3 


у 1 
1) Если 2 ^—50$ то (3 — 3.) даеть 0$; если поэтому ноложимъ 


3’ я 
2, созРЕЯЕ, то (^3-—_Зл) дасть со$ (9-2 25), т.е. также с05.). 
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тогда 
2 = у Рае [? 
А 9‘ 
О - Па ` | ыы 
Е = ых: о 27 
Посл подстановки этихъ выражен наше уравнеше приметъ видъ: 
ав. (3) 
г 
В 
= 3 ыы, 


| В 
) 3 -48- С. 


Положимь, наконець, х = ху, разумФя подъ о неопредфленный мно- 
житель; тогда ‚уравнене (3) нерейдеть въ 


о 
Если опредЪлимъ х такъ, чтобы 


[5 
д" —= — 3, бо 2505, 


то послфднее уравнене будеть тождественно съ уравненемъ (1). 
Первому изъ этихь уравненй можно уловлетворить веществен- 
нымъ значешемъ ху только въ томь случаф, если ( есть отрипательное 
число. Тогла 
о ь ЕЕ 
Ада СО$ал — — : 
> ] В. 2 0 
Замфтимъ, что знакъ передъ квадратнымъ корнемь мы можемь вы- 


брать произвольно; поэтому его можно считать положительнымъ. Далфе, 
значене косинуса по модулю всегда меньше 1; слЬдовательно, уголь 9 


можеть быть опредфлень только вь томъ случаЪ, если 2712 4..3 ира- 
вильная дробь, т. е. если [0/4 < — а3/97. 


Полагая 
НР 
к 4 т. 


мы видимъ, чго К должно быть отрицательнымъ числомъ; вмЪстЬ сь 


3 


тТмъ найдемь: 
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Если 4 > 0. то К во всякомъ случа есть положительное число; 
слфдовательно, предполагая № отрицательнымъ, мы тЬмь самымь прини- 
маемь, что и 4 есть отрицательное число; но при отрицательномь а Л 
можегь и не быть отрицательнымъ. 

Взявъ при радикалахъ положительные знакн, мы получимь опредЪфленныя 
значения для с0$ 4 и $11 9:, которымъ отвБчаетъ опредЪленный уголъ 7, содер- 


: р ие 
жанийся между © ит. Этотъ уголъ при р >> 0 заключается межлу 0 и 5 › при 
и 
р — Омежду ит. 


Опредфливь такимъ образомъ уголь :* при помощи логариемиче- 
скихь таблиць. мы найлемь всЬ грн корня уравненйя (3): 


—а *} Ч =— 
„-2И 3 < 3. № ых п О 
- $} 
` =— 2 и = т 


Если р есть положительное число. а слфдовательно. 4} заключено 


= 1 1 1 
между О и р’ ТО Углы 5 5. 3" +), 3 (= -- 7) всЪ лежать межлу 
т : 
О и о‘ ихь косинусы имфютъ поэтому положительныя значеня, такъ 


что \, есть положительное, №, и у. отрицательныя числа. 
4. Для примфра возьмемъ кубическое уравнен!е: 


зи — 44+ 1=0. 


1 
Положимь = —у— = (чтобы получить положительный коэффищентъ р) 
Для ' получимь уравнене: 
р 65. 
Е =. 
слЪдовательно. 
65 18 65 
=, &а=— 2, 60$ з 
27 3 2 у133 
105 с0$ }- — 9,8409685 — 10, {+ = 469 6' 7,7", 
к т--9 и: 
ы = 150 227 2,5", "= 440 87 57, 5" Е - 75% 29’ 2,5", 
105 у', —= 0,38650684, и == 2.317760, 
105 (—\.) —= 0,2381322, $ = — 675556, 
ЮР (— уз) = 0,7883491 —1, у. = — 0,607224 


Веберъ, Эвциклоп. элемент. алгебры. 21 
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$ 83. Формула Вардана. 


1. Рышене уравненя 
а’ =рЬ (1) 


вь Томь случаЪ, когда 


было привелено разсужденями предыдущаго параграфа къ трисекши угла. 
Для этого послужили подстановки: 


с0з $ у =, я м се! а, 2) 


изъ которыхь ВыЫВОДИМЬ: 
ый 3312 
сс и (И - уния ь 
Г ( 


03 4 — 15 4 == (И, к). 


Извлекая изь обЪфихь частей этихь равенствь кубнчесче корни и 
пользуясь вь примбБненм кь лфвымь частямъ формулой Муавра, получимь: 


=: 1. в 1/2 р 
и 3 (с05 5 + 19 3)=] 7 УК. 


(3) 
Зе о 1 
у = ок ни И ЧА. 


Перемноживъ равенства (3) почленно, получимь: 
з 3 
—а Ив т ИР 1 
= == 5 А 4 
х=Иачик. И, и (4) 


и наконець, сложивъ почленно равенства (3), имфемъ: 


РИ 


и Е 


Здесь корень у прелставленъ въ вид суммы двухъ корней трегьей 
степени изь мнимыхъ величинъ. Позже мы увидимъь. что вь случа6 КО 
корни уравнешя третьей степени” никоимъ образомь пельзя представить 
въ такомъ видЪ, чгобы веществениые корни выражались при помощи ве- 


а... > даа бр. а в аа инь ву: ——————_—_—_———- О ВИСКИ И нее — 
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щественныхь радикаловъ. Благодаря этому, въ прежнее время математики 
называли случай, когла К <. 0, иеприводимымъ случаемь уравнены 


третьей степени (сазиз итедисИ!$) ®). 
2. Если предположить [К положительнымъ, то оба кубическихъ 


корня 
в з 
ИВ г р > 
| эх, > ую 


имБютъ вещественныя значеня, а въ равенствь (4) ихь произведене 


есгь 
И Е 
Из а-у = 


Равеиство (5) даеть вещественное значене лля \, которое и въ 


этомь случаБ удовлетворяеть уравнешю (1,. Въ послфднемь легко убЪ- 
длиться съ помонныо несложной передфлки. 
° Выражене 15) для корней кубическаго уравненя носить назване 
формулы Кардана (Сагдапо) *”). 
3. Кь той же формулф рЫшешя уравнешя третьей степени можно 
придти прямымьъ путемь, не пользуясь григонометрическими функщями. 
Положимь для этого 


ужи о, (6) 


не опредфляя пока и и т’ ближе. Тогла 


3 — Е Зи о- 3 и 03 
— 13-3 4 Зне(и-о). 


Если у есть корень уравнешя (1), то 


из оз (Зи аи -= 5. (7) 
Этому уравненйо можно удовлетворить, если положить *) 


и 8 =р 


Зне — — а. 


*) Въ выражени „сазиз игеЧис Ш“ терминь „неприводимый“ употребляется 
не вь обычномь значени этого слова ($ 63). 

“”, Нзегопито Саг4апо (СатЧапиз). „РгасНса агтейсае репегаН$“. 1537. 
О правЪ первенства на р5шене уравнен!я гретьей стелени возгорфлся споръ, особен- 
но между Кардано и Тарталья (ТацасПа) (Сашюг. „ОсзееШе Чег МапетаНк,“ Ва. П 
5. 482 1. Ученикъ Карлано, Феррари (1.121 Реггай! нашелъ рышеше уравненя чет- 
вертой степени. 


*) Такъ какъ и и с связаны только уравненшемъ (7), то мы можемъ подчи- 


21 
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Итакъ, намъ извфстны сумма и произведеше двухь величинъ 1/3 и г. 
Какъ было выведено въ &5 46, 4. 


- р 93 
3 8—9 9: : ур. 
| 4 27 РУ: 


слБловательно: 


Соотношеше (6) "— иг даегь лля № вновь выражеше (5', Оба 
кубическихь корня связаны между собой уравненемь Зие — 4. какьи 
прежде 


$ 54. Миимые корни. 


1. Какь мы уже видБли выше, если извбстенъ олинь корень уравпеня, 
то разыскане остальныхь приводится кь р-шеню уравнешя низшей сте- 
пени. Кубическое уравнеше имфетъ три корня. Если найленъ олинъ веще- 
ственный корень у — и г, ГО остальные лва корня могуть быть найдены 
изъ квадратнаго уравнен!я. Составимь это квадратное уравненге. 

2. Если функшю |“ -- ау —-6 разлфлить на у -у,, то это дфлеше 
совершается нац6ло и мы получимъ ($ 61, 3}: 


а -Ь—= =) Ру м а). 


Недостаюние два корня кубическаго уравнены \, №, будуть кор- 
нями квадратнаго уравнения: 


Ним, м? Ра 0, 


илН: 
( 1 )' За 
\ ыы =) 
1 о 1 4 | 
Если подставить в, это уравиеше т. ие. а  —Зит, то оно 
нить нхъ еще Условно 
Зи }-—0 
тогла уравненю (7) даегь 
и У *- В 
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приметь видъ: 


1 ыы 8 
, 2! — —— 9% 
зе] 9. 
такъ какь (и -- е)? — 4ие = (и — г). 
Послфднее уравнене имфетъ корни: 


| УЗ 
а (ие) \ 5 (и а): 


если для сокращеня положимь: 


= : ==, (1 
о ) 
ТО. ВОЗвВОДЯ Вь квадрать, получимь: 
неа и у ‹ 
к (2) 
2 


а оба корня у,, у, предложеннаго кубическаго уравиешя получатся въ 
форм: 
уз--ви Но, ви ге (3) 


3. Полученные пами корни (при вещественныхь ини тг е при 
К 0) сую сонряженныя мнимыя числа. 

Изъ уравненй (1) и (2) слфлуеть. что $ 1, т.е. & есть миимый 
корень трегьей степени изъ 1. Онь удовлетворяеть также квадраг- 
ному уравненйо 


Ее 0: (4) 


вь частности, кубическое уравнеше х*— | --0 имЪеть, такимь образомъ, 
корни 1, Е. =2. 


$ $5. Диекрииннантуь кубическаго уравнены. 


1. Значене величины К станеть яснфе. если выразить № черезъ 
корни кубическаго уравненя. Пусть, по прежнему, 


ити а. фен ее, у ие 
Такь какъ == (-— 1 №3): 2, #2 = (— 1-7 ИЗ 2 о 


3 ИЗ р. АЕ ) : 
в 1 о +, ИЗ; 
' р р - а ры г 
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слЪдовательно: 
Оз (ВиО 
а 


3 Е 0) 
1 - \№— о (и Е я Ир 
Перемножая почленно эги равенства, получимь: 


9%. Е 
у р ВЕ 
АВИА ЕЕ 
Наконець, это равенство перемножимъ почленно сь равеиствомь: 


а — Из == УЗ (и — 2); 


тогда получимъ: 
(з— 18) Чи — О, — 3) — У— 27 (и — 23). 


Но 13 — 3 2у№ ‘6 83, 3.), сльдовательно: 


(у — уз) Ч, — №) (и: — уз) —=2 У— 27К == у 27 4 аз) - 
Выражеше 
= — в Ч фл в, 


представляющее собой квадрат» лфвой части послфдняго равеиства, называ- 
ется дискриминантомъь (/)) кубическаго уравненя. Этоть дискриминантъ 
равенъ, очевидно, —4.27 К. 

2. Если два изъ корней 1(;, у», И, равны между собой. то дискри- 
минантъ равень нулю. Обратно, если дискриминанть равень нулю, то 
между корнями 1, И», Из имЪфется два равныхъ. Слъдовательно. — 0 
есть необходимое и достагочное услов!е для того, чтобы куби- 
ческое уравнен!е имфло двойной корень. Въ этомъ случаЪ 


тв их 
Пе о: у == == — 5. 


Если дискриминанть Г) иметь положительное значенте 
(сл довательно, < 0), то всЪ три кория вещественны, а если 
дискриминантъ имЪетъ отрицательное значен!е (слЪдовательно, 
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К >О, то уравнен1е имЪегь одинь вещесгвенный и два мни- 
мыхь корня. 


$ 56. Тригонометрическое рёшене кубическаго уравнешя. 


1. Вь $ 82 мы видфли, что вь случаь К < О пахождеме корней 
уравненя 


из ау-=ф (1) 


приводится къ трисекщи угла и такимъ образомь производится съ по- 
мощью тригонометрическихь таблиць. Можно и при № _>0 пользоваться 
тригономегрическими таблицами; это облегчаеть рьшене уравненля. 

Мы можемь считать свободный члень р ноложительнымьъ. Вь са- 
момъ дфлЬ, чтобы найти корни уравпеня 


На = — 6, 


достаточно перемфнить знаки при корняхъ уравнешя 


8 Нах = 6. 


Такимъ образомь намь остается голько различать два случая. когда а > 0 
и когда а < 0. 
2. При положительномь й сь помошью подстановки 


ВИ ва. ИЕ. ет 


согласпо $ 83. 3. получимъ: 


Рени ИИ 
уу 
И (И "И ты") 
ИИ Иж). 


{+ у \* 
вт); (3) 


о 
РУ е 


Положимь теперь 


тогда 


р И. соо 


$ 87 


(4) 


Формулы (2), (3). (4) даютъ возможность вычислить значене у сь 


помошью тригонометрическихъ таблицъ. 


3. При отрицательномъ и положимъ: 


кз 93 — 13 
- Ил 
И 27 зш: УК 2 с 


(5) 


ое Е у Е + +у' = ) ! 


2 


н по семизначнымъ таблицамь получимъ, что у — 1.769292. 


только послфдн! десятичпый знакь не вполнЪ надеженъ “ 


$ 57. Ршен!е уравненй четвертой степени. 


(7) 


пры чемт, 


1. Рыцеше уравненя чегвергой степени можеть быть приведено 


кь р-шеню уравненя третьей степени и прин томъ различными снособамн. 


=) Богатый матералъ для упражненЙ даеть Е. Гашре въ вриложени къ го- 
дичному отчету (Ргоргати’) Луизенштадскаго высшаго реальнаго училища вь 
БерлинЪ. „Задачи на рьшене уравненй высшихь степевей изь области геометрии 
и механики“ („Сеотефесне ип@ теспашесве АшоаБеп 7иг питейзсвеп АиЯбзипе 
уоп Оекпипаеп ВбВегег Огайе“. Озегп, 1885. Саейпегз Уепавзбисппапд ия). 
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ПростЪйний изъ нихъ есть способъ Феррари; *) онъ очень напоминаетъ спо- 
объ рЫыншеня уравнешя третьей степени 3). 


Точно гакъ же, какь уравнене 3-ей степени, общее уравнене 4-ой 


степени 
ВС, Р=о 
полстановкой 
1 
ет 


приводится къ болфе простому виду, безъ члена третьей степени: 


даа рус = 0: (1) 
коэффиценты а, В, с очень легко выразить въ коэффишентахь ./, В, (., /). 
Разложимъ теперь х на три слагаемыхъ; именно положимъ: 


Зи о и. 


Зое - 2 ио-Рию-оа). 
16 бе а) 4-е а”) (ибо аю-е 
А-а - и и?) Вис (и о а). 
Подставивъ эти выраженя въ уравнене (1). получимъ: 
(не и, 4 (ни Рош ода а 2 + 
+ 4аае г? + и?) | 8 (иго (ие 
аа аи - ит и?) | 166 0. 


Мы упростимь наше уравнеше, если подчинимъ и, ги а’ условымы 


и — 24 (2) 
ниш —ф. (3) 


Тогда 


Оно приметь тогда видъ: 
4-е ат аа и) + 
На-На 166 =0, 
а вь виду соотношеня (2) оно еще боле упрощается: 
аи ат и? — 9 — 4С. (4) 


Если 1 есть неопредфленная величина, то изъ равенствь (2), |3} и (4) 
вытекаетъ тождество: 


(3—2) (4—3 — и = 2ат- (и — 401, 


*) Гадо\мсо Регай, ученикъ Карлана 1522 1565. 

з, Рьшене уравненя, какъ оно изложено въ текстЪ, ближе всего подходить 
къ прему Эйлера, какъ это и отм5чаетъ авторъ во второмъ изданм. Еи1ег. „\Уо!- 
запаюе Ашейипя 2иг АшреБга“. П Твей, 1 АБзеЬий Мг. 15. 
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г. е. 12, 2 и и”? суть корни кубическаго уравнены: 


а — 46) 3500, (5) 


($ 64, 1). Обозначимъ корни этого уравненя черезъ д., д) и 4; тогда: 


и= У, = У =. и. 


Знаки передъ этими радикалами не вполнЪ нроизвольны; въ виду 
соотношенй (3) знакъ одного изъ нихъ опредЪляется знаками двухь 
другихъ. Игакь, имфя вь виду равенство } пИУзИз= р, мы ию- 
лучимь четыре корня заданнаго уравнен!я вь вид%: 


ни 
2%. = Кл — Уз -РУх, 
РР И 
а 


Уравненше 3-ей степепи (5) называется кубической резольвен- 
той даннаго уравнен!я четвертой степени. Такъ какъ а = р 
всегда представляеть собою положительное число, то здЪсь могуть имЪть 
мЪсто три случая: 


> 


1) да, 3». дз суть вещественныя положительныя числа; тогда уравне- 
не четвертой степени имфеть четыре вещественныхь корня. 

2) Два изъ корней уравненя (5). скажемтъ м, 
тельныя значеня, а треци 5, положительное. Вь этомь случаЪ всЪ че- 
тыре корня х, х, х, х, представляютъ собой мнимыя числа, при 
чемъ м и л., м; и х. суть числа, попарно сопряженныя. 


3) Уравнене 3-ей степени (5) имфегь два сопряженныхь мнимыхъ 


имотъ отрица- 


корня, скажемь 1, и 5;. Такъ какь произведеше 5%, есть число положи- 
тельное, то и 3, должно быть положительнымъ числомь. Знаки при квад- 
ратныхъ корняхъ опредфлимъ такъ, чтобы Уз, и ул, имЪли сопряжен- 


ныя значенЯ. 


Тогда м) и х, будуть вещественныя, \. и х, сопряженныя 
мнимыя числа. 


$ 58. Диекриминантъ уравненя четвертой стенени. 


1. По коэффищентамъ уравненя (1), не рЬшая его, можно опре- 
дФлить, какой изъ указанныхъ трехъ случаевъ будеть имфть мфсто. 
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Сь этой цфлью составимъ сначала разности: 

д — м = Уд - Уз Хз — ж=У Я Ул», 

Е Я а ь Бе п т 

Вел: ИУ, ЩИ Уд», 

ы Ре * с -: Ре. се В 

и Е. Уд: — И. 
Перемножая между собой эти равенства, получимъ: 


В >25 — 5) (^, и (4 — м) — [60 
== (= бе 


Квадрагь этой величины называется дискриминантомь уравненя 
четвертой степени. Онъ представляеть собою симметрическую функщшю 
корней х,. №, №, х. и, слфдовательно, согласно & 64, выражается ра- 
щонально черезь коэффищенты а, 6, с. 

Необходимое и достаточное услов{е для того, чтобы урав- 
ненте четвертой сгепени имфло кратные корни, состоить въ 
томъ, что дискриминаитъ долженъ быть равенъ нулю. 

2. Соотношене (1) заключаегъ въ себЪф теорему: днскриминанть урав- 
нен!я четвертой степени равень дискриминанту его кубической резоль- 
венты. Чтобы образовать дискриминанть кубической резольвенты. нужио 
по правилу. указанному въ $ 85, предварительно подстановкой 

2а 


освободить его оть члена. солержащаго неизвфстное во второй степени. 
Какъ мы видфли вь & 82, 3, мы получимь для у уравнене: 


+ 9 В=0, 
гДЪ 


д? 
Я=— 3 —-4с, 


223, вас 
нае ев 


Дискриминантъ этого уравненя 
р=— 27 №" — 4.43 


представляеть собой также дискриминантъ уравненя четвертой степени. 
Если мы выполнимъ вычисленя и выразимь дискриминанть въ ко- 
эффишентахь даннаго уравнения четвертой степени, то нолучимъ: 


р —=16а*с — 4036? — 12842? 4 144ас? - 25663 — 27”. 
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3. Посмотримь теперь, какъ сь помошью лискриминанта различа- 
ются упомянутые три случая. Замфтимъ прежде всего, что случай 3). 
когда уравнене четвертой степени имфеть два вешественныхь и лва 
мнимыхь корня, вполнф характеризуется тЪмъ, что дискриминанть |) 
имфегь отрицательное значеше 1). 

Намъ осгается установить различе между случаями м 2). че @ 
между случаемь, когда всф корни вешественные, и тфмъ случаемъ, когда 
всЪ корни мнимые. Въ обоихъ случаяхь [) > 0. Вь первом кубическая 
резольвента имфегь трн положительныхь корня. во второмь одинъ по- 
ложительный и два огрицательныхь 

Изь резольвенты $ 87, (5) по теоремамь $ 64-го получимь соот- 
пошеня: 


с Ри. - — 
2а и РЕ и Е ^37 
ре у Е И № уве 
Ч 4с = диле ад Е ль; 
1) 32 И 23 положительны, то 


30. 12—46 >0. (2) 


если вс три величины 


Докажемъ теперь, что эти два услошя вмфег6 сь услошемь /) >0 лдо- 
статочны для того, чтобы уравнене четвертой степени имфло четыре ве- 
шественныхь корня. 

4. Произвелене 2, 1,л.— 0? есть число положительное: поэтому. 
если [)>0 5), то возможны только два случая: либо всБ три корня 


41 дз) дв Положительны. либо два изъ нихъ отринательны. Положимь, 
ие я 


т о : с 
2, — 2, гАБ Е, и & положительныя числа. 
Если а < 0. то 


|. 
г ра [= 
^1 > = Не 537 
ЗЕ у х Е 
1055 + ре (а, 
и ры Е: у РЕ 
ме == 28) Е = + ее + 3233 0. 


и, слБдовательно: 
Е Ро 


Итакъ. въ этомъ случаЪ либо (>0, либо (1—4 О, т.е. условя 
(2) не выполняются. СлБдовательно, эти условя (2) характеризуютъ 
первый случай. Если 6, а слфдовательно, и олинь изъ корней о 5 
обращаются въ нуль, то паши разсужденя все таки остаются нь сил. 

5. Если [) =0, то кая либо двф изъ величинъ д, д», д. равны 


“) Ибо вь этомъ и только вь этомь случаЪ соотвЪтствующее уравнене 
третьей степени нмфеть два мнимыхь кория ($ 85,2). 
°) Такъ что ль д. И д. суть вещественныя числа. 
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между собой. Пусть 45 — 5;; лопустимъ, Да И 13 не равны пулю. Вм5стЪ 
сь тёмь д; должно быть положительнымь или. по крайней мЪръ, не отрица- 
лельнымь числомъь, такь какь произвелеше л, у, 2, =0? не можета, быть 
отрицательнымъ числомъ. Тогда 


жет РУз. 2 У а 
= 2, = —Уц. 


Уравнеше четвергой степени имЪетъ въ этомь случаь двойной ве- 
щественный корень; два же лрупе либо также вещественные, либо мнимые 
сопряженные, смотря по тому, представляеть ли собою 5, отрицательное 
или положительное число. Ясно, что неравенства (2) являются необхо- 
димымъ и достаточнымь услошемъ, чтобы уравиене четвертой степени 
имбло исключительно вещественные кории. 

6. Въ частности, подъ это услоше подходить случай 5, АЕ >20. 
Тогда: 

3 1 
с Кльх = о Ум. 


т. е. уравнеше четвертой степени вь этомъ случаЪ имЪетъ корень третьей 
кратности. Необходимое и достаточное для этого условю выражаегся 
равенствомъ: 


от 2 (Зо 
откуда: 6) 
п = 


исключивь получимь: 


а {+ 12е—0. 844 27 —0. 


7. Если д» == д: = 0. то 


д 


1 | 1 
\ — Аз р) Та. Л—л, Ея т 


г. е. уравнеше четвертой стенени иметь два двойныхъ корня. Эти кор- 

ни представляють собой вещественныя или мпимыя сопряженныя числа. 

смотря по тому, есть .ли т, положительное или отрицательное число. 
Условя, соотв$тствуюнИя этому случаю, выражаются равенствами: 


2—0. 9—4 =0; 


1 @сть положительное или отрицательное число, смотря по тому. прел- 


") Это соотношене должно имфть мЪсто тождестваню относительно к 
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ставляеть ли собою а положительное или отрицательное число. Если, 
наконецуь, д, — 5, == дз ==0, то 


0 0. 00 


и уравнеше четвертой степени имфеть четыре равныхь корня. Общее 
значене этихъ корней есть нуль 7). 


$ 89. Группа уравненя четвертой степени. 


1. БолБе глубокя основаня, вслфлстые которыхь уравненя чет- 
вертой степени приволягь кь кубической резольвентЪ, заключаются въ 
свойствахъ группы перестановокь изъ четырехъ элементовъ ($ 52, 6.) *). 
Эта групиа, какъ мы вилЪфли, состоить изъ 24 перестановокь. Если мы 
условимся разумЪть подъ элементами этихь перестановокъ четыре корня 
5. №. №, лм. уравненя четвертой степени, то симметрической функ- 
щей этихъ корней будетъ такая, которая остается тождественной самой 
себф при всБхь перестановкахъ. Такая функшя выражается рашональио 
черезь коэффищенты уравненя четвертой степени. Если межлу корнями 
А1ь Ло. Аз, А. Не существуеть какихъ либо особыхь соотношенй, то 
симметричесюя функщши суть единственныя, обладаюция этимъ свойствомъ 8). 
Въ самомь дБлБ, принимая во внимане, что коэффишенгы уравненя 
суть основныя симметричесяя функщи, 


—а А, + ла, 

ах — мо Е льхз Е мл, Ч мл, + хол. Ч ххь 
— а = мха Рама Е 

а — МАЛ. 


мы отсюда заключаемь обратно, что всякая ращональная функшя этихь 
коэффишентовъ есть въ то же время симметрическая функшя величинъ 
А, №. Хз. Ар Которыя представляютъ собой корни уравненя четвертой 


т) Можетъ показаться страннымъ, что въ томъ случаф, когда всф четыре 
корня уравненя четвертой степени равны, они необходимо равны нулю; но нужно 
имЪфть въ виду, что здфсь идеть р$фчь объ уравнеши, приведенномь къ виду (1) 
$ 87-го. 

*) Создаше теори груипь и приложешй этой теор къ алгебрф иринадле- 
жить Галуа (Цаю15). Эваристъ Галуа былъ убитъ на дуэли едва 20 лЬть въ 1832 
году. Вочеромъ, наканун смерти въ письмЪ къ другу онъ изложилъь свою теорю. 

в) Эго значить: симметрическя функщи суть единственныя, которыя выража- 
ются въ коэффишенгахъь рашонально. камя бы значення ни имБли количества 
ры Че 


рады. - ба ^^ бо- - 
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степени: 
ира, 3 На, фах + а. -0. 


Эта группа изъ 24 перестановокъ называется группой Га- 
луа общаго уравненйя четвертой степени. 

2. Въ этой группф, какь было показано выше, содержится группа 
четныхъ перестановокъ, состоящая изь 12 элементовъ. Существуютъ 
функши, остающяся безъ перемфнъ только при четныхъ перестановкахь. 
Такя функщи называются знакоперемфнными, а самая группа четныхъ 
перестановокъ поэтому тоже называется знакоперемЪнной. ПримБромь 
такой функши можегь служить произвелене разностей: 


Р = (хх, — №) (а — ха — хи, — м) 0 рб). 


квалратъ котораго есть дискримннангь. Эта функшя мЪняеть знакъ, если 
произвестн одну какую нибуль гранспозишю (549,1) напримЁръ, замбнить 
другъ другомь ^; и ^., и принимаегь прежнее значеше, если сдфлать 
лвБ или, вообще. четное число траиспозишй 97. 


°) Чтобы внолнЪ уяснить себЪ какъ этоть пунктъ, такъ и дальнБйшее, нуж- 
по отдать себЪ полный отчеть въ значении терминовъ, которые авторъ употребля- 
еть. Мы имфемъ функшю Р\х,- у, у». _- т). Иодъ знакомъ функши Г здьсь сто- 
ять перемфнныя въ послфловательности, соотв5гствующей основной перестанов- 
КБ Ямы К А, .х,. Если мы, однако. замбнимъ перестановку Ё другой пере- 
становкой =. №, ^’,..., м, Г. е. вь функщи произведемъ субститушую, веду- 
щую оть перестановки РЁ къ перестановкЪь 5, то мы получимь функшю 
(5) = ЕСь, х...,м,). которая иногда совнадаеть съ первоначальной функшей. 
иногда отличается оть нея. 

Пусть, наприм$ръ, 


ЕЕ Я, м дд, Вх Ра. 


Если перестановка 5 =л,. \,. ух, — (м, ъ), ТО 
05) — Ром, мых, =, м В х.. 
Если перестановка Г = х,, %,, \., 1, == (у» х,), ТО 


И А ы) ЕАНРАА 
Точно также 
И И М м, м Ё к 
Ясно, что наша функшя при перестановкахь 5. ТГ и 5Г имБеть то же 


значене. что и при перестановкЪ Е.Но при перестановк$ К лу. — (№. №) 
сна пслучаеть уже другое значене: 


КОР, Теа Зее. 


Ири такихъ условяхъ говорятъ, что наша функшя не м5нястся при переста- 
новкахь 5 Г, 5Ги м8няегся ири остальныхь перестановкахь. вапримфръь, при 
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3. Каждая ифлая функшя О отъ перемфнныхъ \;. х,..., М, 


. 
которая не мЬняется при перестановкахъ знакоперемфнной 
группы, выражается рац!онально черезъ коэффищшенты @,, а, 
а. аа и приведенную выше функшю ЛР. 

Положимъ, что такая функшя (), при какой-нибуль транспозиши. 
папримфръ (х,, №), перехолить въ ().. Въ такомъ случаЪ (),, въ свою 
очередь, посл вторичной перестановки какихъ нибудь двухь элементовъ 
переходить въ (), !'). Вообще, функшя эта не можеть имфть лругихь 
значенй, кромБ (); и (),, такь какь каждая нечетная перестановка получа- 
ется изъ четной помошью транспозищи. Слфдовательно, (), Е О), есть 
симметрическая функшя. Разность (), — (2, мняеть знакъ. если пере- 
ставить \, и х,. и потому равна нулю при х.=л,. Поэтому () —0),, 
какъ ифлая функшя оть м, дфлится на х, х, и точно такь же и на 
остальныя разности м, \., М— Ал. .... Т. е. на произведеше Р. Част- 
ное ((),  (),)/Р опять представляеть собой симметрическую функиию. 


Если положимь Р — у/[). то Г) есть дискриминантъ. ВмЪстБЬ съ 
тЪмъ 


о 1), 


гль „Ги В суть рашональныя функши коэффищшентонъ: слфдовательно, 


Ча 


что и требовалось доказать 1"). 
4. Въ групп 24 перестановокъ заключается группа изъ 8 переста- 


перестановкЪ К. 
Если мы въ функщи Р, приведенной въ текстЪ, произведемь какую либо 
транспозищшю. напримЪръ (\,. х.), то получимъ: 


В жа, аз, Хы) = п, 6 =) =) м), Аа) (1. \а) == - Р. 


Функшя м$няетъ знакъ при каждой транспозищи, а потому остается безъ 
измЬненя при четныхъ перестановкахъ и м$Бняеть знакъь при нечетныхъ. 

Чтобы понять дальнфйция примфчаня, нужно замфтить слёдующее. 

Пусть Е, х,,...,^,) будеть нфкоторая функшя оть перемфнныхъ х,, В нь 
которая перестановка. Положимъ далфье, что Г (К) — А, (л, \,...^,)., а 5 другая 
перестановка. Если мы теперь въ функщи Г, произведемъ субститушю. ведлушую 
оть перестановки Е къ $5, то это все равно, что въ функши Е произвести субститу- 
шю, ведущую оть Е кь перестановкЪ Ё$. Иначе: 


Если ВОКЕ О ве у то А О 
5) Потому что двЪ транспозищи, по условю, не м6няютъ функщи О,. 


1') Изложимъ это доказательство подробнЪе. 
По условйо О, (хьх,,...,^,„) есть знакоперемБнная функщя, г. в. не  мФия- 
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новокъ (5 52, 6): 


С: = (1, (, 2) (3, 4), (1, 3) (2, 4), (1, 4) (2, 3), 
(1,2), (3, 4), (1, 4, 2. 3), (1, 3,2, 4). 


Кажлую изъ этихъ перестановокъ соединимъ послфловательно съ дву- 
мя перестаповками, не входящими въ эту группу, скажемъ, съ переста- 
новками;: 


и фиа, 3. 


Если, соединяя перестановки группы (х, съ перестановкой (1. 4), мы 
будемъ ставить послЪднюю на второмъь мЬстЪ, то получимь слфдующую 
систему перестановокъ: 


о оо о 
а соединяя съ (1, 3): 


О о ОР 


Въ системахъ (1, (0, Сз, взятыхъ вмЪстЪ, заключаются всь 24 переста- 
новки ($ 52). 

С» и (С. не могуть быть названы группами въ собственномъ смыс- 
лЪ этого слова, такъ какъ результать соединеня двухъ элементовъ, по- 
ложимъ изъ системы (;,, не всегда содержится въ (55. Поэтому системы 
С. и (53 называются относительно группы (5, ея согруппами. 

Если у, есть функщя перемфнныхь х:, Л», №3, Ха, КОТОрая не м$- 
няется при перестановкахъ (;:, то при вс5хь вообще перестановкахъ 


ется при четныхъ перестановкахъ, такъ что, если К есть четная перестановка, то 
©, (К) = 9, ь 

Пусть теперь 5 будетъь нечетная перестановка. Въ такомъ случа 0, (5) 
представляеть собой нфкоторую другую функщю О,. Покажемь теперь, что при 
всякой другой нечетной перестановкв ГО, (Т) также равно О,. Въ самомъ дЬлЪ, 
мы всегда можемъ найти перестановку Г, удовлетворяющую услоню Т— 75. Такъ 
какъ Ги 5 суть нечетныя перестановки, то Г есть четная перестановка. Поэтому 
О(Р) = О, а слЪдовательно О, (75) = О, (5); или иначе, О, (Т) —= 0, (5) = О,. 

Игакъ, наша функшя при всЪхъ четныхъ нерестановкахьъ имфеть значеше 
О, при всхъ нечетныхъ— значене О,. 

Легко видфть, что функщя О,, въ свою очередь, при четныхъ перестанов- 
кахъ остается безъ измнешя, при нечетныхъ же переходитъ въ О,. Въ самомъ дЪлЬ, 
если Кесть четная, а $ нечетная перестановка, то О, (5)=О,, а потому О, (К, — 0, (58); 
но такъ какъ 5К также представляетъ собой нечетную перестановку, то О, (5 В) = 0,, 
а потому О,(К) = О,. Напротивъ, 0.65) — 0,(55$); а такъь какъ 55 есть четная 
перестановка, то О,($5)--О., а потому 0,(5)=О,. 

Итакъ, функши О, и 0, не измняются при четныхь перестановкахь и 
переходять одна въ другую при нечетныхъ перестановкахъ. Поэтому функ- 


Веберъ, Энциклоц. элемент. влгобры. 22 
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она можеть принимать только три значеня у,, 75, у. 5). Основныя сим- 
метрическя функши у: . 


4 = о. -- 
= уд Е ма Е уу, 


= — Уз 


прелставляютъ собой симметрическя функщи отъ х и поэтому выражаются 
ращонально черезъ коэффишенты уравненя четвертой степени. Количе- 
ства же }., у», у. суть корни уравненя третьей степени 


Я в) 


Каждое такое уравнене называется кубической резольвентой 
уравненя четвертой степени (1). 

Если функшя у; не измфняется при перестановкахъ группы (; и 
имфетъ три значеня, то говорятъ, что она принадлежитъ групиЪ (.. 

5. Функши, принадлежация группф (;., могуть быть составлены 
многими способами. ВмЪстЪ съ тмъ и уравнеше четвертой степени мож- 
но рЪшить различными премами. Феррари пользовался функщей 


1 
пы, с 


которая, очевидно, не мЪняется при перестановкахъ группы (,, а при 


щя О, -Е О, не измфняется ни при четныхь, ни при нечетныхъ перестановкахъ. 
Если мы теперь въ функши О, — О, замфнимъ х, на х,, т. е произведемъ 
транспозишю (х,, х,), то она перейдеть въ О, —О,, т. е. перемБнить знакъ. Но 
если х, —л,, то это замбщенше не должно измфнить функции: поэтому при х, =х, 
функщя О, — О, обращается въ нуль. Отсюда, какъ указано въ текст, заключа- 
емъ, что функшя О, — О, дБлится нанфло на Р. Если мы теперь разсмотримъ 
е- 
частное е, и то при четной перестановкЪ какъ числитель, такь и знамена- 
тель остаются безъ измфненя; при нечетной перестановкф числитель и знамена- 
тель мфняють знаки; поэтому частное не измфняется ни при какой перестановкЪ. 


} 

9 : НЕ р 

Итакъ, О, О, и р СУТЬ симметричесюя функши оть хх ..х,; 
поэтому онф выражаются рашонально въ коэффишентахъь а,. а,...а. Эти двъ 


и 
функщи и обозначены въ текстЪ черезъ 2А и 28. 

*) Если мы въ функши у, зам5нимь х,, х,, х, л, перестановкой, входящей 
въ составъ группы С‚, то она не измфняется. Если мы въ ней замЪнимЪ х,.*,. хх, 
какой либо пересгановкой согруппы С, то это все равно, что замфнить х,. х», х,, л, 
нфкоторой перестановкой группы С, (отчего функшя не измфнится), а потомъ 
произвести транспозишю (х., х, ; мы получимь функшю С.; точно такъ же, если 
мы замфнимь х,, х», хз х, Какой либо перестановкой согруппы С,. то мы по. 
лучимъ одну и ту же функщю у.. 
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(5 и (5. переходить соотвфтственно въ 


1 
= 4 о. 
1 2 
т мм д. 


Если извфстны три корня кубической резольвенты, 6) то чтобы опре- 
дФлить корни х, остается только извлечь квадратные корни изъ этихъ 
трехъ величинъ; корни эти связаны еще соотношешемъ: 


Ух Уз Уз —= — В. 
6. Межлу функщями, принадлежащими группЪ (С, есть еще боле 
простая, именно: 


За = ЖЕ 6 


при перестановкахь согруппъ (5, и (5. она переходитъ въ 


Эа ЕЖА - №54 
=, Ёл,л.. 


Коэффишенты /,, 1,, Ч, какъ симметрическы функщи, легко вы- 
числяются. По обозначешямъ 6 64-го: 


РА Аа 
А — уу луз уз Ух дух: == 
= У ЗАЧ Жи, ЕВ. —4 а: 
— 4 = у = Ум | Удо, = 
Аа Мм? -- (Халл) —2 ла 
но 
а — А, Уллль == 4501, 
У 


Ро = о, 59, 
а слБдовательно, 
— 4. = аа, + аз? — Ава. 
Кубической резольвентой въ данномъ случаф служить уравнене: 
у — 454 - (аа; —4аду 44а. — а. — а =0. (3) 


Это уравнене н5сколько упрощается, если самое уравнеше четвертой 
степени задано въ упрощенномъ видЪ, т. е. если а, = 0. 


*) Эта резольвента и есть уравнене (5)5 87-го. 


22. 
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7. Положимъ, въ уравнеши (3) 


Зу = а; 
тогда членъ, содержашйй неизвЪстное во второй степени, обратится въ нуль. 


Путемъ простыхъ вычисленй мы получимъь кубическую резольвенту въ 
видЬ: 


В—341—В=0. (4) 
ЗдЪфсь для сокращеня положено: 


А=а,?— Зала. 13а., 
В = 27а? а. | 27а3? -- 2а.3 — 72а, а.-—Эаа.аь. 


Коэффишенты 4 и В называются первымъ и вторымъ инва- 
р1антами уравнен!1я четвертой степени (1). 

8. Зная корни резольвенты (3), т. е. у:, И., Из, можно вычислить 
{1 5» в при помощи формулы: 


Ха = О №№ — = Е = +.) — 40 хх, 
— а" —4а, | 49; (5) 


подобныя же формулы можно написать для 2, и 24. Извлекая квадратные 
корни изъ полученныхъ трехъ выражен, легко получимъ х., Х›. Ж, Ха. 
Упомянутые три квадратныхь корня связаны соотношешемъ, опред$ляю- 


щимъ одинъ изъ нихъ въ зависимости отъ двухъ другихъ. Въ самомъ дЪлЪ, 
Е О о 


есть симметрическая функщя и легко выражается въ коэффищентахъ урав- 
неня (1): 
а № 


9. Функщя 1, которая не м5няется при перестановкахь группы 
изъ четырехъ двойныхъ двучленныхь цикловъ: 


(Г), @, 2) (3, 4), а, 3) (2, 4), @а, 4) (2, 3% 


можеть имфть только шесть различныхъ значенй. Если же мы ограни- 


1) Изъ соотношеня (5) мы выводимъ: 


м Ех, —х. — хх, — ар? — 4а, -- 4\,; 
такимъ же образомъ найдемъ: 


хм ж- м, — м. == Ма, — 4а, -- 4у, 


ху —х, 5 == Мале дв, ЗЕ 45 


1 
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чимся только четными перестановками, то получимъ только три значеня 
и, И, Из. Симметрическя функци этихъ трехь значенй: 


- В = ш ны, - и, 
В, = ши» Е наиз - иъиь, 
— В. = нано 

не измБняются при перестановкахь знакоперемфнной группы и поэтому 
выражаются ращонально черезъь коэффищенты и квадратный корень УЛ. 
Такимь образомъ мы придемъ къ кубическимъ резольвентамь другого ро- 
Да. ПростЬйшая функщя этого рода будетъ: 

и — (9 — Х») (Ж— ду), 

Из = (А — дв) (Ха — №), 

Из — (м — ^») (м — %»). 


Складывая и перемножая, получимъ: 


шью Ни =0 
не, 


т.е. В, =Ои В, = УО. Н®сколько труднЪе составить В.. Выполняя 
умноженя, мы получимъ: 


— (ши ища) = Хх, -- Уж, | бх,хжх, = 
= ($ ^1^5) — 3 Уж? хьх,, 
а а. 
а потому 


В 


при чемъ .4 имфеть то же значеше, какъ и въ п. 7. Мы получили куби- 
ческую резольвенту: 


НУЮ 0. (5) 


Если сюда присоединимъ еще соотношене 
да Е м Е аз Ех, = - а, 


то мы легко найдемъ всф корни х,, х„, х., х.. Именно, складывая эти уравненЯя, 
мы получимъ: 


Ах, — Ра’? -4а, — 4, + Иа? — 4а, 4у, Е Уч? — 4а, +- 4у, —а, 


Какъ указановътекстЪ, произведене трехърадикаловъ равно — а.3- 4а,а, 8а.’ 
Если поэтому выбраны знаки двухъ радикаловъ, то знакъ третьяго этимъ опредЪ- 
ляется. Комбинируя четырьмя возможными способами знаки двухъ радикаловъ, мы 
изъ того же выраженя получимъ всБ четыре кория- 
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Зная и:, и», Из, мы можемъ найти 1/1, И», Из) такъ какъ 


а — Иа хи: Е ож -- хз м. — 2х, — 2х, = 
— а, — 311. 


Какъ и выше, извлекая квадратные корни, мы по корнямъ и найдемъ 
корни х. 


$ 90. Система двухъ уравненй второй степени съ двумя неиз- 
въетными. 


1. Къ уравненю четвертой степени приводится, въ частности, задача 
объ опредфлеши двухъ неизвЪфстныхъ изъ двухъ уравненй второй степе- 


ни. Общее уравнене второй степени съ двумя неизвфстными имФеть 
вИДЪ: 


ДК, ) = ам Ир + с 2ау- 2х 2еху=о0. (1) 


Если одному изъ этихъ двухъ неизвфстныхъ, скажемь х, будемъ 
придавать произвольныя значеня, то другое получитъ каждый разъ два 
значе я, которыя находимъ, рфшая квадратное уравнеше: 


Бу 29 (сх а) ам 2х с =0. 


Если [ не нуль, то корни этого уравненЯ суть: 


бу = —(@х + а) + Усх- аа» Е 25 х-ро, 


или 

Ру = (ха) = УД 2Вх | С, 
гдЪ А, Ви С сокращенно обозначаютъ: 

А=с?*— ар, В=ае—М С=а?—®. 


Выражеше, стоящее полдъ знакомъ раликала, можеть иногда быть 
полнымъ квадратомъ линейной функщи ах -- В. Въ этомь случа функшя 
второй степени {(х, 1/) разлагается на дв$ линейныя функщи: 


у-нсех-а- (ах РВ. 
Послфднее иметь мЪсто, если 
1 — Л. овен 5 
т. е. если 


АС— В* = 0, 
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откуда 


ен В ВИС 


Итакъ, услове, необходимое и достаточное для того, чтобы функшя 
второй степени Е ]) разлагалась па два линейныхъ множителя, 
выражается равенствомъ: 


(с? — а6) (а?- в — (ве — В) =0. 


Если развернуть это выражене и отбросить множителя р, то полу- 
чится: 


ас — аа” -- 5"? — сс? 2а’Бс' 0, (2) 


или въ формЪ опред$лителя (5 40): 


И". | 
С, фа’ | =0. (3) 
18 в | 


Выражене, составляющее лфвую часть этого равенства, называется 
опред$лителемъ функщи Ах, И). 

2. Мы предполагали р отличнымъ отъ нуля. Если ВБ =0, то разрЪ- 
шая уравнеше (1) относительно у вмфсто х, придемъ къ тому же ре- 
зультату 8). Если коэффишенты 4 и В оба равны нулю, то с’не можеть 
равняться нулю, если только [(х, /) не линейная функщя. Если при 
этомъ функшя 


Саи 2х 2сху 


разлагается на два линейныхъ множителя, то она должна имфть видъ: 
20(х-т) (ум), 
откуда 
О. а, ес; 
а такъ какь с’ не нуль, то 
2а — сс’ =0. 


Кь этому сводится равенство (2), если въ немъ положить 4 = р). 


") Если р — 0, то уравнене (1) будеть первой стелени относительно у; вм$- 
стБ сь тёмъ переходъ кь равенству (2) быль бы въ этомь случаБ неправиленъ, 
такъ какъ множителя В нельзя было бы удалить. Но, какь указано въ текстЪ, мы 
все же можемъ придти къ тому же результату, ршая уравнеме относительно х. 
Однако, въ этомъ случаЪ придется опустить множителя а. Поэтому нужно еще раз- 
смотрЪть отдфльно тотъ случай, когда и а==0. Это авторъ и дБлаеть въ текстЪ. 
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Если, наконецъ, 4, Би с’ равны нулю, то равенство (2) обращается 
въ тождество. 

Сл$довательно, равенство (2) выражаетъь услов!е, необхо- 
димое и достаточное для того, чтобы функщя ((х, у) либо бы- 
ла линейной, либо разлагалась на два линейныхъ множителя. 

3. Положимъ теперь, что значешя двухъ неизвфстныхь хи у лол- 
жны быть опредфлены изъ двухъ уравневй второй степени: 


Дак, у) == ам реа у- 2х + 2елу— 0, 
ФС, у) — ал? -- ву? + у- 2 у + 28 х-- 2х = 0. 


Въ частномъ случаф, если 06$ функщши ри ф разлагаются на ли- 


рехъ паръ линейныхъ уравнен!й: 


И Л=0, ф=0, 
2) Лл=0, ф, = 0, 
3) Ь=0, ф! = 0, 
3) 0, ф» = 0. 


Общий случай приводится къ этому частному случаю; приходится 
только разрфшить предварительно нфкоторое уравнеше третьей степени. 
Чтобы это показать, составимъ функщю 


ВУ ^ф, 
ЕДЪ А означаеть произвольный коэффищентъ. Функшя второй степени Ё 
обращается въ нуль для всфхъ тфхъ паръ значешй хи и, для которыхъ 
одновременно обращаются въ нуль функши / и ф. 
Полагая детерминантъ (3) функши Ё равнымъ нулю, мы получимъ 
кубическое уравнене относительно Л. 


а Ла, А. ав | 
еАу, ВВ, а-НАа |0. (3) 
ив, ал, са 

СлФдовательно, троякимъ образомъ можно А опредЪфлить такъ, чтобы 


функшя Ё разлагалась на линейныхъ множителей. Если А, и А, суть два 
различныхъ корня этого кубическаго уравненя, то обЪ функщи 


В =У-*,ф, В ==[-- №ф 


разлагаются на линейныхъ множителей 9). 


*) Мы найдемъ, слфдовательно, системы значенй хи у, которыя обращаюгь 
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Этимъ путемъ мы сразу приходимъ къ кубической резольвентЪ, не 
прибЪгая къ вычисленю коэффищентовь уравнешя четвертой степени, 
которое получается исключешемъ у или х изъ системы /—Оиф-— 0. 

4. Уравнене четвертой степени можно самыми разнообразными спо- 
собами замфнить двумя квадратными уравненями съ двумя неизвфстными. 
Эта замБна даеть возможность рфшить уравнеше четвертой степени из- 
ложеннымт сейчасъ методомъ. Наиболфе простой путь слЪдуюший. 

Пусть дано уравнене четвертой степени: 


жа а, ах фа, — 0. (5) 
Положимъ 
ху—1—0 1); (6) 
помножая уравнене (5) на у?, получимъ: 
жа ха, ази-{ ау? == 0. (7) 


Кубическая резольвента относительно А !)} имЪеть видъ: 


1 1 
1, 5 > @1 
5 1 
5 А, Ч, > 3 —=0 
1 1 ул 
Я, > @з› а» — 


или вь развернутомъ видЪ: 
Е И 


это уравнене совпалаеть съ резольвентой, найденной вь 5 89,6 

5. Чтобы сообщить наглядность полученнымъ результатамь, по- 
смотримъ, какое значеше они имфютъ въ аналитической геометрии. Если 
х и у суть прямоугольныя координаты, то уравнене второй степени 
(х, )-=0 выражаеть коническое сфчеше. Два коническихь сфченя 
Е—0О и Ф—0 пересфкаются въ четырехъ точкахъ. Черезь эти четыре 
точки 1, 2, 3, 4 можно тремя способами провести двф прямыя, а имен- 
но: 12, 34; 13, 24; 14, 23; зная уравненя этихъ паръ линй, мы опре- 
дфлили бы четыре точки пересфченя 1, 2, 3, 4 изъ линейныхь урав- 
нений. 

Каждое коническое сфчеше, выражаемое уравнешемъ вила Е Лф—0, 
проходить черезъ точки пересфченя обоихъ коническихь сфченй #—=0 


въ нуль функщи РЁ, и Ё,; т же значешя обращають въ нуль / и 9—и обратно. 
10) Т. е. присоединимъ къ уравнению (5) еще уравнеше (6). ЗатЬмъ уравне- 
не (5) замбняется уравнешемь (7) и мы получаемь два уравневя (6) и (7) второй 
степени. 
11) Для уравненй (6) и (0. 
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и ф- 0. Если Х можеть принимать различныя произвольныя значенйЯ, 
то совокупность всфхъ коническихь сфченй, выражаемыхъ уравненемъ 
/-Н Лф =0, называется пучкомъ коническихъ сфченй. Въ каждомъ такомъ 
пучкЪ содержагся три особыхъ коническихь сфченя, которыя сосгоять каж- 
дое изъ лвухъ пересфкающихся прямыхъ линй; соотвЪгствуюция значеня А 
получаются, какъ корни кубическаго уравнены (4). Подробнфе этотъь 
вопросъ разсматривается въ главЪ, посвященной аналитической геомет- 
ри. 


ТЛАВА ХУИ. 


Приближенное вычислеше корней численныхъ 
уравненшй. 


$ 91. Декартово правило знаковъ. 


1. Вопросъ объ алгебраическомь рЪшен1и уравнейй имфеть очень 
мало значеня для практическихь вычисленй. Для этой, цЪли нужно толь- 
ко умБть по даннымъ численнымъ коэффишентамъ уравненмя вычислить его 
корни съ опредЬченнымъ числомъ десятичныхъ знаковъ; иначе говоря, нуж- 
но найти два ращональныхъ числа, разность которыхъ не превышаетъ н®ко- 
торой данной величины и между которыми лежить опредЪляемый корень. 
Эта залача всегда разрЫшима; мало того, для этого существують таве 
простые и практичесюе способы, что нерЪдко предпочитаютъ пользовать- 
ся ими для уравнен третьей и четвертой степени, чфмь вычислять ал- 
гебраическое выражен!е корня, наприм$ръ, по формулЪ Кардлана. 

2. Если коэффищентами даннаго уравневя служатъ рашональныя чи- 
сла, то прежде всего, по способу, указанному въ 5 63,1, нужно посмо- 
трЪть, не имБеть ли оно рашональныхъ корней; если а есть такой корень, 
то, раздЪляя /(\) на х — @, получаемъ уже уравнене низшей степени. Что- 
бы возможно болфе упростить вычислене корней, слБлуетъ предварительно 
на всяюй случай попробовать разложить функщю 63) на множителей 
низшихъ степеней (5 63). 

3. Если @ и В суть два такихъ числа, что /(%) и /(В) имЪють раз- 
личные знаки, то между хи В навфрное заключается по крайней мЪрЪ 
одинъ корень; въ самомъ дфлЪ, если х проходить черезъь вс значеня 
оть @ до В, то [(х) переходить оть отрицательныхъ значенй къ положи- 
тельнымъ; при этомъ функшя }{(х) должна ($ 66, 5.) пройти также черезъ 
значеше нуль. Можеть случиться, что {(х) пройдеть черезъ нуль три 
раза, пять и вообще нечетное число разъ; въ этомъ случа между хи В 
будуть находиться три, пять и т. д. корней 1). 


т) Изъ разсужденйй автора вытекаетъ только, что функщя /(х) должна обра- 


348 $ 91 


При этомъ нужно имфть въ виду, что тЬ значешя х, при которыхъ 
ЕС) обращается въ нуль, не мфняя своего знака, нужно считать два 
или вообще четное число разъ 21. | 

4. Прежде всего, однако, возникаеть вопросъ, сколько вообще кор- | 
ней 3) имБетъ ланное уравнеше и. въ частности, сколько оно имБетъ по- 
ложительныхъ и отрицательныхъ корней. Прежде чфмъ этоть вопросъь 
былъ окончательно и внолнф рфшенъ теоремой Штурма; *) быль устано- | 
влено нЪсколько предложенй, не лававшихъ, правда, обшаго и вполнЪ ^ 
точнаго отвЪта на этоть вопросъ, но все же очень полезныхъ, благодаря 
своей простотБ. НаиболБе простымъ и наиболфе извфстнымь изъ этихъ 
прелложенй является Декартово правило знаковъ. Вь формулировкЪ 
и доказательствЪ этого предложеня мы будемъ слфдовать Гауссу **). 

5. Пусть \ булеть полиномъ 71-0й степени, въ которомъ коэффи- 
щенть при х” равенъ 1, а свободный членъ не равенъ нулю, такь что 0 
не принадлежитъь къ числу корней этого полинома. Если мы расположимъ | 
полиномъ Х’ по убыющимь степенямъ перемфннаго х, то онь будеть | 
< | 
щаться въ нуль между а и В, если /(&) и /(@) имЪфють противоположные знаки. | 
Но допустимъ, что между х и В функщя уничтожается только при х ==. Можемъ 
ли мы утверждать, что ^/ есть корень нечетной кратности? Можемъ ли мы утвер- 
ждать. что между хи 8 есть нечетное число корней, если каждый корень считать 
по степени его кратности? Это изъ разсуждешй автора не вытекаетъ, хотя доказы- 
вается очень просто. 

Пусть а, а.,...а, будуть корни функщи /(х'. Тогда р. 


Е(х) =а(х- а,) (х -а,)...(х—а,) 
Е 
Ев) б—а./ 3 —а, В. 

Е (&) 
гр 

а потому въ правой части предыдущаго равенства должно быть нечетное число 

отрицательныхъь множителей вида 


Если Р(о) и Е(8) имЪъють различные знаки. то есть отрицательная дробь 


В-—“, 

Но такая дробь имфеть отрицательное значеше только въ томъ случаЪ, ес- ь 
ли а; содержится между а и В. СлБловательно, между а и В заключается нечетное 
число корней а,. 

*) Точнфе говоря, если функшя ЕС) проходить черезъ корень 7, не мЪняя 4 
при этомъ знака, то `{ есть корень четной кратности. Эго доказывается точно такъ 
же, какъ предыдущее предложеше въ примфчани ®). 

*) Конечно, вещественныхъ. 

*) 1. Е. К. Зшит (род. 1808 въ ЖеневЪ, ум. 1855 въ ПарижЪ) даль эту теоре- 
му въ работЪ, озаглавленной: „Мётойе зиг 1а геёзош#Нон @ез баиабопз питёпаиез“ 
1885. Сочинене это было налисано на соискаше поеми и премировано Парижской 
Академей. 

**) Указаше на это предложеше имфется уже у Кардана; ясно же и опре- 
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начинаться съ коэффишента {- 1. Вопросъ сводится къ тому, сколько 
разъ происходитъ перемфна знака при коэффищентахъ, когда 
мы переходимъ огь перваго члена къ послфднему; недостаюнше степени 
при этомъ не проставляются съ коэффищентами 0, а просто опускаются. 


Положимъ теперь, что въ нашемъ полиномф первый отрицательный 
членъ есть — № х”, которому предшествуеть члень № ^^’; пусть, далфе, 
Рх? будеть ближайший за нимъ положительный членъ, которому прел- 
шествуегь отрицательный членьъ -[Р”х?’, и т. д. Наконець, пусть + $л* 
будеть членъ, при которомъ въ послфднй разъ происходить перемфна 
знака и которому, такимъ образомь, прелшествуеть члень -р 5х”. 
Знакь Е сохраняется уже, слБдовательно, до конца, т. е. вплоть до не. 
зависимаго члена -Е- 7“. 

Сообразио этому мы представимъ полиномъ Х въ видЪ: 


Хе. № 


— Мм" —.,..— Ри 

ао ава (1) 
В ЧЕ 

т. - О - 5 


Первая строка солержитъ положительные члены, вторая—отрицатель- 
ные, третья опять положительные и т. д.; такимь образомъ, число строкъ 
на 1 больше, нежели число перемфнъ знака при коэффищентахъ 
полинома \, каковое число мы обозначимъ черезъ 5. 

6. Исхоля оть выражешя (1), мы составимъ теперь произведеше 


Х, =Х@— о), (2) 
гдЪ @ представляеть собой произвольное положительное число; мы полу: 
чимтъ выражене (т -- 1)-ой степени: 
Хо =миН р... 
А! 
РА .. 
И? (3) 


дфленно оно формулировано впервые въ „ГеометрАи“ Декарта (1637). Лжонъ Вал- 
лись (Тоби \аШ$) въ своемъ „Ттеанзе оЁ Атшюефга“ (1685) принисываеть” открыме 
этого предложешя ОФомЪ Гарр!оту (ТВотаз НашоЁ жиль въ ОксфорлЬ 1560 1621); 
Канторъ полагаеть, однако, что это неправильно („ОезсШее ег МавешавкК,“ 
Ва. Ш. 5. 4). ТЬмъ не менфе это предложене и теперь еще часто называють тео- 
ремой Гаррюта. Ср. Оаиз$, „Веууе!$ етшез а1оеБтаззенеп Г.еРгза сз,“ \Мегке, Ва. Ш, 
5. 67. 
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Если п’ больше, чфмъ п -- 1, то въ этомь выражеши №, = №; ес- 
ли же и’ =и--1, то №, = М4 аМ№; поэтому № во всякомъ слу- 
чаЪ представляетъ собой положительное число. 

Какъ измфняются знаки въ каждой изъ строкъ (3), указать нельзя. 
Но во всякомъ случа при перехолЪ оть х”+1 кь — М, ^”+! знакь мБ- 
няется одинъ или нфсколько разъ и при томь непремфино нечетное 
число разъ *%). 

То же самое относится также къ переходу оть — №, "М къ 
-НР:лРН и т. д. и, наконець, къ переходу оть + 5, "М кь ЕТ. 

Такимъ образомъ, число перемЪънъ 2: въ полиномЪ А, превы- 
шаетъ число перемфнъ 0 въ полиномЪ \ по крайней м5рЪ на 


единицу и во всякомъ случаЪ на нечетное число 5); слфдовательно, 


ан = Е 1-», 
гдф © есть четное не отрицательное число (т. е. 220). 

7. Если функшя Х не иметь положительныхь корней, то въ ряду 
ея коэффищентовъ либо вовсе нфтъ перемБнъ, либо таковыхь имЪфется 
четное число. Въ самомъ дфлЪ, при нечетномъ числ перемфнъ послЪд- 
НЙ членъ -Е Т`имфетъ отрицательное значеше, а потому функшя при 
Хх = 0 иметь отрицательное значене; между тфмъ, при достаточно боль- 
шихъ значеняхъ х, функшя имфетъ значешя того же знака, что и АИ 
т. е. положительное. Слфдовательно, при такихъ условяхъ функшя 
имфла бы по крайней мфрф одинъ положительный корень. 

8. Выдфлимъ теперь всф положительные корни функши им пусть 
это булеть а, , /... Тогда 


юЮ=хи-ч—Эи-9..., 


гдЪ х есть цфлая функшя, имъющая только отрицательные или мнимые 
корни; если функшя {(х) имЪеть исключительно положительные корни, то 
Х сводится къ 1. 

Согласно тому, что было изложено въ п. 6-омъ, введеше каждаго 
изъ множителей х— а, х— В, х—... прибавляетъ къ числу перем$нъ, 
имфющихся въ функщи \, еще одну или во всякомъ случаЪ нечетное 
число ихъ. Принимая же во внимане, что въ полиномЪ Х, какъ показано 
въ пунктЪ 7, имфется четное число перемфнъ, мы приходимь къ слфлую- 
щему выводу: 

Число положительныхъ корней цфлой функщи ©) либо 


*) Ибо послЪ четнаго числа перем6нь мы возвратились бы къ тому же зна- 
ку --, ане кь обратному. 

*) Нужно принять во внимане, что число строкь (3) на 1 больше числа 
строкъ (2). 
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ровно числу перемЪнъ въ ряду ея коэффищентовъ, либо меньше 
послЪдняго на четное число. 

9. Каждому отрипательному корню функщи и отвфчаеть поло- 
жительный корень функщи С х); сообразно этому мы можемъ допол- 
нить это предложене слБдующимъ образомъ: 

Число отринательныхъ корней функщи {(х) либо равняет- 
ся числу перемфнъ въ ряду коэффищшентовъ функщи Сы ли- 
бо меньше его нечетнымъ числомъ. 

10. Мы прим$нимь правило Декарта къ изслфдованио уравненй 
4-ой степени. Пусть 


о) = м Нам Е фх-Ес 
Е 
Коэффишенты а, Ви с мы считаемъ отличными отъ нуля. Въ та- 


комъ случаЪ относительно знаковъ при коэффишентахь функшй 10) и 
[С-^) возможны 8 различиыхъ комбинашй: 


и) |= | Пе) | 
р ЕЕ + |2 
А ты 
3) + рые Е. РЕ 1% 
Е — + |2 А 4 


Э++ + 
+ + — — 1 
++ - о 
= = = 1. 

Въ колоннахъ, помфченныхъ буквою 1, указано число перемЁнъ 
соотвфтствующаго ряда. 


Если мы присоединимъ къ этому результатъ, полученный въ 5 88, 
что уравнене при отрицательномъ дискриминантЪ имфеть два веществен- 


[о 
= 


— 


| 
+++ ++++ 


ныхъ и два мнимыхъ корня, а при положительномъ дискриминант$ имфетъ 
либо 4 веществениыхъ, либо 4 мнимыхъ корня, то правило Декарта ‘при- 
водить въ указанныхъ 8 случаяхъ къ слъдующимъ выводамъ: 
1) )>> 0; 4 мнимыхъ корня. 
< 0; 2 мнимыхъ и 2 вещественныхъ отрицательныхъ корня. 
2) )>0: 4 мнимыхъ корня. 


) < 0; 2 мнимыхь и 2 вещественныхъ положительныхъ корня. 
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Въ случаяхъ 3) и 4) знаки дискриминанта и коэффищентовь еше 
не разрЪшаютъ вопроса; въ этомь случа какъ число положительныхъ, 
такъ и число отрицательныхъ корней можетъ быть равно либо 2, либо 0. 

Въ случаяхъ 5) и 6) мы имЪемъ 1 положительный и 1 отрицатель- 
ный корень; дискриминантъь необходимо долженъ имфть въ этихъ случа- 
яхъ отрицательное значене, какъ это, впрочемъ, вытекаеть и непосред- 
ствено изъ выраженя, приведеннаго въ 5 88,2. 

Въ случа 7) мы имфемъ 1 отрицательный корень и либо 1, либо 3 
положительныхъ, смотря по тому, иметь ли дискриминантъ положитель- 
ное или отрицательное значеше. Наконецъ, въ случаЪ 8) мы имфемь 1 
положительный корень и либо | либо 3 отрицательныхъ. 


$ 92. Теорема Штурма. 


1. Научнымь основамемъ всякаго метода приближеннаго рфше- 
ня  алгебраическихь уравненй служить теорема Штурма. Эта тео- 
рема лаеть возможность точно указать, сколько корней данной 
функщи 1х) й-той степени заключается между двумя данными пре- 
дЪлами. Эта теорема, основная мысль которой очень проста, вытекаетъ 
изъ непрерывности ифлой функщи; такая функшя при непрерывномъ из- 
м5нени перемЪннаго х не можетъ перейти отъ положительныхъ значенй 
къ отрицательнымъ, не проходя при этомъ черезъ нуль. 

2. Если х, есть корень функши /(х), то /[(х) дфлится на х—х,. 
Если положимъ 


Лео = (х— м) РО, (1) 
а черезъ /(х) обозначимъ производную функши, /(х), то по $ 61, 4 
Ес) Е: 


Предположимъ, что /(х) и Д(х) не имютъь общихъ корней или 
что функшя /(х) заранфе освобождена оть общихь множителей съ функ- 
щей /,(х). Тогда (х,), а слфдовательно, и [(х,), отлично отъ нуля и 
можеть имбть либо положительное, либо отрицательное значеше. ВмЪстЪ 
съ тьмъ функшя ЕО) не мЪБняегь знака, по крайней мфрЪ пока х доста- 
точно близко къ х/- 

Изъ равенства (1) слфдуеть: 

Если |. (х:) иметь положительное значеше и х проходить черезъ 
значене л,, возрастая, то /(х) прохолитъ черезъ нуль, также возрастая, 
т. е. переходить отъ отрицательныхъ значенйй къ положитель- 
нымЪъ. 

Если /\(х.) имЪетъ отрицательное значеше, то АСР) переходить отъ 
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положительныхь значений кь отрицательнымь. 

Тоть и другой случай можио соелинить вь олио прелложеше: 

Если х, возрастая, переходитъ черезъ корень \, функши 
[(^), то фуипкши 

10), (м) 

переходятъ отъ различныхъ знаковь къ одинаковымъ °). 

3. Произведемь теперь рядъ дфленй, какъ это дфлаегся при пахож- 
лени общаго паибольшаго лЪлителя двухь фупкшй [(^} и дс (< 62). 
Разиица будетъ заключаться только въ обозначешяхь, а именно: каждый 


остатокь булемъ соотвфтственно обозначать черезь — /., — /з.... 3). 
Пусть (9). О, 0О,, ‚ будуть частныя; гогла: 


г=0— 
ть (2) 


ыы . в НИ Я и . 


Степени функшй /. /, /›... постоянно понижаюлся. Мы пролол- 
жимъ наигь алгориемь ло тфхъ порь, пока не получимъ функиио /„, уже 


не зависящую отъ х. Такъ какъ по предложению и и И ие имфють 0об- 
шихъ множителей, то р есть постоянная, отличная оть нуля. Изъ этого 


предположешя вытекаеть также, что въ ряду функщй Штурма 
о в. (3) 


лва рядломъ стоящихъ члена . г ни при какомъ значеши х олновре- 
9 "|1 


менно пе могугь обратиться въ нуль. ДЪйствительно, для такого значеня 
х должны были бы обратиться въ пуль одновременно функши / и Г что 
противно услозно 4). 

4. Взявъ значеня членовъ ряда (3) для какого нибудь значешя пе- 


?) Это значитъ: вблизи х, функщи /(<) и ЛС) имБють сначала раз- 
личные знаки. а потомъ одинаковые. Или еше иначе: функшя /() имЪетъ 
вблизи корня х, до уничтожен тотъ же знакъ. что и ея производная. а послЪ 
уничтожешя противоположный знакъ. 

3) Иначе говоря, раздфливъ /(х) на /их), мы получимъ нБкоторый оста- 
токъ; при этомъ остаткЪ мы перемфнимъ знакъ на обратный и функшю, получен- 
ную послЪ перемфны знака, обозначимъ черезь //х). Точно такъ же раздфлимъ 
#@) па /.(\) и прн остаткЪ перемфнимъ знакъ: полученную такимь образомъ 
фупкшю обозначимъ черезъ /.(®). 

“) Если, папримЪръ, /,(х,) и /.(,) равиы пулю, то третье равенство вь ряду 
(2) обнаружнваетъ, что и АС.) =0, а два предылупшихъ равенства обнаруживают, 
что /(х,) —Пи Дх,) =0. 


Гоборъ, Эпциклоп. элемент. алгобры. 


33 
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ремБинаго А, мы получимъ рядь чисель; въ этомь рялу мы будемъ пазы- 
вать перемфной знака, если два рядомъ стоящихь члена /, и я им 
ють различные знаки, и постоянствомъ знаковъь, если два рядомъ стоя- 
щихь члена имютъ одинаковые знаки. 

Для каждаго такого значеня х, для котораго пи одна изъ функшй 
(3) не обращается въ нуль, мы получимъ опредБленное число перемфиъ. 
Сообразно этому теорема Штурма выражается такъ: 

Если ди в суть два значеп1я х и ЖИ то число корней 
фуикщи /(^), содержащихся между @ ни 3, равно числу перемфиь 
въ ряду Штурма (3), которыя теряются при переход отъ х = я 
К°). 

5. Доказательство этой теоремы очень просто. Потеря перемЫть 
или появлеше новыхъ перемфнъ въ рялу Штурма можеть имфть мЪето 
только въ томъ случа, если одна изъ фуикшй проходить черезь нуль. 
Но если Оху<и, и во) — 0, то вь вилу соотношенй (2) 


[има Аа, и = ги м при х= ^, и вблизн этого зиаче- 


ны имыогь противные знаки. Въ рялу трехъ послфдовательныхь функшй 


©, лм, лы 


какъ до, такъ и иослЪ перехола черезь л, будеть одна перемЪна и, сл\- 
довательно, при нерехолЪ черезъ нуль функши У. не произойдеть ии 
потери перемБнь, пи появленя повыхъ перемфиъ. 

Такъ какъ о. вообще не равно нулю, то измбиеше въ числЪ пе- 


рембнъ можеть произойти только въ томь случаф, если х проходить че- 
резъ корень фупкщи и). Вз, п. 2 мы уже показали, что въ послЬд- 
немъ случаБ всяюй разъ происходить потеря одной перемфны. Теорема 
доказана. 

6. Вычисленя, которыя необходимо слдБлать, ипримфияя теорему 
Штурма. часто можно упростить, руководствуясь слБдующими замфчанмямн. 


При составлеши постВловательныхь фуикшй /, /, ].... можно от- 
брасывать положительныхъ численныхь множителей, такъ какь это не вл- 


°) Выяснимь ифсколько полробибе содержаше этой теоремы. Составимъ 
ряды 


75), 139, 15, - . - Л„(а) 
КО, Ле)... Л®). 


Если х < в, то число перемфиъ въ первомь рялу ни въ какомь случа не 
можегь быть меньше, нежели во второмъ. Если въ обоихъ рядахъ одинаковое чи- 
сло перемБнъ, то функщя /(*) ие имфеть корией въ нитервалБ межлу хи В. Ес- 
лн же число перемфиъ вь первомь ряду превышаеть чнело перемфиь во второмь 
рялу, т е. если при переход отъ х кь В теряется иБкоторое число перемиь, 


В 
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еть па знаки, и всЪ наши разсужденя останутся въ силЪ. 
Если при дфлени мы придемъ къ функши 8 относительно когорой 


мы знаемъ, что она, не будучи постоянной, все таки не мфняетъ знака прн пе- 
реходБ х оть & до В, то мы можемъ не продолжать вычисленй, такъ какь 
мы опирались только на то свойство функши м что она не м6няеть 


знака вь изсл5дуемомъ интервалЪ. 
7. Примфрь 1. Составимь рядъ Штурма для функши 


(м) — 3 —бх 2. 


Отбрасывая положительныхъ численныхъ множителей. мы получимъ: 
И 
с —=2^— 1, 
= |: 

знаки булуть слфдуюние: 


х=-— 3 —2, в 0 1 2. 


Пе Е 
ж—2: | - к вв 
2=—: — Е 

п Е 


Лля х- — 3 имБемъ три перемфиы, а лля х — +- З— ни одной; слфло- 
вательно, между этими предЪлами заключены всЪ три корня. . 

Олна перемфна теряется межлу —3 и — 2; слЬдовательно, одинъ 
изъ корней заключается межлу этимн предЪлами. 

Вторая перемфна теряется между 0 и 1, а третья между 2 и 3; вь 
каждомъ изъ этихъ. интерваловъ содержится по одному корню. 

8. ПримЪрь ИП. 


"545 
д в ть 
‚ 10 5 
Е ть 

3 
ЕЯ Е —7 
ЕЕ 


Для х =0 имЪемъ знаки: 
+ -+, 


то число корней функши /(х), содержаншхся между м и В, равно числу нотерян- 
ныхь перемфиъ. 


Зе 
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г. е три перем$ны, а для х— 1 


о а 


слБловательно, всБь кории содержатся между Он 1. 

12. Для практическихь цБлей можно не примфиять теоремы Штурма, 
если можно убБлиться другимь путемъ въ томь, что между лвумя дан- 
ными предфлами заключается только олинъ корень. Такь, наприм$ръ, 
это имфеть мфсго, если извБстио число всбхъ вещественныхь корней и 
нмБется такое же число интерваловъ, въ каждомь изъ которыхь навфрно 
солержится по крайней мБрф одинпъ корень. 


& 93. Ведша Ра. 


1. Ладимъ функши /(х) геометрическое значеше и слфлаемъ такимъ 
образомъ нагляднымъ расположен ея корней. 


Для этого условимся изображать значен я х отрфзками на прямой 
лини, взявши произвольное начало и единицу длины, значеня у =) 
будемъ полобиымъ же образомъ отклалывать на периеиликулярЪ, возста- 
вленномь въ конечной гочкЪ огрЪзка х. Влиница длины вь которой выража- 
ется у, совершенно произвольна и, еслн угодно, можеть быгь отлична отъ 
единицы, взятой для х. Положитель- у 
ныя значення у будемъ отклалывать 
вверхъ, а отрицательныя внизъ. Зна- 
ченя х будуть служить абсцисса- 
ми, а у_-ординатами точекъ кри- 
вой, которую получимъ, соединяя ко- 


нечныя точки орлинать между со- . а, 5 
бой. Корнями уравненя /(х)- 0 2 

булутъ абсциссы тЪхь точекъ, въ 

которыхъ у = 0, т. е. точекъ пе- Фиг. 15 


ресфченя кривой сь осыо абсциссъ. 

Пусть, напримръ, /(х) = ^? {- ах - 6; наша кривая булеть пара- 
болой сь вершиной, обращенной виизъ (фиг. 15); вы) имбегь лва не- 
щественныхъ кория, если вершина лежитъь ниже лиши абциссь. два мии- 
мыхъ, если она расположена выше ся. 

Разобранный выше примБръ 


у— ^8 — бу --2 
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воспроизводить приблизительно фиг. 16. 


Фиг. 16. 


2. Если межлу двумя числами © и 3 (х< В) содержится одинь 
корень функши /(х), то /(х) и (3) должны быть различны по знакамъ; 
пусть /(х) —= —а имБетъ отрицательное значене, а (3) 6 положитель- 


ное. Эти числа х и 8 можно считать первыми приближенными зиачешями 


содержащагося между ними корня; каждому изъ этихь значенй отвфчаеть 
опредфленная погрфшность. 


Если, напримЪръ. х и [ суть два послБловательныхь цфлыхъ чи- 
сла, а корень выражается десятичной дробью, то а есть число, стоящее 


передъ запятой. 


Если Е 


есть погрфшность, соотвЪтсгвующая приближенному значеню 
х. то я &— х есть искомый корень функши; съ другой стороны 
х-=В -(В—х 2) =В —\, т. е. погрЫиность, соотвфтствующая значе- 
ино 8, равна (В —х_-2); если при этомъ & меныие корня. то 8 больше 
его. Для дальнииаго приближены къ корию обык- 
новенно припимаютьъ сначала. что погрЪшность 
значеня © больше погрЪшности В, если }(>х) боль- 
ше отличается оть нуля, чфмъ /(8), и что прибли- 
зительно обЪ погрЪшиости можно считать пронор- 
щюнальными абсолютнымъ величинамъ /(&) и /(В). 
Геометрически это соотвфтствуеть прелположенио, 
что отрфзокь кривой, изображающей ®), между 
гочками /(2} и (3) есть прямолинейный отрЬзокъ 


(фиг. 17). 


Въ этомъ предположен!и: 


Е 
- 
> 
< 


фиг. 17 


ва Е-а: р, 


РЕ = 9 (9 —@ -- а, 
(1) 
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т. е. 
ее хр Ва 
АНА? ар (2) 


Это равенство, конечно, неточно, но оно даеть для \ значеше болье 
близкое къ истниному, чфмь би 6. 


Если В 9 — 1, то 
РЕ (3) 


это выражене даеть олинъ или, смотря по обстоятельствамь, нЪфсколько 
точныхь десятичиыхь знаковъ послЪ запятой. Приближенное вычислене, 
основанное на формулахь (!) или (2), называется Верша #а151. 

3. Если @ есть приближенное значене корня, вычисленное съ до- 
статочной степеныо точности, то его можно исправить далЪфе еше дру- 
гимь способомъ. Положимь, х=а--@& и, прилагая кь отдфльнымь 
степенямь а правило бинома, расположимь [@а-Н ®) по степе- 


нямь 2: 
[(х Е ©) = то Е ны + ть - т... (4) 
ы 


Число Е нужно опредфлить такъ, чтобы это выражене стало равнымъ 0. 
Спачала можеть показаться, что это нисколько не упрощаетъ задачи, такь 
какъ для & мы получаемъ уравненше той же степени, что и первоначаль- 
ное. Но когда © уже близко къ дЪйствительному значеню корня, то Е 
есть малая дробь, и высп!я степени ея для слфлующаго приближеншя 
можно отбросить, если коэффишенты №15, Шз,... Не очень велики. Для 


погрЬшиости, соотвфтствующей значению х, мы получаемъ: 


м 


а 
< 


(5) 


Иногда лучше припять въ соображеше и слЪлуюций членъ; & опре- 
дЪлится тогда изъ квадратнаго уравнения: 


то Е ный Е т, =? = 0, 
откуда 


т. Ут, — А тот» (6) 
215 


4“ 


Имфя вь виду, что & лолжно быть малой дробью, нужно взять корень 
съ тмь знакомъ, какой имфегь №. 
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Этоть снособъ ланъ Ньютономъ н поэтому называется Ньютоно- 
вымь снособомъ вычислен!йя корней. Тогь же премь иногда примЪ- 
няють также и въ томъ случаф, если нужно прелъ тЬмъ, какъ присту- 
пить кь ближайшему вычислеНю корней, приблизительно опредЪфлить ве- 
личину большихъ корней: для этого изъ всей функщи, расположенной 
по степенямъ х, /(х) — а" Ра ах... , оставляютъ толь- 
ко два первыхь высшихъ члена, такъ что, при грубомь приближени. х 
полагаюгъ равнымъ 4/40. 


4. На пракгикЪ нельзя ограничиваться непремфнно какимъ либо од- 
нимь изъ этихъ способовъ; смотря по обстоятельствамь, примфняютъ то 
готь, то другой. Но рЫшеше задачи всегла сводится къ тому, что дол- 
жины быть найдены двЪ десятичныя дроби ©, &’ съ одинаковымъ числомь 
знаковъ (7), которыя отличаются только на одну единицу послЪфдняго раз- 
ряда и при которыхъ /(&) и /() имЪотъ различные знаки: тогда истин- 
ное значеше корня лежитъ между хи @’ и погрЬшность меныие, нежели 
10 =. Если желательно вычислить лальнфише знаки, то кь @ сь пра- 
вой стороны приписываютъ цифры отъ 0 до 10 и изъ полученныхъ та- 
кимь образомъ чисель вновь ныбираютъь лва послфдовательныхь значеня 
би и 2’, для когорыхь /(2,) и (2) имфють разные знаки. ПримЪияя 
ифлесообразно изложенные способы, можно очень сократить число необ- 
ходимыхЪ для этого испытан. 

При вычислевяхь этого рола очень полезно пользоваться таблица- 
ми степеней или логариемическимн таблицами, если это допускаеть тре- 
буемая точность вычисленй. 


$ 94. Ирин рь- 
1. Для примбра возьмемь уравнеше 5-гой степенн 
Хх?’ 4х— 2—0. 


Вь данномъ случаЪ 


[1—2 = — 26, (= + До) = —2, [(1) =—5, /(2) = 20, 


а слЬдовательно, корень х, находится между 1 и 2, корень х, между 
Ти О. х, мекдлу—2 и —1, остальные два корня мнимые. Вычислимь 
сначала л\. 

Керша 115 5 93,(1) даеть для # значеше 5/27, т. е. около 0,2; 


это значеше мало, такъ какъ даже /(1,5) = (>) — 8 — — 13/32 имЪ- 


Н ЧЕ 
еть еще отрицательное значене: слфдовательно, 2 больше 0,5. 
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Ныюотоновь снособъ даетъ лучиий результать. 
Въ самомь дБлЪ, положимь х = 1 -{- &; тогда: 


©’ — Е 5 Но 1023 10 -- 1 5Е № 
\> 4\ = 5 571 4- 1058 + 10 22 НЕ 5 
Е 


Приближениое значеше & мы булемь находить ие по двумь, а по 


тремь послфднимъ членамъ 56): 
г. 17 
10 {5—5 —0 


аи 201, г. е. около 0,6. 
20 


4% 


ДальнЬйция вычислешя производятся, какь показано въ слЪдующей 
габлицф. понятной безъ объясненй. 


8,074044 | — 0,000020 
8,074048 | - 0,000004 


1.518511 | 0,1814180 0,9070900 ‚ 8,074024 
1,518512 | 0,1814183 0,9070915 8,074052 


х 105 х 510#х о | жи 2 Д(х) 
1,5 0,1760913 0,8804565 7,593754 | 8 — 0,406246 
1,6 0,2041200 1,0206000 10,485906 | 8.4 - 2.085906 
1,51 | 0,1789769 0,8868845 ’7,707015 | 8,04 — 0,232985 
1,52 0,1818436 0,9092180 | 8,113682 | 8,08 || 0,033682 
1,518 01812718 0,3063590 | 8,060444 | 8,072 — 0, 01 1546 
1,519 ] 0,1815578 т 8,087030 | 8,076 ты 0,011030 
1,5185 0,1814148 0, 9070740 8,073726 8,0740 — 0, .000274 
1,5186 0,1814434 0,9072170 | 8,076786 | 8,0744 —- 0,002386 
1,51851 0,1814177 0,9070885 | 8,073996 | 8.074040 0.000034 
1,51852 0. 1 0,9071025 8.074256 8,074080 -- 0,000176 


Итакъ, значене 


95512 


очень близко къ истинному значению корня. 
Это значеше превышаетъ нФсколько истинное значене корня. Об- 


8) Если бы мы ограничились двумя членами, то получили бы никуда негод- 
ное значеше & 5. 
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ращаясь къ таблииь, мы видимь по соотвЪгствующимь значешямъ / (>), 
что корень лежить ближе кь верхнему предвлу, чФмь кь нижиему. 

2. Нужно замбтить, что изь каждой пары чисель два послфднихь 
десятичныхь знака слфлующей пары получаются, на основани Верща Г1а151, 
помощью очень простыхъь вычисленй. Кром того нужпо зам фтитгь, что въ 
нашемь примфрЪ Верша 115! даетъ всегла ниж н!Й предфлъ, что явству- 
егь изъ того, что между Ги 2 кривая у = /(х} обращена выпуклостью 


книзу. 
Такь, по значенымь 1,5 и 1,6 находимь: 


0.406246 
Е == ь 1 ‚с ы ы4 
2.492152 ВН 


Въ началЪ вычислешя достаточно припимать во внимане пебольшое чи- 
сло десятичныхъ знаковт,. Мы вычислили корень съ тою точностью, какую 
позволяютъ семизначныя таблицы логариемовъ. Если желательна большая 
точность, то либо пользуются логариемическими таблицами сь большимь 
числомъ знаковъ, либо вычисляють безъ помощи логариемовъ, что так- 
же приводить кь требуемому результату, но сопряжено съ болфе слож- 
ными вычисленями. Въ послфднемь случаф можно пользоваться сокра- 


щеннымъ умножен!емъ. 
3. Чтобы вычислить отрицательные корни. достаточро положить 


= у и искать положигельные корни уравнешя 


РА. 
Получимь: 

х, = — 0,5084994 

о ЮО: 


4. Наше уравнеше имфеть еще пару сопряженпыхь мнимыхь кор- 
ней. Чтобы иайти ихь приближенпыя значеня., положимъ: 


х-=г(с08 ф - 151). 
По теоремь Муавра наше уравнене представляется въ вилЪ: 
№ —4х— 2 — 13 (с085ф -- 13154) — 41 (созф Ру) — 2, 
что даегь два уравиенм: 
г? с055ф — 4 гс05у' —2 —0, 


5шоо 4 тэ — 0. 
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Второе изъ этихъ уравненйй даеть: 


_ 451 


_ 5бф У: 


г 


и тогда первое можеть быть предсгавлено вь вилф: 


27 (5 ф с0$ 5 ф — с08 фут 5 ф) — зтбур, 
откуда 


$115 ф 


ь —  2ып4ф 


(2) 


Обозначимь уголь, дополнительный къ ф, черезть А. иными словами, 


п : 
положимь ф —= о {; тогла уравнены (1) и .(2)могуть быть прелсгавле- 
ны въ. видЪ: 


4054 60$ 51 


И о 


0554 ' . _ 24 (3) 


х = тэ -- Ггсоз. 


Возвысимь въ 4-ую степень второе изъ равенствь (3) п приравня- 
емь другъ другу оба выраженя, полученныя для г*: 


(с.551)° — 64 с0$ 4 (514 1)4 0. 


Если положимъ {ф-=0, то лЬвая часть равна 1, т. е. иметь поло- 
жительное значеше. Если же 1 = 10°, то с0$ 5 | — т 4], и лфвая 
часть 


($ 40°)4 (т 40° — 64 соз 10°), (4) 


очевидно, имфеть отрицательное значене. СлЪдовательно, корень уравнешя 
(4) лежить между ф = Ои {== 100. 
Вычисляя съ помощью пятизначныхъ логариемовь выраженя 


(с05$ 518, 64 со; (т 4 {4 


для послфдовательно возрастающаго числа градусовь межлу 0% и 10%, 
найлемъ, что перемфна знака происходить между { — 4" и ф — 50°. При- 
мфняя Кедща Га5 находимъ, что {о лежить около 4940’. Взявши 
{ — 4930’, 4540’, снова по ЮерШа №9“ паходимъ значеше, близкое 
кь 49 38°. 


ф> —— 


м 
(=) 
< 
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Теперь обратимся къ вычисленю: 


{= 49 38' ЮР (с0$ 51)° = 0,81745 1 
102 64 со$ 1 (т 41)+ = 0,81368 —1; 
|) — 4039’ 108; (с0$ 51° = 0,81610 — 1 


105 64 с0$ 4 (зт 4 1)4 == 0,81871 — 1 


Разность въ первомь случаф положительна, во второмь случаБ— 
отрицательна; слфдовательно. '/ лежитъ между 4°38’ и 4"39'’. Положимь 
|} — 4°38' 30”: тогда 

10 (с0$ 5 1)° = 0,8167625 — 1 
108; 64с0$ | (т 4 1)! = 0,8166885 — 1. 


Разность равна 0,000074; слЪдовательно, значеше я 47 38' 30” 
даеть хорошее приближене (это значенме меныпе истиннаго). 
Изъ уравненйя (3) получимъ: 


102 7 = 8 с0$ 5 | — 1юв эт 4 + — 1022; 


102 с055' —0,9633525 —1 
юрт 4] = 0,5029838 —1 


107 2 = 0,3010300 
Юйг == 0,1593387 
1075т\ф  — 0,9080762 —2 
109 с05{  —0.9985738 —1 


Тор (эт 4) — 0,0674149 —1 
108 (гс05 4) = 0,1579120. 


Слфдовательно, мнимые корни приблизительно равны: 
х— 0,11679 -+ г 1,4385, 
а ихь модуль 


т —= 1,44424. 


Для испытаня точности результатовь можно воспользоваться гмь 


обстоятельствомъ, что сумма всфхъ корней нашего уравненя должна быть 
равна нулю. Найденныя же нами значеня корней дають: 


м + и + ль = 1.75209 
х, {+ х, = — 1,7520958. 
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$ 95. Разложеше вещеетвеннаго корня въ непрерывную дробь. 


1. Вь $ 78 мы видфБли, что каждое иррашональное число можеть 
быть представлено въ видЪ непрерывной дроби и, въ частности, мы выпол- 
пили это для квадратнаго корня. 

Обратно, имфя достаточное число послфдовательныхь знаменателей. 
мы можемъ получить приближенное значене иррашональнаго числа въ 
видф ращональной дроби. Это приближенное значеше будетъ тфмь бли- 
же къ истинной величинф ирращональнаго числа, чфмь быстрЪе возра- 


стають знаменатели подхолящихь дробей (),, (,, О.,...; поэтому 
выгодно, если между частными знаменателями непрерывной дроби 
91-45 --- скоро появляются довольно болышя числа. 


2. Если иррашональное число задано, какь корень алгебраическаго 
уравненя н-той степени а > то его можно представить въ видЪ 
непрерывной дроби, исходя непосрелственно изъ уравнешя. Этимъ пре- 
момь можно пользоваться, какъ новымь способомь приближеннаго вы- 
числешя вещественныхъ корней уравнения. 

Предположимъ, что найдено цфлое положительное число ‹ такого 
рода, что между у и 9-1 лежитъ одинъ или нЪсколько корией функ- 
щи /(х). Это можно выполнить хотя бы съ помощью теоремы Птурма. 
Положимъ тогда: 


1 х 1 
хе = ты 


ди 


для х, получимъ, въ свою очередь, уравнеше и-той степени: 


ее двд. 


Это уравнене имфетъ столько же вещественныхъь корней, большихь 1, 
сколько Их) имбеть корней между ди у -{ 1. 

Найдемь число ‹), такого рода, что между у: и 9, 1 лежить по 
крайней мфрЬ одинъ корень /, (х,) = 0, и положимь 


1 Я 1 
ЕЕ - МЕ = з 


Мы вновь получимь уравнеше я-той степени для х,: 


я х 1 
х»" |, [Е ь 


и 


) = /г(х») = 0; 


это уравнене опять иметь по крайней мЬрЬ одинъ корень, больший 1. 


-—= 
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Этимъ путемь можно идти дальше и дальше. Если межлу у ид - 1 за- 
ключается нфсколько корней /(.х), то, смотря по обстоятельствамт, можеть 
получиться и нЪсколько значенй для у:. Можеть случиться и такъ. что 
для ‹]», получится нфсколько значешй; однако, всегда настанеть моментъ, 
когла всЪ корни между д и 4-Е 1 булутъ отдблены другъ оть друга 7). 

Значеше х получается въ видЪ непрерывной лроби: 


3. Достигиуть болфе или менфе значительпаго приближешя кь 1с 
тииному зпачешюо кория можно, большею частью, только вычисливш и 
большое число послфловательныхь знаменателей, — составлеше функшй 
/, [1: /»›--- очень утомительно: поэтому изложенный методъ иметь 
больше теоретическй интересь и мало пригодень для практическихт» 
вычисленй. 


Только въ тфхъ исключительныхъ случаяхь, когда вь рялу 4, т >, в 5 


скоро попадается довольпо больное число, получаются лучиие резуль- 
гаты. . 


ИримБромъ такого рола можетъ служить кубическое уравиеше 
0 
НослБловагельныя преобразовашя здфсь даютъ: 


8—9 —2—0. 1-1 

О а — | 
2х3 — 4 —8х—3= 0, — 3 

О 90 92-50. ДЕ 2 
4643 — бл? —32х —9-==0, 0.= 1, 

АЗ — 94 х? — 132 ^— 46 =0, 5—95, 
35615 — 908852 = 19—10 4 2 


7) Если бы функшя /.() имфла, скажемъ, три вещественныхъ корни, боль_ 


т 


нихь 1х, м”, х,””, то мы получили бы три корвя фупкши /(х): 
1 1 1 
У» чт». Ч г - 
т 1 1 


ДальныЫйнесе разложене нужно вести для каждаго изъ этихъ корней порозць. Если 
подстаповка 


1 
м’ —= 9" НР = 
$ 
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Рядь послфдовательныхъ знаменателей 
М Е. Ча) 
даегь приближенныя значеня: 
9 т БО 4425 
ПИ -Ы ОТОИ ОВОТ 


Эти дроби поперемфино то меньше, то больше х. Двь послфлшя 
обрашаются в» слБдуюпия десятичныя дроби: 


1.76929260, 1,76929228; 
ошибка послфдней, нфсколько меньшей истиннаго значеня х, меныше 


0,00000016. 


приведеть къ функши /(^,), имфющей два корня, большихъ 1. скажемъ И 2 
то двумь послфдовательнымъ знаменателямъ (9, 41”) будуть отвфчать два корня 


1 1 
О ее 
й ве. ' 

Ча О 91 + ВА 


Но такъ какъ общее число корней ограничено, то такое расчленене должно ско- 
ро прекратиться. 


ГЛАВА ХУШ. 


ДЪлеше окружности на равныя чаети. 


$ 96. Корни изъ единицы. 


1. Всякое комплексное число. въ зависимости оть молуля и аргу- 
мента, выражается въ видЪ 


Х= Г (с0$ & -Р 15 4). 
Согласно 8 47, 8, 
д" =" (С050 $ 4 ТТН $). (1) 


Эта формула дасть возможность рфшить слфлующую задачу: опре- 
дБлить вс$ числа, и-гая стенепь которыхл» равпа дапному числу С (веще- 
сгвенпому или комилексному), т. е. пайти корни уравненя: 


и — С. 


110 осповной тсорем6 алгебры это уравнеше должио имбть и корней. 
2. Пусть 
С=8(с05ф -- 1515), 
гдЪ с есть положительное число, а $ содержится межлу 0 и 2т. Тогда 


а а лы. 


Возволя оба эти равенства въ квалратьъ и складывая, получимь, что 


р" 


5—9 Такъ какь и г должно быть положительнымъ числомъ, то 
я 
й —= УР › 


прн чемь подъ правой частю разумБемъ елииственное положительное 
значене корня /-той степени изъ 5. 
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3. ОпрелЪливь такимь образомь г, мы получимт для &: 
с05 1 = с05, зти\ = 519 


Эти уравненя не опредфляють ‹ однозначно. Въ самомъ дЬлЪ. со- 
гласно извЪстиой теорем тригонометрм, два угла‚ имбюпце одинаковые 
косинусы п синусы, могутъ отличаться другъ отъ друга на 2ж, повторен- 
ное иблое число разъ. Слфдовательно, 


но 2тш, += 1 ей 

И Н 
глЬ Ш есть нфкоторое цфлое (положительное или отрицательное) число. 
Сь другой стороны, два зиачешя *Х, разпость которыхъ есть число, краг- 
ное Эт, дають олно и то же значеше для д. Если положимь = ан-Е^, 
гл / есть остатокь оть дбленя т на п, то 


ГЕ + а 


Здфсь всевозможныя значеншя цфлаго числа у даютъ олно и то же 
значеше для д. Слфловательно, чтобы получить всЪ огличные другь отъ 
друга корни п-той степени изъ с. достаточно въ формулЪ 


[= (+ от рыи (2 


дагь / послфдовательныя зпаченя: 0, 1, 2,. и— 1. ПослЬлиюю фор- 
мулу, согласно $ 47, 6, можно представить вь вилЪ: 


+2 жа. 


ли 


4. Положимъ для сокращен: 


2е ы Эт 
Е = 58 ов ——, 
п 1 


Е ов 25 рай ыы 


са 


Тогда 5*==1, а слБловательно и =^” = 1. Произведеше двухь сопря- 


женныхтл» мпимыхъ чиселъ: 


о д 2 и 2 |" Ее В 
со те тт — и, И Ры 
1 
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равно 1; слБдовательно мы можемъ положить: 


ы РЕЙ. 2. 
Е = 05 ^^ 75 . 
Н И 


ВмфстЪ съ тЬмь & * — =. Величины 


а че" (2) 


2 


непремф$нно всБ различны между собой. Д\Ъйствительно, если бы въ 
этомъ ряду === =, то, въ силу упомянутаго свойства тригонометриче- 
скихъ функшй, числа 2{/п и 2то/И должны были бы отличаться другъ 


Ё ©” 
оть друга только на число, кратное 2, а сл$довательно разность са. 
й 1 


дожна была бы быть цБлымъ числомъ, что, очевидно, невозможно. 

5. Величины (2} называются корнями Я-той степени изъ 1. 
Ихъ имЪется # различныхъ между собой. 

Они представляютъ собой корни функщи м— 1. 

Вс корни и-той степени изъ даннаго числа с получаются, если 
одинъ изъ нихъ умножать послфдовательно на #-тые корни изъ единицы !). 
За исключешемъ случая с = 0, число различныхъь корней п-той стеиени 
изъ с равно п, т. е. числу различныхъ корней изъ 1. 

6. На окружности, ратусъ которой мы примемъ равнымъ единиц 
длины, углы при центрЪ можно измфрять соотвфтствующими дугами. Че- 
тыремъ прямымъ угламъ соотвфтствуеть вся окружность, а число, ее из- 
мфряющее, есть 2т. Если раздфлить всю окружность на н равныхъ ча- 
стей, то въ точкахь дфленя получимъ углы, соотвЬтствующие правильно- 
му вписанному многоугольнику, а именно и-угольнику. 


7. Расположимъ одну изъ точекь дфлены такъ, чтобы въ ней х = 1, 
у —==0. Тогда всф вершины нашего много- 
угольника `будутъ геометрическими изображе- 
нями #-тыхь корней изъ единицы, Т. е. ком- 
плексныхъ чиселъ (2). Условимся отсчитывать 
дуги и соотв$тствующие имъ углы отъ точ- 
ки 0 (фиг. 18). Точку, соотвфтствующую уг- 
лу 2ж//и, будемъ называть Ё-той вершиной 
многоугольника. Подобно этому, начальная 
точка можетъ быть названа нулевой или 7-той 
вершиной. 


Фиг. 18. 


Обозначимъ сторону нашего правиль- 


=) Это слБдуетъ изъ послЬдней формулы пункта 3-го. Если мы положимъ 


п 2( э Ио ) 
—} 21С0$ — аи — 
& —У? п ая в’ 


Веберъ, Энциквпон. эпемент. вягебры. 24 
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наго -угольника черезъ 5,. Тогда 


98 
$ = 25т—. 
й Г 


Величины 5, можно опредфлить какъ геометрически, такъ и алгебраи- 
` 


чески. Аналитическая геометр!я учитъ, что точки пересфченя?*) двухъ 
окружностей съ данными центрами и радусами, а также и точки 
пересфченя круга и прямой могуть быть выражены алгебраически при 
помощи корней квадратныхъ уравненй. Обратно, квадратные корни изъ 
данныхь чиселъ, если изобразить ихъ отрфзками, можно построить цир- 
кулемъ и линейкой, а слфдовательно привести задачу къ отысканйю точекъ 
пересфченя окружности или окружностей и прямыхъ лин. 

Если $, можно алгебраически опредфлить при помощи ря- 
да квадратныхъ корней, то геометрическое построенйе правиль- 
наго п-угольника можетъ быть выполнено циркулемъ и линей- 
кой. Обратно, если правильный #-угольникъ можно построить 
циркулемъ и линейкой, то алгебраическое опредфлен!е н-тыхъ 
корней изъ единицы приводится къ ряду квадратныхъ урав- 
нен1й. 


8. Положимъ 


о есть хорла, которую получимъ, если начальную вершину многоуголь- 
ника, обозначенную 0, соединимъ не съ смежной верииной, а съ {-той. 
Тогда 5, =5 Если / больше 1 и мень- 
ше 1—1, и не иметь общихъ дЪфлителей съ 


п, то ет есть сторона звфзднаго много- 


п.т—К” 


угольника (см. фиг. 19 для пятиугольника); 
если фр и н имБють общаго множителя, то 
$„ь есть сторона многоугольника съ мень- 
шимъ числомъ сторонъ 3). 

9. Если 5, извфстно, то 5„, найдемъ 
съ помощью извлечешя квадратнаго корня, 
т. е. съ помощью геометрическаго построешя 
(лБлешя угла пополамъ). 


то корнями я-ой степени изъ числа с, какъ показываетъ упомянутая формула, служатъ 


т Е 3 авы 
О ао За М - Зоо 


2, Т. е., коненно. координаты точекъ пересфчентя. 
3) Чтобы опредфлить, сколько сторонъ будеть имфть звфздный (или нногда 


—. 
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НаиболЪфе простое рышене этой задачи получается изъ тригономет- 
рическихъ формулъ: 


1 
1 соза = 205 а, 


1 — с05а = 251? 5-8 


= 


изъ второй при х = “ слфдуеть: 
п 


: и 
2—4 (т) — 52 


а изъ первой: 


а. ее 5 2 
2 9—4 (в =) = (5 ЕЕ 
т ея ._- 4 р 5 2 8 


Слфдовательно, мЪняя знакъ при квадратномъ корнф, мы получаемъ 


формулу, соотвфтствующую дфленю пополамъ угла, смежнаго съ —. 
Й 


Итакъ, съ помощью геометрическаго построешя мы всегда можемь 
получить изъ И-угольника 2п-увольникъ, а изъ 2н-угольника— 4 н-уголь- 
никъ, и Т. д.; поэтому мы можемъ ограничиться предположенемъ, что н 
есть число нецетное. 

М 10. Обратно, изъ 2и-угольника мы получимъ я-угольникь, соедн- 
няя вершины перваго черезъ одну; такъ, напримфръ, треугольникъь полу- 
чается изъ шестиугольника, пятиугольникъ изъ десятиугольника и т. д. 

Сторона же 5,, при нечетномь п можеть быть непосредственно 


выражена черезъь /-тые корни единицы (=). ДЪйствительно: 


з т п т п—12= 
о ось (1 2) = ое" —= 
чй 2 2 2п 4 нп 
пы." и 12= 
= — == Е — 9% 
рт) ео 4 НН 


обыкновенный) многоугольникъ. который мы получимъ. послфдовательно соединяя 
вершины ян-угольника черезъ й вершинъ. нужно опредфлить, сколько поналобится 
провести такихъ дгагоналей, чтобы возвратиться къ начальной вершинЪ. Если это 
число тагоналей есть х, то мы обойдемъ, такимъ образомь, Ах вершинъ. Мы возвра- 
тимся въ Точку исхода, если Гх кратно в. Если # и и суть числа первыя между 
собой, то наименьшее значеше х, при которомъ Ёх дфлится на м, есть и. Если КЁ 


а И 
и в имыоть общаго дБлителя 4, то наименьшее значене х есть Я. 
3 * 


| зе 
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Съ другой стороны, согласно п. 4: 


2 
= ^=2 с0$ - 
И. 


смотря по тому, какое изъ двухъ чисель и—1 или и--1 дфлится на 4, 
н имЪеть видъ 4т--1 или 4т — 1, слБдовательно: 


21 п—1 


+, и=АШ-1. 


о) 
ё 
[о 
щ 
сп 


3 
эн жа е 


=—= + = 1 — 
5,=—Е* — Е ‚ И=АшШ — 1. 

11. Если а и В суть натуральныя числа, не имбющы общихъ дф- 
лителей, то по $ 70 можно опредфлить два такихъ цфлыхъ и положи- 


тельныхъ числа хи 5, что 
рх —ву=1. 
Если ар = п, то можно удовлетворить равенству: 


2= _2пх 25 
г в ду 


Отсюда слБдуетъ, что сторона п-угольника получится, если точку 
2х 2пу 
Е соединить съ точкой р Такъ, напримфръ, сторона 15-ти-уголь- 
| ника получается. если 
соединить вторую вер- 
шину 5-угольника сь 
первой вершиной тре- 
угольника 4“). 

Всего имЪется че- 
тыре различныхъ 15-ти- 
угольника, первыя вер- 
шины которыхъ лежатъ 
-2п 4т 8т 14< 
5 в т 
Мы найдемъ ихъ, если 


одну изъ вершинъ тре- 
угольника  соединимъ 


съ четырьмя вершинами 
пятиугольн. (фиг. 20) 5). 


при 


фиг. 20- 


*) Въ данномъ случа а =3, 6=2, х=1, у=2. 
3) Мы видфли выше, что мы получимъ звздный многоугольникъ, содержа- 
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Благодаря вышеизложенному, мы можемъ въ дальнЪйшемъ ограни- 

читься только тфми многоугольниками, въ которыхъ число сторонъ есть 

нечетное простое число или степень нечетнаго простого числа 6). 


$ 97. Алгебраическое опредвленте корней изъ единицы. 


1. Имя въ виду формулу суммы геометрической прегресси (5 58) 
или частное оть дфленя х”— 1 на х— 1 по 58 61, мы можемъ напи- 
сать: 


И маме. и =мЫф 1. 


Подставимъ вм$сто х какой нибудь изъ корней и-той степени изъ 
елиницы; правая часть будетъ ровна 0, а слЪфдовательно должна обра- 
титься въ нуль и лЪвая часть. При х =1 первый множитель лЪвой ча- 
сти, х—1, исчезаетъ, а второй получаеть значеме и. Если вмЪсто х 
полставимъ какой-нибудь корень, отличный отъ 1, т. е. одно изъ чиселъ 
($ 96, (2)): 

ВА 5: Базе, 


то долженъ обратиться въ нуль другой множитель. Итакъ, степени числа 
= суть корни уравненя (нп —1)-ой степени 


мам... хх 1=0; (1) 


другихъ же корней это уравнене не имфетъ. ДЪйствительно, если выполня- 
ется уравнеше (1). то и ^*— 1==0, т.е. х есть одинъ изъ й-тыхъ корней 
изъ единицы. Значеше же х —1 не удовлетворяетъ уравнению (1) 7). 


ший 15 сторонъ, если будемъ соединять вершины обыкновеннаго пятиугольника че- 
резъ Ё, гдЬ А есть число простое относительно 15: такимъ образомъ, А можетъ имБть 
значеня 1, 2. 4. 7, 8, Ш. 13, 14. Если # =1, то мы получаемъ обыкновенный пра- 
вильный 15-ти угольникъ. При А = 14 мы получаемъ многоугольникъ въ обратномъ 
порядкЪ. Точно такъ же при А — 13, 11, 8 мы получаемъ ть же многоугольники, 
что при #=2, 4, 7. Такимъ образомъ получаемъ 4 15-угольника, соотвфтствующе 
= 1, 2, 4, 7. 

На фиг. 19 изображенъ правильный пятиугольникъ (0, 3. 6, 9, 12). Лалъе 05 
есть сторона правильнаго треугольника. Соединяя его вершину 5 съ остальными 
вершинами пятиугольника, получимъ стороны всЪхъ четырехъ 15-угольниковъ. 

Авторъ беретъь ^ —2. 4, 8, 14, что, какъ мы видфли, сводится къ тому же. 

*) Какъ показано выше, если п —а6. ГДЪ а и В числа первыя между собой» 
то мы умфемъ построить сторону правильнаго „-угольника, если умфемъ постро- 
ить сторону а-угольника и сторону 5-угольника. 

7) Это значить, корнями уравненя (1) служать (п —1) чиселъ: 


3... ма 
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Положимъ х===; тогда изъ уравнены (1) слБдуеть, что 


ЕЕ = а... ет 1. (2) 


Мы получаемъ, такимъ образомъ, теорему: сумма н—1 корней 
п-той степени изъ единицы, отличныхъ отъ 1, равна — 1. 

2. Уравнеше (1), по своимъ характернымъ особенностямъ, часто мо- 
жеть быть разрЪшено до конца. Мы покажемъ это на нфкоторыхъ при- 
мфрахъ. 

Для п ==38 равенство (2) даетъ: 


ЕЕ 1=0 
Е == — 1. 


Въ виду соотношеня (3) $ 96-го это равенство выражаетъ, что 
сторона правильнаго шестиугольника равна 1, т. е. ращусу фиг. 21. 
Такимъ образомъ 


ИЛИ 


АП м 
с п Не 


ы. 2’ В 


и слдовательно: 


И Ы- 
ка о ‚ Е! 5) 
“ 3. При и==5, согласно $ 96 (3), 
К. = р ет =—1 фиг. 21. 


есть сторона десятиугольника. 
Изъ соотношев я же (2) для этого случая получимъ: 


== Е = 0, 
а такь какь Е == 3 — Е-®, то 
Нее == 1. 


Но == — (= =) —2 — 2—2; поэтому для опредленя 
стороны десятиугольника мы получаемь уравнеше: 


2 — 1 А В р. 1 == (1 =т) :}- (3) 


Это уравнеше во второй своей форм5 показываетъ, что сторона 
десятиугольника равна большей части ралтуса, раздфленнаго въ крайнемъ 
н среднемъ отношении ($ 31, 6). Алгебраическое рёшеше оуравненя (3) 
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даетъ: 


реб 2" (4) 


Что здЪсь подъ У5 нужно разумфть положительное его значене, 


а 
слфдуеть изъ того, что уголъ 5 лежитъ въ первой четверти и по- 


этому имфетъ положительный косинусъ. Чтобы выяснить значеше второго 
корня, обратимъ внимаше на то, что 


4т т 4п Зт 
2 с0$ -— = 2 5 | — Е 2 эт 3 

5 2 5, 10 

СлЪдовательно— 4, есть сторона звЪзднаго десятиугольника, который 
получится, если, раздЪливши окружность на 10 равныхъ частей, соеди- 
нять точки дфленя черезъ двЪ. Если вершины этого звЪзднаго десятиуголь- 
ника соединить черезъ одну, получимъ звЪздный пятиугольникъ. 


Изъ соотношешя (4) получимъ: 4 


2 1. /— — 
. аш =" — И 4 — 1? = 5Ую-+2 У5, 


а слБдовательно: 


Е р 1 =. } “- 
= — с0$ 5 + тт 5 = а (5-1 +1102 УБ). 


4. Чтобы построить величины % и-у,, обратимъ внимаше на то, 
что 5 = 1? 4 2. Слфловательно, если въ прямоугольномъ треугольникЪ 


АВС одинъ катетъ = а другой =1, 


1 

о ? 
о 

го гипотенуза равна =. У5. Если отъ 


1 
гипотенузы отнять р] › то получимь в 


р 


1 
а если прибавить -.- ‚ получимъ — у',. На 


чертежЪ (фиг. 22) отрфзокь АМ=у ИМ=— у. 
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5. Штаудть (у. З4ац@0 далъ очень изящное построене правильнаго 
пятиугольника. Это построеше даетъ сразу всф пять вершинъ. Оно изо- 
бражено на фиг. 23. 

Проведемъ въ круг два взаимно перпендикулярныхъ д1аметра .1В 
и СГ и въ точкахъ .[, С, Р проведемъ касательныя кь кругу, т. е. 
перпендикуляры къ шаметрамъ. 

Отложимъ отр5зокъ Сс, равный двойному дламетру, т. е., если ра- 
дусь = 1, то Сс=4; затёмъ проведемъ прямую с5. Она пересфчетъ 
окружность въ двухъ точкахъ № и №,. Соединимъ прямыми точки Си №, 
Си №,; эти прямыя пересБкуть щаметръ .1В въ точкахъ пи н.. Если 


Фиг. 23. 


въ этихъ точкахъ возставимъ къ „4В перпендикуляры, то пересфчемъ 
окружность въ четырехь точкахъ Р, Рь, Р, и Р., которыя вмфстЬ съ 4 
будуть вершинами правильнаго пятиугольника. 


Доказательство: 


Треугольникь $№О полобенъ треугольнику с№С (равны соотвфт- 
ствующе углы). СлБдовательно, 


емо. 


по теоремЪ относительно касательной и сБкущей 


01% = МО. ОС, 
откуда 
$0: Се = О»; МС. ОС, 


—> 
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ИЛИ 


ОР Ме Е. 


Хорла [)№ (не обозначениая на чертежЪ) перпендикулярна къ ()С, 
а потому изъ прямоугольнаго треугольника ()ЮС получимъ: 


рС:=мМС.0С. 


ВмЪстБ съ тёмы 


О-В ВС» 


> 


Съ другой стороны, по построен, Сс —=20С=451; поэтому 


РЕбЕЕЗИРС, ПС, 


слфдовательно: 


оО: 5, 


т. е. отрфзокъ 5Д) длится въ точкф () въ крайнемь и среднемъ отно- 
шенм. Если 5) ==1, то 


Вы 89. 


Такъ какь др==2Он (изъ подобй треугольниковъ (7()/) и СпО), то 


Е /5 т 
0% —- и ие ты 


2 
Такимъ образомъ уголь „ГОР, равенъ >, а Р, есть сторона 


правильнаго пятиугольника. Точно такимъ же образомь выводимъ, исходя 
изь полобя треугольниковъ 5(), М, и сСМ,, что 


› 


Е 
Оп: = наи = сз ® 


т 


а слфдовательно уголь РОВ = г” 
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6. Лля дБленя окружности на 7 частей имфемъ прежде всего урав- 
неше: 


еее ре 1, 
ее ве, Е 


Въ виду соотношенй (3) на $ 96-го — %, есть сторона правильнаго 
14-тиугольника. ДалЪе, 


са 


слЪдовательно, для у получаемъ уравнене 3-ей степени: 
38- 71° —2у —] = 0, 


корни котораго суть: 


па 
,—9 
У с0$ 7) 

т Эх 
а 2 с0$ 7 
ба . 

у = 2 с0$ 7 — — 2с0$ 7 


Это уравнене имЪфетъ, такимъ образомъ. три вещественныхъ корня. 
Корни наиболышй и наименьший по абсолютной величин имфють отри- 
цательныя значеня, а среднй— положительное. Семиугольника нельзя по- 
строить циркулемъ и линейкой, такъ какъ рфшене задачи приводится кь 
уравнению третьей степени 8). 


7. Въ случаБ девятиугольника дЪло обстоитъ нЪсколько иначе. Де- 
вять число не простое и при томъ каждый корень третьей степени изъ 
единицы есть въ то же время корень девятой степени изъ единицы. 


Если = есть корень девятой степени изъ единицы, ТО =3 есть ко- 


*) Если конструктивная задача аналитически приводится къ уравненю 3-ей 
степени, то отсюда безъ дальнЪйшихъ оговорокъ еще нельзя заключить, что постро- 
ене не можетъ быть выполнено циркулемъ и линейкой. Это видно уже изъ того, 
что уравнеше 3-ей степени можетъ имфть и рацюнальный корепь. Чтобы утвер- 
ждать, что задача не можеть быть р5шена циркулемь и линейкой, требуется болфе 
глубоюй анализъ соотвфтствующаго уравненя. Объ этомъ подробнфе въ слФлую- 
щей глав$. 
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рень третьей степени изъ единицы. Ясно, что если этотъ корень третьей 
степени не сводится къ 1, то само = не представляетъ собой корня треть- 
ей степени изъ единицы. Поэтому (п. 2) 


Ев 3-1 =0. 


Это равенство остается въ силЪ, если Е замбнимъ черезъ =?, 54, 25, 
1, =8. Мы получили уравненше 6-ой степени съ 6б-ыю корнями. Но 


в 1—8 ез 1. Если положимъ 
уе 
= == 3 | Зу. 


то для у получимь уравнене третьей степени: 


О 


со 


3 —Зу-+1=0. 


Корни этого уравненя суть: 


2т 4т 
ре Е хо 
у со, с0$—0°, к 
= ара = 2 нь. 
5 — 9 === о 


два изъ нихъ имфютъ положительныя значешя, одинъ— отрицательное: 
согласно 5 96 (3), у, есть сторона правильнаго 18-тиугольника. Понят- 
но, что и девятиугольника нельзя построить циркулемъ и линейкой. Еще 
хуже обстоитъ дфло съ 11-тиугольникомъ: при у==Е-= ! приходимь 


къ уравненйо 5-ой степени: 
Ра 


эра виз 10. 


8. ДБлене окружности на 13 частей приводится къ одному квал- 
ратному уравненйню и одному кубичному. Къ этому результату приводить 
слЪлующй принципъ, примфнимый и кь боле сложнымъ случаямъ. 
Корни 13-0й степени изъ единицы: 


БЕ 


могутъь быть расположены въ видЪ цикла такъ, что каждый изъ нихь будеть 
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получаться изъ предыдущаго однимъ и тфмъ же способомъ, именно воз- 
вышен1емъ въ квадратъ: 


послфднй по возвышенНи въ квадратъ даеть опять первый: = = 3). 
Если брать члены этого ряда черезъ одинъ, то получимъ два ряда, въ 
каждомъ изъ которыхъ послфдующ членъ равенъ предыдущему въ 4-ой 
степени. Составимъ суммы этихъ членовъ 


ее еее, 
а о. 

и обозначимъ ихъ сокращенно 
Е. = 


-ы: 1, 5, Е 


[2 


аы 
| 
НЕ 
[52 
-- 
сл 


Обратимъ теперь внимане на сл6Бдующее важное 055гэиэльсгво 
если Ц есть одно изъ чиселъ ©, то числа ая и 43, по модулю 13, соот- 
вфтственно сравнимы съ числами х и $3; точно также, если р есть одно 
изъ чиселъ В, то, наоборотъ, числа рх сравнимы съ числами В, а числа 
ЬВ сь числами & 19). 

Эта теорема есть слфдстые боле общихъ принциповъ. Въ данномъ 
случаЪ легко убЪдиться въ ея справедливости съ помощью испытаня чи- 
селъ © и В. 

Назовемъ суммы у, %! первыми пер!одами. ОбЪ эти суммы мо- 
гуть быть выражены въ квадратныхъ корняхъ, если будеть извфстна ихъ 


з) Возвышая, напримЪръ, = въ квадрать. мы получимъ =': но такъ какъ 

218 =]. ТО ===: 513 —=-68. Точно такъь же 
Ем, м, 

15) Въ этомъ приходится убЪдиться непосредственно. Если. напримЪръ, а = - 3, 

то числа ах и чВ будуть: 
ВЕ, 98 9 че 568 НЕ ФВ НЕ. 
Такъ какъ 
2 9= +, + 12=== 1. + 1982, + 18 =-5 (104. 13). 


то числа ах сравнимы съ числами &. а числа а3 съ числами 8. Если же возьмемъ 
$ равнымъ, скажемъ—5, то получимъ: 


РЕБ 9515 18 55 10, 595 =) 


Такъ какъ 
Ч 15 = 2, 4 20=Е 6, + 10= +3, +25 - +1 +30 + (моча. 13), 


то числа Ва сравнимы съ числами В, а числа 28 съ числами а. 


Ча 
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сумма у, и произведеше уу.. Но \ --, есть сумма всфхъ =^, т. . 
равняется — 1. Произведене "7, можно представить въ видф: 
- ты В 
+. 

Показатель х -|- В. какъ легко убЪфдиться непосредственно, никогда 
не равенъ нулю и никогда не длится на 13. Слфдовательно, въ число 
36 слагаемыхъь суммы У=“-+Я не входить 1. 

Въ сумм У=“+? различныхъ слагаемыхъ имЪфется только 12; каж- 
дое изъ нихъ повторяется три раза. Въ этомь можно убЪлиться либо вы- 
числяя всфхъ показателей © -- 3 непосредственно, либо съ помощью слф- 
дующаго простого разсужденя. Одного взгляда на значеня @ и В достаточ- 
но, чтобы убфдиться въ существоваши трехъ такихъ суммь а | В, ©’ В’, 

\ 


о" 8", что 


а = = НВА. 1) (тоа. 13) 


Но тогла для любого числа н, не дфлящагося на 13, 
на | иВ = их Е п’ = па" ив", 


всф эти три суммы заключаются между числами & В. ДъЪйствительно, 
па и пЗ не могуть находиться оба ни среди чиселъ @, ни среди чиселъ т 
слфдовательно, одно изъ нихъ фигурируеть среди чисель @, а другое 
среди чисель В. И такъ, если положимъ & | В—, то каждый показа- 
тель ий долженъ повториться, по менылей мЪръ, три раза; но всБхъ чле- 
новь суммы У=“-+7 имфется 36; слЪдовательно, каждый членъ повторяется 


три раза. Въ результат 7, :=3 \=* = — 3. Числа ит, опрелфляются изъ 
уравненйй: 
и: =— 1, 
Уи = — 3. 


Если первое изъ этихъ равенствъ возведемъ въ квадратъ и вычтемъ 
учетверенное второе, то получимъ: ‘ 


(и, — 41, = @ — 14)? = 13, 
откуда 


Е 3 че а АИ 


Е, = = 


Изъ слфдующихъь равенствъ легко видфть, что мы правильно рас- 


11) НапримЪръ, 
—1-Ё 2, 3—2, —4 |5, 
Такимь образомъ въ этомъ разсуждени можно принять #=1. 
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предфлили знаки при \|/13: 


т 1 8 п 
о“ 18 22 8 — 
т 6 5т 
= 205}. --2 со 13 2 с0$ 75 
Е 4 = р т 
Г: — 2605. — 205 132603 13 


Въ самомь дфлф, въ первой четверти косинусъ иметь положитель- 
ное значене и большему углу соотвЪтствуеть меньший косинусъ; слфдова- 


} 3 
тельно, Ти имЪеть отрицательное значене, а " м. * положительное. 
ий 


9. Когда % и т, найдены, „у опредфляется изъ кубическаго уравне- 
ня. Дьйствительно, пусть 


еЕ-НЕм, мифе Е, 
Ем Ее 
уу Ру Ель == МЕ == — 1, 
У: 15 = Ра: 


Слфловательно, \, у, и у, суть корни кубическаго уравнен1я 


что даетъ: 


т 


й 
щит -0 


Это уравнеше нмфеть лва положительныхъ кория и одинь отрица- 
тельный, а именно: 


2 бе б= 
20515, —2 05}, т. 


б= 
наименышй положительный корень 2 с0$ 3 Лаеть сторону 26-тиугольника. 


10. Можно также сначала составить рашональное уравнеше третьей 
степени. Пусть 


Ра Зк 
д ЕЕ Е: &5 = 2с0$ 137 2605-53, 


— 


т ее 2005 та 2 05а 


№ осаисвощь 2 бя 
| и р 
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Непосредственное вычислене даетъ: 


т.е. у аи 22 суть корни уравненя: 


4-1 =0. 


^. 


Если извфстны корни т, д, и д» этого уравненя, то 
де 
опрелфляются, какь корни квадратнаго уравненя 
у —ди- = 0. 
$ 98. Правильный еемнадцатнугольникъ. 


1. Доказавъ, что правильный семнадцатиугольникь можно постро- 
ить циркулемь и линейкой, Гауссъ обогатиль элементарную геометрию 
очень интереснымъ открытемъ *). 


Если мы захотимъ расположить корни 17-ой степени изъ единицы 
въ такомъ порядкЪ, чтобы каждый послБлующйй былъ равенъ квадрату 
предыдущаго, то найдемъ, что такимъ образомъ можно получить только 


восемь корней: 


ибо = 16 опять равно Е. 
Чтобы получить всф =", составимь подобный же рядъ, начинаюнИй- 


СЯ Сь =З. Положимъ 


ЕЕ? Е | ЕЕ Е РЕ У, 

в | ЕЕ ЕЕ рее -Е т — 1. 

+) 154. ат тейсае, зесво зерёта. Разсказывають, что Архимедъ завЪщаль 
построить надъ своей могилой памятиикъ въ видф шара и цилиндра. Подобно Ар- 
химеду, Гауссъ выразиль желане, чтобы на его памятникЪ была увфковфчена фи- 
гура семнадцатиугольника. Этоть маленьюй разсказъ показываеть, какое значеше 
самъ Гауссь приписываль своему открытию. Это желане Гаусса не было, однако. 
достойнымь образомъ выполнено. На его могильномь камнЪ этого рисунка нфть 
но на памятник. воздвигнутомъ Гауссу въ БрауншвейгВ, статуя стоить на сем- 
надцатиугольник$, правда. едва замфтномъ для зрителя. 
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Тогда % {- , =-—1; для произведеня получимъ формулу 
7 — %ре- 5. 
ИУ: — 28 +8) 


& принимаетъ значеня показателей перваго ряда, В— второго. № содер- 


. жить 64 члена. Совершенно т6мъ же путемъ, какъ въ случаф 13-ти- 
угольника, мы заключаемъ, что въ У каждый членъ =^ повторяется че- 
тыре раза. ВмЪстЪЬ съ тфмъ 

а 


ей 
откуда и—т. = 17, а слфдователько, 


—-у17 1 
у о ’ а - о у 
Представляя . ВЪ ВидЪ 


6" 5" 7“ З= 
{1 = 2 60$ 7 — 260$ 17 2 605 17 250315, 


убЪждаемся, что т, имфетъ отрицательное, а } положительное значене. 


СлЪфцовательно, знаки при У17 нами взяты правильно. 


2. Чтобы построить "| и 7, пользуемся тфмъ, что 17 есть сумма 
квадратовъ 4*-{ 1?. Построимъ прямоугольный треугольникъ съ катета- 


ми 2 и — Его гипотенуза будетъ 


о 
> У17. Прибавляя и отнимая отъ ги- 
я 2 
1 
потенузы отрЪзокъ —: получимъь у и Фиг. 24. 


—* (АС=\ч, АС = —\;). Суммы \, \. называются первыми пер!о- 
дами. При помощи ихъ можно составить четыре вторыхъ пер!ода, 
суммируя члены чрезъ одинъ: 


т 8= 
о: Че рете =2с0т8 205, 


4 
ое ее = 200517 — 2605 р 


6: 
3 === ЕЗ-Е ес 2601, 


дв == ЕЕ" -- Е — 2050" 205". 
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Склалывая и умножая, получимъ: 


Хх а=т = 


Ра =, а =Ь—1. 
Отсюда 
и ум 4 и — У 
2 а 2 } 
А уча __\— Уя-4 
^ о 2 &3 о 


Имфя въ виду формулы для { въ зависимости оть косинусовъ, 
убЪждаемся, чго знаки при радикалахь поставлены правильно. Числа а 
ия 


дз иИМЪють отрицательныя значеня, 2 и 42 положительныя. 


Е. 
Чтобы построить хи 3, возьмемъ прямоугольный треугольникъ съ 


1 Пи 
катетами 1 и д ; его гипотенуза будетъ о У? -- 4; если прибавимъ 


1 1 
къ гипотенузЪ о ми отнимемъ $, то соотвфтственно получимъ хи —,. 


Подобнымъ же образомь можно построить 2 и дз по \.. 
Наконецъь, пусть 


2= 
= И За 
у == Е: 6087, 
8 п 
= РЕ * —2 с0$ 15; 
тогда 
У > 
откуда 


к. Е НЕСЯ 
эк о И -— о з 


обЪф эти формулы легко построить. (Сторона правильнаго 34-угольника 
есть 7}. 

Штаудть (у. $4аи@1) далъ очень изящное построеше семнадцати- 
угольника, аналогичное тому, которое онъ предложиль для построеня 
правильнаго пятиугольника (СгеНе’з Лоигпа|, томъ 24). 


Веберъ, Энциклоп. влемент. алгебры. #5 


ГЛАВА ХХ. 
Доказательетва невозможности. 


5 99. Построенте есь номощью циркуля и линейки. 


1. Существуеть цфлый рядъ изстари знаменитыхъ геометрическихъ 
задачъ, относительно которыхъ было извфстно или предполагалось, что 
он не могутъ быть разрЫшены съ помощью циркуля и линейки. Къ 
числу этихъ задачь приналлежатъ прежде всего трисекшя угла, затфмъ 
удвоене куба, построеше правильнаго 7-угольника, квадратура круга. 

Возможность геометрическаго построешя съ помощью пиркуля и 
линейки, какь мы знаемь ($ 96, 7), алгебраически сводится къ тому, 
чтобы искомая величина выражалась черезь данныя рядомъ квалратныхъ 
корней. 

Этому условпо можно нрилать болфе простую форму, опираясь на 
введенное нами въ & 63, 7 поняме объ области рашональности и объ 
расширенйи этой области нутемъ прюбщшешя иррашональности. Подъ об- 
ластью рашональности мы разумфемъ числовую область, въ предфлахь ко- 
торой всф рашональныя операщи: сложене, вычитане, умножеше и дЪ- 
леше (за исключешемь дБленя на нуль) въ результатахь своихъ даютъь 
числа, принадлежания той же области. Полъ пр!общен1емъ иррац1о- 
нальности мы разумфемъ присоединеше къ данной области новаго числа, 
не содержащагося въ ней !). Такимь нутемъ получается расширенная область, 
вь когорой предылущая содержится, какъ ея часть. Такь, съ присоединешемъ 
== у кь области рашюональныхь чисель получается область ком- 
плексныхь чисель х уг, глЬ х и у суть рашональныя числа. 

ПослЬ этихъ замфчанй свойство, характеризующее величины, но- 
строеше которыхъ возможно съ помощью ниркуля и линейки, можно вы- 
разить такъ: 

Кажлая величина, которая можетъ быть построена при по- 


*\ См. примЬчане 3) на стр. 234 и 235. 
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мощи циркуля и линейки, должна содержаться въ области ра- 
ц1ональности, которая получится, если къ области данныхь ве- 
личинъ пруобщить рядъ квадратныхъ корней. 

Порядокъ, въ которомъ прюбшаются эти квадратные корни, иног- 
да не иметь значеня. Такъ, напримЪръ, если дфло идеть о суммЪ 


ух -- УЗ, то совершенно безразлично, какой изъ этихь корней мы 
извлечемъь раньше; напротивъ, въ выражен!и УЗ | у непремфнно нужно 
сначала найти |/у и тогда только можно найти Их Е ВУ. 

Положимъ, что порядокь пробщешя установленъ. Назовемъ у 
тоть корень. который пробщается послфднимъ. Область рашюнальности, 


въ которой еще не содержится 6, назовемъ предпослфдней областью 
ращ1ональности. 


Такимь образомь }/0 въ предпослфдней области рашюнальности не 


содержится, но всЪ четныя степени /0 содержатся въ ней; слЪдова- 
тельно, каждая построяемая циркулемъ и лннейкой величина х можеть 
быть представлена въ видЪ: 


‚ав 
ох я : НЫ 
с ау6 
гдЪ а, 60, Си суть величины предпослфдней области рашональности. 


Помножая числителя и знаменателя этой дроби на с —( 10, получимъ: 


(а 50) с — 45) 


т: 


Если положимъ: 


_ ас — 849 с — а4 
40’ 2 — 42%’ 


А — 


то 


ху У, 


гдЪ у и 2 величины предпослфдней области рашональности?). Знамена- 
тель с? —(?0 не можеть сводиться къ нулю, такь какъ 0 не можеть 
быть квадратомъ величины, принадлежащей предпослфдней области рашо- 
нальности. 

2. Изъ полученнаго для х выраженя слфдуетъ, что х есть корень 
квадратнаго уравненя 


ЕЕ (2-90. 
*) Вь примфчани на стр. 234 это выяснено по отношению къ радикалу У2. 


25* 
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которое мы обозначимъ черезь 


1 = 0. 
Коэффишенты эгого уравненя содержатся въ предпослфдней обла- 


сти рашональности. Если |0, есть преднослфдн! изъ присоединяемыхъ 
корней, то уравнеше /(х) — 0 можно представить еще такъ: 


Кл) =9@<- у, $60) =0. 


Помноживъ это уравненше на $ — 0,1, получимь уравнеше чет- 
вертой степени 


До) = 90) — 1,00, 


въ которое не входить и предпослЬлнй раликаль р0,. ПослЪлнее урав- 
нене, въ свою очерель, можетъ быть представлено въ вид: 


В о) У и =0, 


гдЪ |0, есть предыдущий (предпредпослЬдн) квадратный корень. Подобно 
прежнему мы можемъ составить новое уравнеше 8-ой степени 


1 (х) = 9)" — Чи? = 0. 


Очевилно, мы можемъ такъ продолжать, пока не исключимъ всБхъ 
приобщенныхъ квалратныхъ корней. Мы пришли кь теоремё: 

Каждая величина, построяемая циркулемъ и линейкой, 
представляетъ собой корень нфкогораго алгебранческаго урав- 
нен!я, коэффиц1енты котораго ращональны по отношен!ю къ 
даннымъ величинамъ. 

Теорема эта, конечно, не обратима: въ самомъ дЪлЪ, не каждое ал- 
гебраическое уравнеше рЪшается съ помощью ряда квадратныхь корней. 


$ 100. Кубичеекое уравнен!е пе разр шаетея съ помощью квад- 
ратныхъ корней. 


1. Какь было показано раньше ($ 82, 3), кубическое уравнене 
можно представить вь упрощенномъ видЪ: 


д Нах =Ь (1) 


не прибЪфгая къ извлечению корня. Пусть а и $ ланныя рашональныя чи- 
сла. Обозначимъ корни уравненйя (1) черезъ ^., х,, х;; тогда, согласно 
$ 64,1, 


да хо Е ж. = 0. (2) 
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Нредположимъ, что одинъ изъ этих корней. скажемъ \,, выражается 


рядомъ квадратныхъ корней. Пусть У будеть посл5днимъ корнемъ. По 
предыдущему параграфу 


х: =у- 0, (3) 
глф у, д, 0 принадлежать предпосльлней области ращюональности. Напро- 


тивъ Того. относительно радикала у6 мы можемъ предположить, что 
онь не принадлежитъ эгой области и что х отлично отъ нуля. 


^. 
Подставимъ выражеше (3) въ уравнеше (1); мы получимъ равенство 
вида: 
хз 
А-В У =0, 
ГлЪ 


В В 
РЕ, поет | 


такъ что количества .1 и В выражаются ращюнально черезъ преднествую- 


ие квадратные корни. Но такъ какъ У не долженъ выражаться рацю- 
нально въ предыдущихъ ралникалахъ, то | =О и В-=0. Отсюда сл$ду- 
еть, что уравнеше (1) иметь также корень 


=. 


Такъ какъ д отлично отъ 0, то этоть корень не равенъ ^.. Изъ 
соотношеня (2} получаемъ: 


Аз == — (м Ех.) = — 29. 
Это значить, что трейй корень х. зависить только оть предше- 


ствующихъ радикаловъ. 
Если хз не представляеть собой рашональнаго числа. то долженъ 


существовать УВ, предшествующий радикалу у0; вмфстЬ съ тЬмь 


ж= и у0.. 

Совершенно точно такъ же, какъ это было слфлано вьнне, мы можемъ 
теперь обнаружить, что одинъ изъ двухъ лругихъ корней. скажемъ х,, рав- 
няется — 21, т. е. не зависить ни оть |0, ни оть Уб,; въ виду соотно- 
шеня (3).; это противорфчить нашему предположениа, что 10 не выра- 
жается ращонально черезъ предылуцце радикалы. Наше разсуждене при- 
вело къ слфдующей теорем: 

*) Если бы мч подставили х, въ лЬвую часть ураввеня (1), то мы получили 
бы 4 — ВЫ, а такъ какь 4=В=0, то х, есть корень уравненя (1). 
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Кубическое уравнен1е съ ращональными коэффищентами, 
не имфющее ращональныхъ корней. не можетъ быть рфшено 
съ помощью извлечен!я квадратныхь корней “). 


2. Эта теорема непосредственно прилагается къ задач объ удвое- 
ни куба, которая приводится кь уравненю хЗ==2, а также къ задачамь 
о построеши семиугольника и девятиугольника. Въ самомь ДЬлЪ, уравне- 
ны, кь которымъ приводятся эти задачи, суть ($ ФИ. (6, (Е 


рифов 10. 


Согласно теоремф $ 63,1, рашональными корнями этихъ уравненй 
могли бы служить только числа {+ 1 или — 1, которыя имь, однако, не 
удовлетворяютъ. 


3. Трисекшя угла приводится къ уравненшю ($ 82,1) 
х3— 3х —= 2с0$93.. (4) 


Если с0$4} дано, то можно построить уголь #. 
Пусть 2с0$ 9: = а, тогда уравнене (4) приметъ вилъ: 


м — 3х =а; (5) 


задачу можно понимать такъ: по двумъ произвольно заданнымь отрЪз- 
камъ, изъ которыхъ одинъ есть единица длины, а другой равень @, по- 
строить отрзокъ х. ИмЪется безконечное множество частныхъ значенйй 
а, при которыхъ задача разрфшима; напр. для а=—0 (трисекшя прямого 


Е 31 
угла), для а== У2 (трисекщя угла въ 45°) или @==2 с0$ 7; чтобы най- 


ти друме случаи, при которыхъ можно построить х, нужно взять какой 
нибудь отрфзокъ ©, построенный изъ нашей единицы длины, и взять @ 
равнымъ @3— За. Тогда х-—& будеть корнемъ нашего уравненя. 

Положимъ теперь, что @ остается неопредфленнымъ. Тогда уравнене 
(5), какъь выше было доказано, разрфшается посредствомъ извлеченя 
квадратнаго корня только въ томъ случаф, если оно имфзть одинъ ко- 
рень, выражающийся рашонально черезъ 4- 


“) Укажемъ еще разъ для большей ясности основные моменты доказательствя. 
Допуская, что уравненше (1) имфеть корень вида (3). авторъ обнаруживаетъ, что 


оно необходимо иметь корень х.==—2у, который отъ радикала УВ не зависить. Ес- 
ли бы уравнеше (1) разрЫшалось при помощи квалратныхъ корней. то х, либо бы- 
ло бы рашональнымь числомъ, либо зависЪло бы оть предыдущаго раликала 10,. 
Но въ такомъ случаЪ одинъ изъ корней х, и х, не зависфлъ бы ни оть У0,. ни 
оть уо; это же противорфчить условию, такъ какъ 


му ати, му У, 


ЕДЪ < отлично оть нуля. 
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Что это обстоятельство въ общемъ случа не иметь мЬста, видно 
изъ. того, что можно придумать безконечное множество рашональныхь 
значемшй а, при которыхъь это уравнене не имфеть рашональныхъ 


п 


корней. Таково, напримЪфръ, значене а = — 1, для котораго $ — 3 > 


С 
ах=2 0—5. Этоть частный случай приводить нась кь построеню 


правнльнаго девячиугольника, что, какъ мы видфли, невозможно. 
Чгобы найти друйе случаи этого рода, положимъ 


с08 + —= Ш/Н, НХ =, 


гдь ти Н цБлыя числа, не имъюция общихъ дЪлителей. Тогда уравнене 
(4) можно прелставить въ вилЪ: 


8 — Зн?у — 213. (6) 


Если уравнеше (4) имфеть рашональный корень, то уравнеше (6) должно 
имЪть цфлый корень. Это невозможно, напримфръ, въ томъ случаЪ, если 
п длится на нечетное простое число р, но не длится на его квадратъ. 
Дъиствительно, тогда у, а слфловательно. и вся лфвая часть уравненя 
(6) раздфлится на рз, а правая раздфлится только на }*. 


$ 101. Разложенте функши съ помощью проюбщеня радикала. 


1. Чтобы развить дальнйшия примфненя этой теор!и къ алгебръ, 
докажемь сначала слБдующую теорему: 

Если н есть простое число, а число 9 принадлежитъ об- 
ласти рац!ональности, въ которой мы оперируемъ, но не прел- 
ставляетъ собой я-ой степени другого числа, приналлежащаго 
этой области, то функщ1я 


ф === 0 


неприводима въ этой области 3). 
Для п = 2 теорема эта очевидна; дЪйствительно, для н = 2 


Ф@) = (х— Уа) («+ Уд. 


Оба множителя ращональны только въ томъ случаБ, если Уа есть число 
ращональное 6). 


п — 
Условимся при нечетномъ й полъ символомъ У а=т понимать какое 
либо одно опредфленное значене изъ и различныхъь значенй корня; 
напримфръ. если а есть вещественное число, то вещественное значеше 


$) См. прим5чаше на стр. 234 и 235. 
“) ВЪрнЪе, если У“ принадлежить нашей области ращюнальности. 
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корня Подъ Е будемь разумфть корень п-ой степени изъ единицы: 


2 а 2% 
Е и 
н И 


Въ такомь случаЪ всф корни 1-ой степени изь й@ выразятся такимъ 
образомъ: 
ое (1) 


Если ф(х) разлагается на два множителя, именно, если ф(^) = Ф, (^)ф.(х), 
нри чемъ степень ф‚(х) == ^“ р, х“*-...-Е В. ниже степени ф(х), то 
корни функши ф, (х) содержатся между корнями (1) функши ф (х). Такъ 
какъ р —=(— 1)“, равно произведено корней функщи ф,(х) ($ 64), то 


О Пе 


гдЪ / есть цфлое число, а р нринадлежитъ нашей области рашональности. 
Возвысимъ вь #-ую степень первое изь этихъ равенствъ. Принимая во 
внимаШе второе, получимъ: 

ПЕ (2) 

Такъ какъ у. меньше нростого числа п, то оно представляеть собой 
число просгое относительно п. Можно поэтому опредфлить лва такихъ 
цфлыхъ числа ри д, что рп-- 94. =1 (570,5). Сообразно этому, равенство 
(2) даеть: 

А" а =. 
т. е. 4 есть н-ая степень числа, принадлежащаго нашей области рашо- 
нальности. Это и нужно было доказать. 


2. Если /(х) и Ф(х) обозначаютъ цфлыя функщи оть х съ коэф- 


у 


фишентами, принадлежащими нашей области ращшональности, а г == Уа, 
то /(Г) только въ томь случаф равно нулю, если У(х) дЬлится на 
ф(х) =" —а. Если у (х) и ф(х) суть функщи, первыя между собой, 
то по $ 62, 3 можно опредфлить двЪ такя функши Ё(х) и Е, (х), что 


Рох) у, (х) + В фм) = их); (3) 
слЪдовательно, если положимъ х = т. т. е. (тг) = 0, а Х(х) будемь 
считать отличнымъ оть нуля, то 

Ч (г) Г 
и = Па). (4) 
(Г) 
Такимъ образомъ, (г) есть общ видъ чиселъ, получающихся изъ 
7 и чисель нашей области рашональности съ помощью первыхъ четырехъ 
дфйствй. КромЪф того, степени числа г, показатели которыхь превышають 
" — 1, могуть быть выражены черезъ низния степени съ помощью ра- 
венства 7” — 4; слБдовательно, каждое число &, приналлежащее области 


393 $ 101 


рашональности, полученной изъ первоначальной прюбщенемь числа г, 
можеть быть нредставлено въ видф: 


о РР... о, {5) 


ГД 0%, ... би суть числа, принадлежащя первоначальной области 
ращональности 7). 


3. Обозначимь корни функши Фф(х), т. е. величины (1). черезъ 
Я 


Припомнимъ теперь Ньютоновы формулы, выражающя суммы одина- 
ковыхъ степеней корней функши ($ 65, (6)). Такъ какъ въ этомъ случаЪ 
коэффищшенты 

По о ааа @ 


*) Чтобы уясвить сущность и доказательство этого вывода. мы провелемъ 
разсуждене въ нфсколько иномъ порядкф. 
Обозначимъ. черезь Р нашу область ращюональности, которой, по условйю. 


9 
принадлежить число а, но не принадлежить число г — Уа. Расширимъ теперь нашу 
область путемь пробщеня къ вей числа г. Какъ было выяснено въ примфчани 
на стр. 235, это значить, что мы ирисоединимъ къ области Р всЪ числа, которыя мы 
можемь получить путемъ производства рашональныхъ дЪИств надь числомъ ги 
числами области Р. Согласно этому опредфленйо, каждое число, принадлежащее 
расширенной области Р (л\, имфетъ вилъ:’ 


наиб а. „Нар "? 
ыы Ь и... не : 


ТДЪ 40, @4, а, Иь, б,,...Ву суть числа, принадлежация области Р. Теперь положимъ 


аа. а, аз... арх’ = (^) 
ых Ре... М У); 
тогда наше число можеть быть выражево дробью 


 () 
Е @) 
ЗамЪфтимъ, что ни одна изъ функщй %(х) и у(\) не дЬлигся нацфло ва 

$ (4) =" — а. Въ самомъ дЪЛЪ, если бы функшя % (х) дЬлилась на 2 (5), то (г) =0, 
и вмЪстЬ съ тЬмъ и дробь (!) обращалась бы въ вуль; если бы ва 2 (х) длилась 
функщя у (%), то У (1) =0,-и дробь (1) не имфла бы смысла. Но если функши 
® (<) их (\) ве длятся на э(х), то он и не имъють съ посльдней викакихъ 
общихъ множителей, такъ какъ функшя 2(х) неприводима въ области Р. Поэтому 
можно удовлетворить уравнению (3), что ведеть къ соотношеню (4). Итакъ, дробь 
{!) можеть быть представлена въ видЪ 


= = з 2 и-—1 
о 
тдв числа %, ©, @, ... принадлежать области }. Но такъ какъ г” — а, то выражене 
это можеть быть приведено къ виду (5). Итакъ, всякое число, принадлежащее 


области Р (г), можеть быть представлено въ формЬ (5), гдЬ со суть 
числа области Г. 


—1 
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равны нулю, то формулы эти дадутъ: 


ИИ... =0, ©=Ь2,...н— 10. (6) 
ЗамЁнимь въ выражен1и (5) г послфдовательно черезъ 
Ру Г- 72 +-- и: 
Получимъ н чисель 
| И (7) 
которыя назовемъ сопряженными относительно функщии $ (^) =^— 4. 
Въ виду соотношенй (6) сумма 


5$ (0) = оо, о, |... Е ю = #9 
есть величина рашональная. 
Эта сумма называется слЪдомъ числа &. Сь другой стороны, такъ 
какъ ©” при цбломъ показателфЪ у представляеть собой число того-же 
вила (5), что и ©, то и 


$ (в) = о’ Ро 
представляеть собой рашональную величину. 
Отсюда мы заключаемъ далЪе, что всЪ коэффищенты /[; произведеня 
ЕО) = (о) (о)... = 
= аа ЕВ. 


выражающщеся съ помошью формуль Ньютона рашонально черезъ суммы 
$ («"). принадлежать нашей области ращональности. Въ частности, произ- 


ведене 
М (©) —= 6, ®, ..- и, 


называемое нормомъ числа &, содержится въ области рашональности. 


4. Въ частномъ случаЪ, когда 


©), = ос = 
5 (©) = по —= нж%, ® тоже содержится въ области ращональности; и на- 


оборотъ, если & содержится въ той же области ращональности, то 6 — 0%, 
а потому вс сопряженныя значешя (7) равны между собой 9% 


°) Если ® принадлежитъ той же области ращональности, то въ равенствЪ (5) 
правая часть приводится къ х,, коэффишенты же 2, %,... 9, ВС равны нулю. 
Дъйствительно. еслибы эти коэффищенты не обращались всЪ въ нуль, то число г 
было бы корнемъ уравнешя 

„1 и, 2 -- Ты ах 10% — Е 0, 
всЪ коэффишенты котораго прииадлежатъ той же области рашовальности, а степень 
котораго ниже и. Но это невозможно, такъ какъ г есть корень уравненя я-ой 
степени 9 (х! == 0. неприводимаго въ нашей области. Если же 
=, == а, ==... = В, — 0, 


то всЪ сопряженныя значеня (7) равны между собой. 


ООО ООО ООО ООО = 
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Необходимымъ и достаточнымъ услов1емъ того, чтобы са- 
мое число ч» солержалось въ области ращ!ональности, является 
равенство всЪхъ сопряженныхъ значен1й ©. 


Замфтимь, что эта теорема представляеть собой частный случай об- 
щей теоремы о симметрическихъ функщ1яхъ. 


5. Напомнимъ, наконецъ, еще одну теорему, которая, въ силу & 63, 7, 
вытекаеть изъ лпопущеншя, что Ф (х) = ^”—а есть ненриводимая 
функщя. Эта теорема заключается въ слфдующемъ: если имфетъ м$сто 
какое нибудь равенство /[ (+) =0 съ коэффишентами. содержа- 
щимися въ области рашональности, то должны быть также 
справедливы равенства: 


РО Во 0 


6. Прелположимъ, что н5которая иблая функшя /(х) неприводима 
въ области ращональности, но становится нриводимой, если къ этой области 
пробщимь одинъ изь корней (г) функщи у (^Х). Мы предположимъ также, 
что степени фуикщй Я (©) и ф(\®) выражаются простыми числами ти Н. 
Коэффищентъ при высшей степени х въ функши 1) положимъ равнымъ 1. 

Разложене функщи ас на двухь множителей въ расширенной 
области рашональности представимъ въ такомь виль: 


7: = |й ИЕ г) Л (^, т 


здфесь [1 (л,г) и  (х, Г) суть цфлыя функщи степеней и, и т,; ихъ ко- 
эффишенты выражаются рашонально черезъ г, слБловательно, суть числа 
вида в 16). Пусть и въ функщяхь д и т коэффищенты при высшихъ 
степеняхъ х также равны 1. 


По теоремЪ п. 5-го должны также имфть мфсто тожлества: 


ЕЛ тт 
А = Л (та) р 6) 


И (т) ыы 


*) Если Е(г) ==0, то функцы Е (<) и 9) имъють общ корень. Но въ та- 
комъ случаъ Р(х) дЬлится на $ (х) ($ 63, 7). 

1) Если мы расширимъ нашу область ращональности Р прюбщенемъ кор- 
ня г, то въ области Г (г) функшя 9х) разлагается на множителей А и Л. Коэф- 
фишентами этихъ функщй служать числа области Р (^), которыя, какъ было сказано 
выше, приводять къ виду (5>. Воть почему эти функщи и могутъ быть обозначены 
символами /: (х. г) и /, (х, "). 
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Перемножимъ всЪ эти равенства и положимъ 


Ё (х) —. (>, Эл (^, т) а Л (*, Ги—1) 
ЕДЕ оО ое 


Въ результатЪ получимъ: 
ей К == Ре (^) ы. (^): (8) 


здЪсь Р, (х) и ЕЁ, (№) суть цфлыя функши степеней пт., ить; ихь ко- 
эффишенты, какъ симметрическя функши корней уравненя 9—0. 
содержатся въ нашей области рашюнальности. 

Мы предположили, что функшя $ (х неприводима; слфдовательно, 
въ виду соотношеня (8), Г, (^) и РЁ, (х) также должны быть степенями 
функщи /(х). Пусть 


Ра (о) = Лод, Ё, (м) = Дор. 


Приравнивая показателей, получимъ 


тр, =пт,, тр. = нить, т. ть = т. 


Такъ какъ числа т, и т, меньше т и, слЪдовательно, не дфлятся на и. 
то п должно дфлиться на и; а такъ какъ ши п суть простыя числа, 
то т = п. Мы доказали такимъ образомъ слфдующую теорему: 

Неприводимая функщя }(х), степень которой т есть про- 
стое число, можетъ стать приводимой, благодаря пр!общен!ю 
радикала, показатель котораго п также представляетъ собой 
простое число, только въ томъ случа, если т ==н. 


$ 102. Неприводимый елучай при рф шен!ти кубическаго 
ривод } ви } ) 
уравненйя. 


1. Если кубическое уравнен!е имфеть три вещественныхь корня, 
то послфдше, по формулЪ Кардана, выражаются въ видф суммы двухъ 
мнимыхъ радикаловъ. Это было замфчено уже очень давно и потому 
этоть случай кубическаго уравненя названь неприводимымъ (сазиз 
итедис 5); терминъ этоть здЪсь нужно, конечно, понимать не въ томъ 
смыслЪ, въ какомъ его понимаютъ теперь. 

Опираясь на предложеня предыдушаго параграфа не трудно дока- 
зать слЪдующую теорему: 

Неприволимое кубическое уравнен!е съ тремя веществен- 
ными корнями и рац!ональными коэффищшентами не можетъ 
быть разрфшено съ помощью вещественныхъ радикаловъ. 

Если неприводимое уравнене, коэффищенты котораго мы считаемь 
рашональными, имфетъ корень, выражаюнийся съ помощью ряда раликаловъ, 
то послЗдовательныхь показателей этихь корней мы можемь считать 
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простыми числами. ДЪйствительно, корень съ составнымъ показателемъ 
эп _ г ыы 

т—= У0, гд6 т— ра. можно замфнить черезъ г=\ УВ, т. е. мы мо- 
жемъ его замфнить нфсколькими послфдовательными радикалами съ про- 
стыми показателями. Будемъ пробщать кь области ращшональности по 
порядку всЪ эти радикалы до предпослфдняго; при этомъ уравнеше 
не разложится. Присоединивь же послфдый радикалъ, мы получимъь 
разложен1е нашего уравненя. По п. 6 предыдущаго параграфа въ нашемъ 
случаЪ это должно наступить при пробщени радикала третьей степени. 
Сообразно этому одинъ изъ корней нашего уравненя выразится такъ: 


и =а- ист, 
гдЪ а, Ви с выражаются рашонально черезъ радикалы. введенные раньше, 


з 
мэжду тмъ какь г = НИ такимъ образомъ не выражается; слЪдовательно, 
0 не можеть быть кубомъ н$Фкотораго количества @, содержащагося въ 
области рашональности; дфйствительно, изъ трехъ значеШшЙ 2, ЕХ и Е?&, 
которыя въ этомъ случаЪ могь бы имфль. корень г, вещественнымъ будеть 
только &: и тогда вещественное число г должно было бы равняться @, а 
это противорфчить предположеню. Изъ этого слфдуеть, что’ числа 


х.—а- = - =с, 
хз-=а- = ЕС 
также будуть корнями нашего кубическаго уравнены; дЪйствительно, 
изъ теоремы п. 5-го предылущаго параграфа слфдуеть, что вмБстф съ 
Г) должны обращаться въ нуль также [(х,) и [ (хз). ЛалЪфе 
ИЕ 
о ы 


== 5 у 


а такъ какь 4, ри с суть вещественныя числа, то х, и х; могуть быть 
вещественными только въ томъ случаф, если 


гр == ТЭС. 
Числа ри с не могуть быть нулями, ибо тогда х, =а, т. е. функщя 
[ (2) длилась бы на на х— @, иначе говоря, была бы приводимой еще 
до пробщеня радикала г. Но въ такомъ случаь г=р/с, т. е. г выра- 
жалось бы рашонально черезъ прежше радикалы, что противор$читъь 
прелположеню 1"). 


1) И ь подробнЪе это доказательство. 

Положимъ, что коэффищенты уравненя третьей степени 12) =0, имющаго 
три вещественныхь корня, принадлежать нфкоторой области ращюнальности Г, 
содержащей исключительно веществепныя числа. Мы предполагаемъ уравнене не- 
приводимымь и допускаемъ, что оно имфегь корень. который выражается при 
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$ 103. Выраженто корией изь единицы пря номощи 
радикаловъ !?). 


1. Вь $ 101,1 было показано, что функшя ф (х) = х”" — а непрн- 
водима въ той области, которой принадлежитъ число 4, если послфднее 
не представляеть собой н-ой степени числа, прииадлежащаго той же 
области. При этихъ условыхъ уравнене вида \”— а =0 называется дву- 


9 _ 
членнымъ уравнен1емъ 13), его корень Иа называется радикаломъ 
п-ой степени этой области. 


помощи ряда вещественныхь радикаловъ. Это значить, если прюбщимъ къ области 
|’ послБдовательно нфкоторый рядь радикаловъ сь простыми показателями 


пн № ви "1 


ВВ т 
у‘... у,.. у. Не * У у. 


им5ющихъ вещественныя значеня, то мы получимь области Р,, Р,. Р. .... №, у, 


Р„; въ послфдней изъ нихъ содержится корень нашего уравнешя. Каждое коли- 
ту 
чество 9, есть число, принадлежащее области Р, /. но 0, этой области не при- 


надлежитъ. Въ области Г, функшя /(\) разлагается на множителей, но въ области 
т» 
Р,„_; она еще неприводима, иначе прюбщене корня у 0, было бы излишнимъ: 


уравнен!е имфло бы корень, который выражался бы при номоши предыдущихъ ра- 
дикаловъ. Отсюда мы заключаемъ ($ 101, 6), что т, =3; вмЪстБ съ тЬмъ, какъ 


было показано въ пункт 2 предыдушаго параграфа. корень нашего уравненЯ, 
приналлежаний области Р,, выражается формулой 


жа =а- На, 


п? 


ЗА 
гдБ а, би с суть числа области Р_1- аг= Уб, есть послфднйй прюбщаемый ра- 


дикалъ. Два друпя зпачешя того-же бадикала г, И х’., какъ выяснено въ текстф, 
суть числа мнимыя, а вмЬстБ съ т6мъ и друпе два корня нашего уравненя 


м) == а фи, + сгй 
д =ан ви, | ск. 


должны быть мнимыми числами, коль скоро г не принадлежить области а . Это 


противор$чить условию, что наше уравнеше иметь исключительно вещественные 
корни. 

*”) Для понимая этого параграфа необходимо предварительно прочесть 
приложен 1Х въ концЪ книги, вставленное авторомъ, какь и этоть параграфъ, 
во второмъ изданти. 


13) Авторъ употребляеть терминъ „Фе теше СО!еспипе“, принадлежащий Кро- 
некеру и получившй въ послЪднее время распространен въ нЬмецкой литературЪ. 
Такъ какь самъ Кронекеръ говорить „@е теше одег Ыпопизсве Оеспипе“ (ВейеШе 
Чег Вей. Асад. 1878, р. 151, 152), то мы нредпочли терминь „двучленное уравнене“. 
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Говорятъ, что число можетъ быть выражено при помощи 
радикаловъ, если оно принадлежитъ области ращ1ональности, 
которая получается путемъ послфдовательнаго пр!общен!я къ 
совокупности вс$хъ рац!ональныхъ чиселъ радикаловъ въ каж- 
домъ случаЪ соотвЪфтственно предшествующей области. 


Число, которое выражается въ радикалахъ, называется метацикли- 
ческимъ числомъ; точно также уравнене, которое разрфшается въ 
радикалахъ, называется метациклическимъ уравнен!емъ. 


2. Кь метациклическимь числамь принадлежать корни изъ едн- 
ницы. Именно, мы докажемъ слБдующую теорему. 


Независимо отъ того, представляетъ ли собою 1ий число 
простое или составное, корни #1-0ой степени изъ единицы вы- 
ражаются вь радикалахъ, показатели которыхъ ниже 1. 


3 Корни т-ой степени изъ 1 суть корни уравненя т-ой стеиенн 
| = (0) 


Какъ мы вилфли въ $ 96, всф они содержатся въ формулЪ: 


т А: ОВ 
== с08 ^^ Чт, 
Г ИИ 
гДЪ 
21 г 
г = с08 — Е 19т-^, 
т И 
а } принимаеть значены 0, 1, 2,.... т— 1. 


Если числа # и № имбють общаго наиболынаго пЪфлителя ({, ко- 
торый больше 1, при чемъ # =, т = ат, то 
21 сре 
1 
т 


605 Г 
Вь этомъ случаБ #* представлясть собой также корень изъ 1 степени иг. 
Если же [ есть чисно просгое относительно 7, то 


-*® — с05 2 [В Е. и 2 [р 
1 т 
можегь только въ томь случаБ равняться 1, если | равняется 7 илн 
кратно чнела т. Въ этомъ случаЪ ;* не является корнемъ изъ 1 болфе 
низкой стенени. 
Сообразно этому различаютъ первообразные и непервообраз- 
ные корни 1-ой стененн изъ 1. Подь нервообразными разумБютъ ть 
корни 1-ой степени изъ 1, которые не служатъ вь то же время корнями 


изъ 1 болБе низкой стенени. Чтобы ихь получить, мы должны въ выра- 
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жени 7 дать числу № всф значени, простыя относительно т; ихъ им$- 
ется такимь образомъ ф (т) (5 67, 7). 


4_ Мы легко убЪждаемся въ справедливости прелложешя пункта 2 
въ простБйшихъ случаяхъ: при #=1 и т==2 мы имфемъ исключительно 
рашюональныя значеня корней Ти — 1; при т =3 мы имфемъ корни 


п 
2 р = 


о 5 


которые получаются при помощи двучленнаго уравненя ^? {- 3 =0 \). 
Корни четвертой степени изъ 1, именно Ги — 1, получаются изъ двучлен- 
наго уравненя х?--1 = 0. й 

Мы можемъ поэтому воспользоваться совершенной индукщшей, а 
именно допустить, что предложеше доказано для всфхъ показателей т, , 
меньшихъ 71. Если намъ удастся доказать нашу теорему въ этомъ прелпо- 
ложени, то она будетъ доказана вполнЪ. ЗдЪсь нужно, однако, различать 
два случая. 


5. Допустимъ сначала, что 1 есть число составное и 71 = рии, 
гд$ р простое число, т; > 1, такъ что т «тир<ит. 

Если г есть корень 1-ой степени изъ 1, то т? = а представляетъ 
собой корень изъ 1 степени 7и, и, слЪловательно, согласно нашему пред- 
ноложеню, можеть быть выражено въ радикалахъ. Но въ такомъ случаь 
г есть корень двучленнаго уравненя д? — а==0; если только а не прел- 
ставляеть собой р-ой степени числа, принадлежащаго посл дней области ра- 
цональности. то это уравнене ненриводимо въ этой обласги. Такимь 
образомъ число г также выражается въ рацикалахъ. 

Если же а =’, т. е. представляеть собой р-ую степень числа, ра- 
шональнаго въ нашей области, и 4 есть корень р-ой степени изъ 1, то 
т= 45; а такъ какь р<т, то 4, согласно допущенйо, также выражается 
въ радикалахъ. 


6. Остается изслфдовать второй случай, когда т есть простое 
число. Въ этомь случа всф корни изъ 1, кромЪ 1, являются первооб- 
разными. Если, поэтому, обозначимъ одинъ изъ нихь черезъ г, скажемъ, 


2" 
78 


о ЕЕ 
ее 
т 


то всЪ первообразные корни 1-ой степени будуть: 


И ово (1) 


1") Т.е. пугемь прюоб:щеня радикала о 
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Если числа К и {’ отличаются другь оть друга числомъ, кратнымь п, 
то №==1". Мы получимь поэтому всЪ корни (Т) и вь томь случаъ, 
если составимь рялъ 

7№ И 5 (2) 


гдЪ Д:, К, Аз... Ёю 1 суть любыя (т — Т) чисель, которыя своими 


остатками (или вычетами) по модулю т имфють числа 1, 2, 3... Ш— 1. 
Числа (2) представляють собой корни уравненя (и1— 1)-ой степени 

2 1 = 

Е - — 4-1 лм ТА А! — 0. (3) 

а 


Корни этого уравненя можно расположить въ такомъ порялкЪ, что 
каждый изъ нихъ представить одну и ту же степень прелыдущаго корня, 
а первый корень представить такую же стенень послЬдняго. Такое распо- 
ложене называется никлическимъ. 

Чтобы это доказать, возьмемъ первообразный корень х по модулю 11. 
(См. приложене 1Х въ коицЪ книги). Тогда между вычетами степеней 
числа с 
о в 
каждое изъ чиселъ 1, 2, 3... т—1 содержится одинъ разъ. Сооб- 
разно этому числа (1) отличаются развЪ только порядкомъ отъ чиселъ 


© 02 ‚3 от—% 
к (4) 


ПослЪдня числа вь томь же порядкф мы для краткости будемъ обозпа- 
чать черезъ 
бу бло оо 5 (5) 

Въ этомъ ряду каждое число представляегь собой х-ую степень преды- 
лущаго, а первое опять таки о-ую степень послфдняго, такь какъ по 
теорем Фермата 5” 1 ==1 (то4. #). 

Пусть теперь = булетъ одинъ изъ корней (111 —1)-ой изъ 1 степени. 
Такъ какь т— 1< Ш, то, въ силу нашего допущены, = выражается вь 
радикалахъ. : 

Мы прююбщимъ число = къ области рашональности и разсмотримъ 


функию 
ий (г) Е т ЕТ = вы = С + 8-е т— 2 а 
въ виду значеня (4) чиселъ (5) это есть рашональная функшя оть г. 
Если мы здЪсь замфнимь г черезь г, = 1", то г, перейлетъ въ 
117 = Г», Го перейдеть въ 1, -. Рио Перейлеть во 
получаемъ такимь образомъ: 
я, РЕ |... о 


а такъ какъ &"—1 — |, то 
ФС) == 0). 


Такимъ же образомъ 


фед ==), фо ==фо) .... 


Воберъ Энциилоп. элемент. алгобры. 26 
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Отсюда слфдуетъ, что 


фо фи... ф-т, 


а потому 
1 у В 
ф @)”' ие — и у (г)” 1 | ф (а и ри | ф ре 


Правая часть этого равенства представляеть собой симметри- 
ческую функцию корней г, Г., Г»... Гоа; ВЪ силу основной теоремы 
о симметрическихь функшяхъ ($ 64, 3), она можеть быть выражена ра- 
цонально въ коэффишентахь уравненя. Но выражеше это, кромЪ ра- 
щональныхъ чиселъ, содержить также количество =. Такимь образомъ 


ий ("1 —. [, 


гдЪ А есть число, приналлежащее области ращональныхъ чиселъ, расши- 
ренной прюобщенемъ къ ней числа =. ВмБстЬ съ тфмъ опрелфленше 
числа \ (г) приводится кь извлечению корней, показателями которыхъ слу- 
жатъ простые множители числа и-—1. Если бы одно изъ двучлениыхъ урав- 


ненй вида ^’—а=0, къ которымъ мы такимъ образомъ приходимь, 


а 
оказалось приводимымъ, то вмЪсто радикала у а, какь показано въ п. 5, 


появилось бы одно изь значенй р-аго корня изъ 1, которое, по допу- 
щенйю, выражается въ радикалахъ. 

Изъ всего сказаннаго вытекаетъ, что числа ф(г) выражаются 
въ радикалахъ. 


8. Имется (т— Т) корней (=) (т— 1)-ой степени изъ 1; это суть 
корни уравненя х”_'-- 1==0, въ числЬ которыхъ имфется и 1. Въ 
этомъ уравнени всф козффищенты. кромф перваго и послЪдняго, равны 
нулю. Сообразно этсму изъ формулъ Ньютона ($ 65, (6) ) слБдуеть, что и 
суммы одинаковыхъ степеней корней этого уравненя $1, 5. 53... би 


равны нулю, такъ что 


Х=Е—0. Х=—0 


з р 0: (6) 


гдЬ суммованя распространяются на всЪ значеня корней :. Теперь, чтобы 
подчеркнуть зависимость числа {ф (г) оть &, положимъ: 


г ел, =, , .. НЕ” ти == (т, =). (7) 


Если мы теперь дадимъ = всБ его (т--1 значейй и составимь сумму 
У ф (г, 9, то, вь виду соотношенй (6), мы получимъ: 


1 
ве У г . 15 
п Ве (8) 


15) ЕСЛИ &, =, & ... =и_о СУТЬ корни (м — Г)-ой степени изъ 1, то, согласно 
обозначению (7`, 


м РАЗ 
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число 7 выражается, слЪдовательно, въ радикалахъ, и наше предложеше 
такимь образомъ доказано. 


9. Сообразно этому опредфлеше п. 1-аго можно развить слЪлующимъ 
образомъ. 

Число называется метациклическимъ или выражающимся 
въ радикалахъ, если оно можетъ быть выражено помощью по- 
слЪдовательнаго пр!общен1я корней двучленныхъ уравнен!й вида 
х" =а, независимо отъ того, приводимы ли послЪдн!я или нфтъ. 

Въ самомъ ДЬлЪ, если а=[”, гдЪ Ё есть число предшествующей 
области ращюональности, то мы положимъ х=ру и тогла получимъ урав- 
неше }* — 1—0, которое рЬшается въ радикалахъ. 


$ 104. Уравнеше пятой степени вь общенч, вид не разрЪ- 
шаетея въ радикалахь. 


1. Пусть /(х) будеть неприводимая функщя съ ращюональными ко- 
эффищентами, степень которой выражается простымъ числомъ пн. Пред- 
положимъ, что функщя эта разлагается на множителей, по прюбщени 
ряда раликаловъ ‘которые въ данномъ случаЪ могуть имть какъ веще- 
ственныя, такъ и мнимыя значеня). Составимъ новую область рашональ- 
ности, пробщивъ всф необходимые для разложеня радикалы, кромЪ по- 
слфлняго. Въ этой области функцЯ (0) еше остается неприводимой. 
Если область, составленная такимъ образомъ, не содержить корня и-ой 
степени изъ 1 (=), то мы пробщимъ и его 15). Однако, и посл этого 
функщя останется еще неприводимой. Въ самомъ дЪлЪ, какъ показано 
въ предыдущемь параграфЪ, корни = выражаются въ раликалахъ, показа- 
тели которыхь ниже И; между тфмъ, согласно 5 101, 6, разложене 
фуикши н-ой степени можеть быть обусловлено только пробщенемъ 
радикала п-ой же степени. [рробщене же лишняго раликала никогла не 
можеть помшать дфлу !"). 


я о т—2 ра 
О 
Вл. А ыа 
пе, Ра р. Ра” “ги = (к, в,) 


я = Б = я .т—® г. ры 
г аЕ п Га НЕ  т—2 !2 =Е ма - Зт—® т = (”, т). 
Складывая эти равенства и принимая во вниман!е соотношеня (6), мы и получимъ 


равенство (8), Такъ какь каждое изъ чиселъ '\ (›,е) выражается въ раликалахъ. 
ТО И г выражается въ радикалахъ. 


') Замётимъ, что прюбщене одного корня и-ой степени изъ 1 влечетъ за 
собой пиюобщеше остальныхъ. такъ какъ при простомъ п вс н-ые корни изъ 1 
(кромБ 1) иервсобразные и потому представляютъ собой степени любого изъ нихъ. 

") Мы прюб:цаемъ иррашональность =; это, можеть быть, и не нужно для 
того, чтобы функщя разложилась на множители, но мы производимъ это расшире- 
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Итакъ, число Е мы относимъ къ „предшествующимъ радикаламъ®. 

ПослЪднЙ же радикалъ, обусловливаюцИЙ разложене функи, какъ уже 
было сказано выше, долженъ быть п-ой степенн. Пусть это будетъ 


г-= 6. 


Раликалъ г не выражается ращонально въ предыдущихъ раликалахъ, а 
потому ( не представляетъ собой п-ой степени нфкотораго числа © нашей 
области, ибо иначе число г — = также принадлежало бы этой области. 


2 Такъ какъ функщя д” — 0 неприводима. то, въ силу предложеня 
параграфа 101, 5, мы можемъ въ каждомъ уравнени, содержашемъ г, 
замфнить г черезъ г. Ех, ... 5" 1. 

Если поэтому, въ частности, для какой либо ращ1ональной 


функши ф 
фот =ФЕ, 


то имЪфютъ м5сто также соотношен1я: 


ф(Ег) = ЕР) = ф (а) = .... — (=, 
а потому число ф(т) также принадлежитъ той же области ра- 
и1ональности (5 101, 4). 


3. Игакъ, согласно пашему допущенйо, функщя 1) разлагается 
на множителей по прюбщен радикала г; пусть С т) будеть одииъ 
изъ множителей функши /(^) !8), который неприволимь и посль 
прюбщенЯ радикала т. Коэффащенть при высшемъ членБ мы будемъ 
постоянно считать равнымъ 1. 

Но если Е г) есть лБлитель функщи У, то, какъ было по- 
казано въ $ 101, 6, функщи 


Е, Пет ал. (1) 
также суть дфлители функщи ] (^;). ВсЪ онЪ, какъ и (хх, г, неприводимы !); 


не области въ видахъ дальнЪйшихъ разсужденй. ДБлу же эту не мЬшаеть: если 
функшя окажется разложимой въ н5котороЯ области, то это разложеше, конечно. 
останется въ силЪ, если область будеть расширена прюбщенемъ н$сколькихь 
лишиихь радикаловъ. 

18) Такъ какъ разложене наступаеть только послБ прюбшеня радикала г. 
то каждый множитель необходимо зависить оть г. почему одинь изь нихъ обо- 
значень черезъ / (х, г). 

13) Въ самомъ дЬлЪ, допустимь, что фуикшя ЛС, 59] разлагается на множи- 
телей, т. е что ы ы 

о, в, 2) 51), 


Въ такомь случаф, замЪняя здЬсь г черезь =" *+ ($ 101,5), мы получимъ: 


Дак, к) Да (5, =") Л бы"), 


что противно условйю. 


тео ча 
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кромБ того между ними нфть тождественныхъ, ибо, еслибы между ними 
были дв тождественныя функщи, то онф были бы всЪ тождественны 79), 
а потому выражались бы ращонально вь области, еще не содержашей 
радикала г ($ 101, 4); между тфмъ это противорфчить допущен, что 
функшя У) допусказть разложене только по прюбщеши радикала г. 
Отсюда вытекаетъ, что никаюя двф изь функшй (1\. не могуть имЪть 
общаго дфлителя, ибо таковой выражался бы рашонально въ зависимости 
оть г ?1\ и входилъ бы въ составь одной изъ неприводимыхъ функщи (1). 
Произведене же 


Ив) (г | (к) / о еее я... РобЕ (2) 


иметь ращюнальное значеше, а потому дЪфлится па }(х); а такъ какъ 
оно не имЪфетъ никакихъ иныхъ множителей, кромЪ тЪхъ. котсаме содер" 
жатся въ функщи }[(х). то оно представляегь собой степень функши {{^) 
($ 101, 6). Но вь данномъ случаЪ это должна быть первая степень 
функши мы ибо линейный множитель, который вхолилъ бы въ ‹составъ 
функши Ё(х) нфсколько разъ. долженъ былъ бы принадлежать по край- 
ней мфрЪ двумь функщямь (1), что не можеть имфть м$5ста. Итакь, 


ЕЕ ЕВ ТО № (3) 


множители же а. т) суть линейныя функщи относительно х. Мы по- 
лучимъ поэтому корни функши и №), если приравняемъ нулю множителей 
Г, г); такимъ образомъ, наприм5ръ: 


д = бо жи и? Рзг"--.... Ри" (4) 


Гл 0. 2%. %....@„_1 суть числа, принадлежация предпослЪдней об- 
ласти ращональности. 


4 Функшя п-ой степени /(х) должна имфль по крайней м5рЪ 
одинъ вещественный корень, такъ какъ и есть число нечетное, а 
мнимые корни распадаются на сопряженныя пары; она можеть поэтому 


2, Въ самомъ дфлЪ, допустимъ. что иметь мЪсто тождество 


Ре, =) == Е, =»). 


-я— 


Замбняя злЪсь г черезъ =” "", получимъ: 
АС, #) =Х(х, ВЯ) 
г А—и--) — & Замфняя здЪсь вновь и черезъ =^^, получимъ. 
Дак, г) — (ах, вв) = Ух, =) = ах, ЕВА... Их, 8»), 
Такъ какь вычеты чиселъ Х, 2%, ЗЁ.. ‹п ПА по модулю и проходять черезъ всЪ 
значевя 1, 2, 3...(» 1, то посльлнее равеиство обнаруживаетъ, что всЪ функ- 


ши \[‚ тождественны между собой. 


1 Такъ какь его можно было бы найти посл$довательнымъ дфленемь, 
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имьть либо только вещественные корни, либо два мнимыхь и Н— 2 ве- 
щественныхъ, либо четыре мнимыхъ и п—4 вещественныхъ и Т. д. 

5. Мы предположимъ, что послфдовательное прюбщене радикаловъ 
происходитъ такимъ образомъ, что вслфдъ за каждымъ радикаломь р, не 
вызывающимъ еще разложеня функши и имфющимъ мнимое значене, пр!об- 
щается сопряженный съ нимъ радикалъ р’. Это всегда можно слфлать, 
такьъ какь прюбщенше радикала, который можетъ оказаться лишнимъ, 
ДФлу не вредитъ. 


Же 
Въ этомъ предположении, если г = у @ есть первый радикалъ, обу- 
словливающйй уже разложеше функши, то здбсь могутьъ представиться 
слфлующе случаи. 
1) 0 есть число вещественное; такъ какъ & принадлежить области 
ращональности, то и г можно считать вещественнымъ 23). 
Если тогла х. есть вещественный корень функщи —. (^), то и коэф- 


фищенты бр, 1, % ... „1 ВЪ выражени (4) должны имбть веществен- 
ныя значення; въ самомь дЪлЪ, если бы это были комплексныя числа и 
0%’, 21’, а... @„_1 были бы сопряженныя съ ними числа, то мы имфли 
бы также: 


д ==а ао а... а", 3) 
а вслфдстые этого 
(а) Нево) а... аи" и) т" —1=0. 
Но такъ какь функшя х"_ 6 неприволима, то это равенство можетъ 


имЪть м5сто только въ томъ случа, если 


9—9 =," = 0—0 ==... 20 1—1 ==0, 


то есть когда всЪ коэффищенты 2; имфють вещественныя значеня 24). 
Остальные корни выражаются тогда формулами: 


== о Е ог о Зв... = ла", 
хз == оо + ог = =... ба ее (5) 


= Е =—1 ра г 52 (—1) 6, у =3 0—1 аа з-- т -- =—0®—0 т р з 


2”) Если © есть абсолютное значеше (модуль) числа 0, то любое значене г ради-` 


кала уз можетъ быть представлено въ видЪ = уе ; такъ какъ = принадлежить об- 
ласти рацюнальности, то прюбщить приходится лишь уе. т. е. вещественное число. 
23) Равенство (4), какь и всякое численное равенство, остается Въ силБ> 
если въ немъ замфнить Ё черезъ — 1- 
21) Это вытекаеть изъ основной теоремы. доказанной въ пунктЪ 6 $ 63-го. 
Еслибы всЪ коэффишенты этого равенства не обращались въ нуль, То 5—0 
должно было бы дЪлиться на лфвую часть этого равенства. . 
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вс эти корни, какъ показано въ п. 3, отличны другъ отъ друга и 
отъ 1. 


Съ другой стороны, д 
#— 


ВЫ Вова @ 
суть мнимыя числа, соотвфтственно сопряженныя 25) съ числами: 
я-ы 
и 
Поэтому и 
Жо А) М 
2 
суть мнимыя числа, соотвфтственно сопряженныя съ числами: 
Ану Хи >. Лица 
2 

Итакъ, въ этомъь случа функщя 7 имфетъ 1 веществен- 
ный и Н-1 попарно сопряженныхъ мнимыхъ корней. 

2) Если 0 есть число мнимое, а 60’ есть число, сопряженное съ 6, 
то фупкшя ^” — 0 имфетъ исключительно мнимые корни; каждому изъ 
этихъ корней г отвфчаеть опредфленное сопряженное число 1’, которое 
служитъ корнемъ уравненЯ л”— 0’-=0; вмЪстЪ съ тёмъ 


ыы 
Е И — у 80’ — К. (6) 
ИмЪя это въ виду, мы вмЪ$сто радикала г пробщимъ сначала веществен- 
ное число К, если оно уже не содержится въ области ращональности 


Здфсь вновь приходится различать два случая. 

а) Пр1общен{йе числа Л уже вызываетъ разложен!е функщи 
[(х). Тогда прюбщене числа г уже излишне, а такъ какъ Ю есть веще- 
‘ственный радикалъ, то мы находимся вновь въ услоНяхъ случая 1). 

Ь) Прробщеше числа К еще не вызываетъ разложен!я функ- 
ци у; сюда относится и тотъ случай, когда К имфеть рашональное 
значене (какъ это, напримБръ, имЪфетъ м6сто въ формул Кардана для 
кубическаго уравнен). 

Тогла пробщене радикаловъ у еще необходимо для рЬшеня урав- 
нешя; но вмЪстЪ съ радикаломь г прюобщается и сопряжениое съ нимъ 
число г’ — А/и. 

Если въ этомъ случаЪ х, =Ф(у) иметь вещественное значене, то 

уе=уфу(‚): ® <) 
здЪСь в обозпачаеть функщю, которая получается изъ функши ф такимь 
образомъ, что мы замфняемъ всф ея коэффищенты соотвфтственно сопря- 


*®) Ибо произведеня соотвфтствующихъь чиселъ равиы 1. 
28) См. примБчанЕ ?*). 
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женными числами, которыя. согласно нашимъ условямъ, принадлежать 
той же области ращональности. 
Но равенство (7) остается въ силЪ, если въ немъ замфнить г лю- 


бымъ изъ корней Ги, Г», !з,.-.., Г. Фунюши д" 0; а такъ какъ, въ 
силу соотношенй (6), и К:г;—г;’, то 

фи) =У 0), 0) =), ... 90, ) = У; 
это значить, что всф п чисель ф(р), ф(т,), Ф(.),..., ф (1) имють 


вещественныя значения 27). 

Функц1я О. иметь въ этомъ случа н вещественныхъ 
корней. 

Для случа п-==5 мы получаемъ, такимъ образомъ, слфдующее 
предложен:е. 


6. Неприводимое уравнен!е 5-ой степени съ веществен- 
ными коэффищентами. разрЪъшимое въ раликалахъ, иметь либо 
5 вешественныхъ корней, либо 1 вещественный и 4 мнимыхъ 
корня, но пикогда пе можетъ имЪть 3 вещественныхъ н двухъ 
мнимыхъ корней *). 


7. Чтобы доказать. что не всякое уравненНе 5-ой степени разр- 
шается въ радикалахъ, намъ остается только обнаружить, что существуютъ 
неприводимыя уравненя 5-ой степени съ вещественными рашональными 
коэффищентами, имфюшя 3 вещественныхь и 2 сопряженныхъ мнимыхь 
корня. Это можно показать на безчисленныхъ примфрахъ, которые очень 
легко составляются. 

Такъ напримфръ, какь мы раньше видЪфли ($ 63, 4), Функшя 


1 () =№—4х—2 


неприводима. Кром того функшя /(х) не можетъ имфть исключительно 
вещественные корни. Въ самомъ дл, въ функши ый (х) отсутствують 
четвертая и третья степени х; слфдовательно, по формуламь Ньютона, 
не только сумма корней, но и сумма ихъ квадратовъ равна нулю Это 
не могло бы имфть мфста, если бы всЪ корни были вещественными числами. 
Сьъ другой стороны, 


{(—-2) = — 26, /(— 1) = 1, /(1)=Ь—5, (2) =-[ 22. 


Длях— —2, —1,1, 2 функшя }(х) имфетъ поперемфнно то отрицательныя, 
то положительныя значеня; слфловательно, когда х переходить оть — 2 до 
+2, /‹х) должна обращаться въ пуль три раза. Это значить, что Ре 


27) Такъ какъ они не мняются, когда # мъняется на — 1. 
*) Эта теорема принадлежить „7. Кронскеру (1.. КгопесКег). 
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имфетъь три вещественныхъ и два мнимыхъ сопряженныхь корня; поэтому 
она не разрышима помощью радикаловъ. Въ $ 93 мы приближенно вы- 
числили какъ дЪйствительные, такъ и мнимые корни функши / (^^). 


8. Замфчан!е. При такомъ доказательствь нфгъ необходимости 
опираться на существоване корня уравненя пятой степени. ДЪйствительно, 
если бы уравнеше пятой степени не имфло корня, то оно не было бы 
разрЬшимо въ радикалахъ; если же существуеть одинъ корень, то суще- 
ствуютъ и чегыре остальные. такъ какъ, если х, есть этотъ корень, то 
Ех) 
хх 
раликалахъ и имфетъ четыре корня. 


==0 есть уравнене четвертой степени, которое разрфшимо въ 


9. Первое точное доказательство невозможности рЪшить уравнене 
5-ой степени вь общемъ вид дано было Абелемь (АБе). Оно поло- 
жило конець многочисленнымь напраснымъ попыткамь ин обманутымъ 
ожиданямъ найти это рёшене. Упомянутое доказательство было первымь 
научнымь трудомь великаго изслЪдователя. 

Въ знаменитой своей стать въ первомь том$ журнала Крелля 
Абель ставить вопросъ н$фсколько въ иномъ видЪ, чфмъ у насъ. Онь 
спрашиваегь, можно ли съ помощью знака извлечешя кория составить 
выражене для х, въ функщи пяти неопредЪленныхъ чисель 4,, @., аз, 
а., аь, удовлетворяющихь уравненю 


да, м“ -Ё а, хз а Рака = 0. (8) 


и отвфчаетъ на этотъ вопросъ отрицательно. 

При этомъ остается невыясненнымъ, нельзя ли для всевозмож- 
ныхъ цфлыхъ значенй 4, 45, аз, а4, а: рРЪшить уравнеше (8) по- 
мощью извлеченя корня изъ разональныхъ чиселъ. У насъ же этоть 
вопросъ рЪшается, одновременно съ главнымъ положенемъ, въ отрица- 
тельномъ смыслЪ. 


ГЛАВА ХХИ. 


Изъ исторш алгебры. 


5 105. Основные моменты въ исторш учен1я объ алеебраическомтъ 
ртеши уравнении. 


1. Въ древности было извфстно много знамепитыхъ задачъ, приво- 
дивщихъ. по современному выражению, къ уравнейямь высшихъ степеней, 
которыя не удавалось разршить при помощи циркуля и прямой линейки. 
Укажемь здЪсь задачу объ удвоенш куба, о трисекщи угла. задачу Ар- 
химеда о раздлени шара плоскостью на двЪ части, объемы которыхъ 
находились бы между собою въ данномъ отношени. ВсЪ эти задачи мо- 
гутъ быть разрфшены при помощи коническихъ сБчешй; онЪ послу- 
жили поводомъ къ изученю еще другихъ кривыхъ: циссоила Доклеса 
(ок. 180 г. доР. Х.), конхоида Никомеда (ок. 180 г. доР.Х.\ и др. также 
примфнялись для рфшен я этихъ задачъ. Однако, самыя замЪфчательныя 
работы въ этомъ направлеши касаются коническихъ сфченй и принадле- 
жать Аполлонйо !). Въ нихь мы въ первый разъ встр$фчаемся съ зада- 
чами, приволящими. выражаясь въ нашей терминоломи, къ уравненйо 
четвертой степени. Ему уже извЪстно, что два коническихъ сфченя могутъ 
пересфкаться не боле, какъ въ четырехъ точкахъ, что коничесюя сЪ- 
ченя, касающщяся другъ друга въ одной точкф, могуть пересЪкаться не 
больше, чфмъ въ двухъ точкахъ, что точекъ соприкосновешя двухъ ко- 
ническихь сфчешй не можеть быть больше двухъ, —а также и друмя 
подобныя свойства этихъ кривыхь. Это, въ сущности, не что иное, какъ 
теоремы относительно корней уравненя четвертой степени и совнаденя 
двухъ такихъ корней. Особенный интересъ представляеть собою пятая 
книга Аполлон, дошедшая до нась не на греческомь языкЪ, а въ пере- 
водЪ, слЬланномь Борелли |ВотеШ) съ арабскаго (Флоренмйское издание 
этой книги на латинскомъ языкф появилось вь 1661 году’. 


1) АполлонНй изъ города Перги въ Памфили жилъь п работалъ въ Але- 
ксандр!и. Главныя его работы относятся къ эпохЪ царствовашя Птоломея Филопа- 
тора, умершаго въ 205-мъ году до Р. Хх. 
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Въ этой книг АполлоИ разсматриваетъь задачу о наибольшихъ и 
наименьшихъ разстоянйхъ данной точки отъ периферии коническаго с%- 
ченя, или другими словами, задачу о проведеши нормалей къ кониче- 
скому сфченйо; задача эта имфетъ, такимь образомъ, интересъ прежде 
всего для ученя о наибольшихъ и наименьшихъ величинахъ. 

Алгебраически эта задача приводить къ уравненйю четвертой степе- 
ни; у Аполлоня это выражается въ томъ, что основавя нормалей опред?- 
ляются имъ, какъ точки пересфченя даннаго коническаго сЪченя съ равно- 
бочной гинерболой. Однако, АполлоНй знаеть и примфняетъ въ этихъ 
изслфдовамяхъ также и дискриминантъ биквадратнаго уравнения, т. е. ему 
извЪстно геометрическое мфсто точекъ, для которыхъ дв$ нормали со- 
впалаютъ въ одну. Совершенно въ смысл современной аналитической 
геометри онъ даетъ для каждой абсциссы нфкоторую ординату, ло ко- 
торой можетъ доходить точка, если изъ нея еще можно провести четыре 
нормали къ коническому сЪфченйо; если его построене перевести на нашь 
языкъ, то получится просто уравнене развертки коническаго сфченя. 
Это построеше зависитъ отъ кубическаго корня, который, какъ вЪ задачЪ 
Гиппократа ') объ удвоенми куба. опредфляется двумя средними пропор- 
щональными. Въ дошедшемъ до насъ текстЪ нфтъ никакихъ указанй на 
то, чтобы Аполлон считалъь совокупность этихъ точекъ кривой линшей. 
Но, можеть быть, въ нашемъ распоряжени находится не все. что оста- 
вилъ послф себя АполлонЙ; такое предположене подтверждается тфмъ 
обстоятельствомъ, что въ конц пятой книги минимальныя лини разсма- 
триваются очень подробно, тогда какъ максимальнымъ линямъ, получаю- 
щимся тЬмъ же самымъ построеншемъ, удфлено очень мало мфста. Это 
вообще не отв$чаеть обыкновеню грековъ, которые при изслфдовати 
задачи всегда разсматривают всф возможные случаи съ одинаковой 
тщательностью- 


2. Мы обходимъ постепенное развите поняття объ алгебраическомъ 
уравнеНни и лишь попутно упомянемъ объ открыми рЪшеня уравненя 
3-ей и 4-ой степени въ ХУТ столЪии 7). Нужно, однако, назвать Еета, 
прелшественника современной алгебры, который первый высказалъ 


*) Гиппократь родился на о-вф Хюсф; жилъь въ Аеинахъ во второй поло- 
винЪ У-го столЬия до Р. Х. 

2) Первымъ открыль рЫшенше уравненй 3-ей и 4-ой степени С. Ферро 
(Зсплопе ав! Еегго), бывиий профессоромъ въ БолоиьЪ оть 1496 до 1526 г. Од 
нако, на этой почвЪ разгорЕлся рЕз&Й и нскрасивый споръ о прюритетЪ между 
1еронимомт Кардано (Еегопутиз Саг@апиз, 1501—1576. Пашя, Римъ) и Нико- 
лаемь Тарталья {1500 1557, Брения, Венешя). Кардано въ своемъ сочинпени 
„А1з шавпа“ (МагтЪего, 1545) опубликоваль ршене уравнены третьей степени; 
отсюда сохранившееся еще по настоящее время выражеше „формула Кардана“- 
Ученикъ Кардана, Луиджи Феррари (1522—1565, Болонья, Миланъ) открыль р%- 
шеше уравнешя четвертой степени. 


412 $ 105 


предложене, что каждая задача, приволящая кь уравненйо третьей 
степени, либо рфшается при помощи двухъ средне-пропоршюнальныхь, 
либо сводится къ трисекши угла. Кь первому классу относятся уравненя 
третьей степени, которыя имфютъ одинъ вещественный корень и могутъ 
быть рьшены при помощи кубическаго корня изъ веществениаго числа. 
(Уже древше привели Делйскую задачу къ нахожденио двухъ среднихь 
пропоршональныхъ: а:х = х:у=-у:ф, откуда хз — 226). Ко второму 
классу относятся уравнешя съ тремя вещественными корнями (сазиз Иитге- 
ис! ИЕ$), которыя не могутъ быть рфшены при помощи вещественныхъ 
радикаловъ, но приволятся, какъ показаль Еета, къ трисекши угла. Такъ 
какъ, съ другой стороны, уже тогда было извфстно, что уравнене чет- 
вертой степени приводится къ квадратнымъ и кубическимъ уравненямъ, то 
тоть же выводъ быль раслросграненъ и на уравнеше четвертой стенени. 
Этимъ былъ выясненъ трулный вопросъ о томъ, какимъ образомъ можно 
оть кубичныхъ корней изъ мнимыхь чисель прйти къ вещественнымъ 
числамъ. Вс эти предложеня позже были значительно обобщены Абе- 
лемъ (Абе!) и распространены па большую категорио уравнейй боле 
высокихъ степеней, которыя въ настоящее время извфстны подъ пазва- 
немъ „Абелевыхъ уравнен!й“. 


3. Сь этого времени дальнфИшее развиме ученя объ алгебраиче- 
скихъ уравненяхъ расчленяется въ два различныхъ направленя. Первое 
направлене имфеть своею цЁлью дать способы вычислить съ любымъ 
приближешемъ численное значеше корней уравнены, коэффишенты кото- 
раго численно заданы: для практическаго примфненя алгебры эга сторона 
дла имфеть наиболфе важное значеше. Уже давно было извЪстно, что 
функшя У имфющая при х=а и х==ф значеня противоположныхь 
знаковъ, обращается межлу аи Р въ нуль, т. е. имфегъ въ этомъь ин- 
тервалЪ по крайней мфрф одинъ, вообще же нечетное число корней; въ 
этомъ содержится уже принципъ, по которому путемъ послфдовательнаго 
дъленя интервала можно неопрелфленно приблизиться къ корнямъ. Од- 
нако, чтобы избЪфжать лишнихъ вычислешй, было существенно важно 
отдфлить корни, т. е. установить интервалы. въ каждомь изъ которыхъ 
содержится только по одному корню, или по крайней мЕрЪ точно уста- 
новить, сколько корней содержится въ данномъ интервалЪ. Это, олнако, 
долго не удавалось. 


Правла, можно было указать верхнй и нижн@ предфль положи- 
тельныхъ корней; былъ также извфстенъь рядъ теоремьъ, опредфлявний 
число корней, содержащихся вь данномь интервал до н$фкотораго четиаго 
числа, которое лишь въ частныхь случаяхъ обращается вь нуль. Сюда 
относится правило Декарта, которое мы изложили въ параграфЪ 91, 
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далфе болфе сложная теорема Ньютона, теорема Бюдана и Фурье, теоре- 
ма Ролля !). 

Точный, хотя практически врядь ли примфнимый пр!емъ рфшеня 
этой задачи былъ указанъ Варингомь 2), а позднБе былъ вновь от- 
крытъ Лагранжемъ 3). Премъ этоть основывается на томъ, что соста- 
вляется уравненше, корнями котораго служать разности корней даннаго 
уравненя, а затфмъ разыскивается нижнЙ предфлъ положительныхъ кор- 
ней этого уравненя. Если А есть этотъь нижнй предфлъ, то интервалъ 
разм5ра А можетъ содержать не боле одного корня. 

ВполнБ удовлетворительное рфшене задачи прелдставляетъ собою 
теорема ЦНурма 4), которую мы изложили въ параграфЪф 92-омь. Работа 
Шмтурма написана по инищативЪ Фурье и стоитъ въ связи съ нфкоторыми 
изслфдовашями въ области математической физики, напримфръ съ вопро- 
сомъ о томъ, сколько узловь можеть имфль натянутая колеблющаяся 
струна; связь между этимъ вопросомъ и задачей объ опредфлени числа 
корней алгебраическаго уравненя совершенно очевидна. 

Кронекеръ, который изъ принцитальныхь соображенй вовсе 
не употребляеть ирращональныхъ чиселъ (см. приложеше Ш), вынужденъ 
дать задач$ другое выражене, такъ какь онъ не только не можетъ 
пользоваться теоремой о существованми корня, но и вообще не мо- 
жетъ говорить о корнБ уравненя. Онъ поэтому только обнаружи- 
ваетъ, чго при помощи ращональнаго вычисленя можио найти такое 


1 в: 
цфлое число х, что въ интервалЪ, имфющемъ размфръ ‚ функщя / (х) 
у 


можетъ перемБнить знакь не боле одного раза. Этимь достигнута та-же 
цфль, что и методомъ Варинга-Лагранжа 3). 


4. Другая ифль, которую алгебра себф ставитъ, иметь болфе 
теорстическое значене и огиосится къ алгебранческимь законамь, выра- 
жающимъ зависимость корней уравненя оть коэффишентовъ. Совер- 


', Ньютонъ „Антейса итуегсаН$“; теорема доказана Сильвестромъ 
(Зу1уечег), ТгапзасНоп$ оЁ Ше И15Н Асадещту +. 24 (1871); Бюданъ (Ви@ап), М№опуеПе 
шефо4е роиг 1а гезошНоп 4е$ 64иаНоп$ питбёйаие$ (1803); Фурье (Еоцнег) Апа- 
1узе 4ез вдиаНоп$ аеенитее$ (1831). Ролль (КоПе) 1652 1719, Тгайё 4’Арёе 1690. 

?, Варингъ. (Е. \Майпр) Мейй. аюеьг. Сатфпаее. 1770. 

3) Лагранжъ. (1. Еазгапзе). Ое 1а гезошйоп 4ез СдизНоп$ питбтаиез 4е 
1015 1е5 Чертез Райз 1798 (рез. \УМеще Ва. Ш). 

“) Штурмъ (Ласоб Кай Егап2 Зшит) родился въ ЖеневЪ въ 1803 году: 
умеръ въ НарижЪ въ 1855 году. Работа Штурма появилась сначала въ журналЬ 
„ВиШени @е ЕСгиззас“ 1829, а затБмь въ „Отчетахь Парижской Академи“ въ 
18385 г Н$мецюй переводъ, принадлежащий Леви (Гое\му), вошелъ въ составъ Ост- 
вальдовскаго издан я классиковъ (О$\уа!@$ Каз ег № 143, 1904). 


ъ) 1. Кгопескег „ Оебег деп ХаШерий“, СгеНез Зошга! Ва. 101, 1887. 
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шенно естественно, что усибхъ, достигнутый при рЬЫшени уравнены 
третьей и четвертой стенени, постоянно побуждаль математиковъ искать 
разрфшеня уравненшй боле высокихъ степеней и прежде всего уравнешй 
пятой степени; залача заключалась, конечно, въ томь, чтобы привести 
риене уравненя къ радикаламь. ИзвЪфсгно, что этимь вопросомъ зани- 
мался Лейбниць; въ связи съ этимъ стоить, очевидно, попытка ршенм 
этой задачи, которую Чирнгаузъ опубликовалъ въ 1683 году ). 

Онъ вводить въ уравнене новое неизвфстное; именно, если х есть 
корень уравненя 0% то онъ полагаеть у = ф(х), глЪ ф(х) есть 
функшя (н—1)-ой степени. Вь такомь случа \, вь свою очерель, 
удовлетворяеть н6которому уравненйо 1-ой степени, коэффишенты кого- 
раго зависятъ оть н произвольныхь коэффищшентовь функши ф. Затёмъ 
онъ старается опрелфлить эти коэффищенты такимъ образомъ, чтобы 
уравнеше для у приняло форму 1” — а. Этоть прИемь дЪйствительно ве- 
деть кь цфли для уравненй 3-ей и 4-ой степени; но при уравиеняхъ 
болЪе высокихъ степеней онъ ничего не даетъ. Тфмъ не менфе премъ 
Чирнгауза сохранилъ значене для современной алгебры, такъ какъ онь 
даеть средства приводить уравненя болфе выеокихъ степеней къ н$кото- 
рымъ нормальнымъ формамъ. Такъ. напримфръ, уравненя 5-ой степени 
приводятся къ такъ называемой Брингъ-Жерарловой формЬ хз--х{-а=0 
(Ср. Е. Кеш, Уопезипееп @Бег Чаз Шкозае4ег, Герию, 1884). 


5. Новый толчекъ къ изслфлованйо алгебраическихь уравненйй даль 
обширный мемуаръ Лагранжа, помбщенный въ трудахь Берлинской Ака- 
деми за 1770—71 г., подъ заглавемь „Ю6Нежспз зиг 1а гезоиНоп а5е- 
Биаие 4ез вдиа#оп$“. ЗдЪсь прежде всего сопоставляются мегоды, кото- 
рые служатъ для рёшены уравнешя 3-ей и 4-ой сленени и къ которымъ 
привели изслБдованя Эйлера, Безу (1766) и Варинга ‹1736 1798); оц$- 
нивается внутреннее значеше этихь методовь. Затфмь авторъ обобщаеть 
эти методы и показываегь, почему они непримБнимы кь уравненямь 
болЪе высокихъ степеней. Лагранжъ приходитъ при этомъ къ поняйю о 
резольвентахъ, которыя обыкновенно зависятъ, правда, оть уравнешй болфе 
высокихъ стененей, нежели данныя, но вь извфстномь смыслБ все таки 
даютъ упрощене задачи. 

Функшя корней уравненЯя, которая при перестановкахъ корней нпо- 
лучаеть опредфленное число различныхъ значенй, удовлетворязтъ урав- 
ненпо, степень котораго зависить отъ числа этихь значенй. Такъ какъ 
число перестановокъ й элементовъ равно н!. то функшя п корней урав- 
неня л-ой степени имфетъ не болЪе н! значенй и удовлетворяеть урав- 
ненйо соотвфтствующей степени. Но примфнеше резольвенть понижаеть 


*) Енгетёаеа \МаНоег уоп ТзсЬипвацз, 1651 --1708, быль въ дружескихь 
отношеняхь съ Лейбницемъ. 
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стенень этого уравненя ло (н—2)!, т. е. для уравненя 5-ой степени до 
6-ой степени. Эта работа дЪфлаеть Лагранжа предшественникомъ совре- 
менной алгебры, которая покоится на теорш групиъ перестановокъ и 
симметрическихъ функшй. 


6. Въ виду продолжительныхъ и многочисленныхъ безплодныхь попы- 
токь найти рьшене уравненя 5-ой степени, становилось все болЪе и болЪе 
сомнительнымъ, можетъ ли эта задача вообще быть разрфшена, правильно 
ли поставленъ вопросъ. Уже Гауссъ въ своей докторской диссертащи (1799, 
полное собран. соч. т. Ш, стр. 17}, въ которой онъ въ первый разъ 
даеть доказательство существованя корня алгебраическаго уравненя, 
высказынается по этому поводу очень опредфленно. Онъ подчеркиваегъ, 
что рьшене уравненй въ томъ видЪ, какъ его до сихъ поръ понимаютъ, 
представляетъь собой не что иное. какъ приведеше уравнен!я къ ряду дву- 
членныхь уравненй и что двучленныя уравнен отличаются отъ остальныхъ 
только большею легкостью численнаго ихъ разрЪфшения. Гауссъ указываеть 
вмЪстЪ съ тфмъ, что нфтъ никакихь основанй донускать возможность 
такого према лля уравненя любой степени. Онъ даже сообщаетъ здЪсь 
о дальнфЙйшихъ своихь изслБдовашяхь въ этомь направлени, которыхъ, 
однако, не оказалось ни вь опубликованныхъ имъ работахъ, ни въ бума- 
гахъ, оставшихся посл его смерти. Но за то уже въ 1801-омъ году въ 
своихъ „0154ш$Шопе$ а!тейсае“, въ главзфз о дфлени окружности на 
равныя части Гауссь даеть уже важный примфръ глубокаго анализа алге- 
браическихъ уравненй. Но такъ какъ уравненя, съ которыми авторъ 
иметь дфло, разрфшаются въ радикалахь, то вопросъ, поставленный 
Гауссомъ, остается здЪсь на заднемъ планф, тогла какъ на первое мЪсто 
выступаеть ряль выводовъ, относящихся къ алгебрЪ и къ теор чиселъ; 
въ частности, въ первой очереди стонть вопросъ о послфдовательномъ при- 
ведении ланнаго уравненя къ ряду уравненй возможно низшей степени. 
Гауссова теор дфленя окружиости на равныя части сдфлалась образчомъ 
для всфхь общихь алгебраическихь изысканй. Изъ замфтки, помщенной 
вЪ> „015915 юпез“, вилно, что Гауссъь получилъ тЪ-же результаты и въ 
другихь отлфлахъ, напримфръ при дБлени эллиптическихъ функшй; замЪ- 
чае это было понято лишь спустя нфсколько десятилЪЬ\И, когла Абель 
и Якоби разработали теорйо эллиптическихь функшй. 


7. Между тЬмъ въ Иташи была уже сдЪлана серьезная попытка до- 
казать невозможность рфшеня уравненй 5-ой степени. Попытка эта 
принадлежитъь Руффини и опубликована имь въ 1799-омъ году въ учеб- 
никЪ „Теоца оепегае ЧеИе Едиамот, ш сш 9 Чйпозма пироззЬИе 1а 
гезошлопе а!юеБгаса аеЙа ециатюп! оепегай 4 этафо зирепоге а! диацо“ 1); 


*) Руффини (Рафо Ки ть, 1765 -1822), быль собственио по призвав ю вра- 
чемъ, но впослфдств!и заиималъ ученую должность по математикЪ при универси- 
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въ пяти дальнЪйшихъ сочиненяхъ, посл$днее изъ которыхъ появилось 
въ 1813 г., онъ постоянно возвращается къ тому же вопросу. 

Руффини въ общемъ находится на правильномъ пути, такь какъ 
онь исходить оть изслфдован!я числа значенй, которыя можетъ принимать 
функщя отъ корней уравненя при перестановкахъ этихь корней; благо- 
даря этому онъ является первымъ обоснователемъ теор группъ. Олнако, 
его доказательства еще вызываютъ рядъ сомнфн!й; Мальфатти вскорЪ послЪ 
появлешя этихъ работъ высказаль эти сомнфН я и оспариваль полученные 
имъ результаты. Сверхъ того его изложеше мало доступно, а за предЪ- 
ламн Итали его работы почти вовсе не были извфстны. 

Въ 1815 г. Коши опубликовалъ работу „Зиг 1е пошбге 4е уасигз 
Чи’ипе Ююпсвоп реш асциетг, 1юг5ди’оп у реппше Че юшез 1ез шатшегез 
роз$Ыез 1ез адцат $, ди’еШе гефегтпе“, за которымъ позже (1844) послф- 
довалъ боле обширный мемуаръ, посвященный тому же предмету. ЗдЬсь 
въ первый разъ установлено поняШе о составлеши перестановокь и о 
группахъ; хотя понятя эти встрфчаются уже у Руффини, о которомъ 
Коши попутно упоминаетъ, но только здЪсь они дфйствительно положены 
въ основу цБльной теори. 


8. Значительный шагъ впередь алгебра сдфлала благодаря трудамъ 
Абеля (№е5 Непик АБе!) 

Абель родился въ деревиЪ Финё (Ртпб) въ Норвеми 5-го Августа 1802 
года и скончался 6-го Апрфля 1829 гола. По поводу столЪтняго юбилея со 
дня его рожденя его соотечественники .Гольсть, Шяёрмерь и Силовь 
(Но!5 ЗЮппег, 5У1ю\) опубликовали его письма, которыя воспроизводят 
чудный образъ этого юнаго ученаго. То была мягкая натура съ жизне- 
радостнымъ, общительнымъ характеромъ, загубленная заботами, нужлой 
и нелугомь. Безъ, всякаго побужденя извнЪ, среди разнообразныхь затруд- 
ненй изъ него развился математикъ, создавшй во время своего короткаго 
пребываня въ Германи и Франщи рядъ работъ, которыя уже на 27-омь 
году его жизни обезсмертили его имя. Смерть похитила его вь тогь мо- 
ментъ, когда приглашене на Берлинскую каведру должно было освобо- 
дить его оть всякихъ заботь о насущныхъ нуждахъ. Это приглашеше 
было дБломъ извфстнаго Крелля (СгеПе), основателя „Журнала чистой 


тетЪ въ МоденЪ. Ср. весьма достопримфчательиую статью Буркгардта „Начало 
теори груипь и Паоло Руффини- АБпапащивеп 2иг ОезсысШе 4ег Маетайх, 
Гера 1892. 


т) АцризИп ощ$ Соисбу родияся въ ПарижЪ въ 1789 г. ПослЪ польской 
револющи онъ жиль въ Праг въ качествЪ воспитателя герцога Бордосскаго, позд- 
нЪе вновь работаль въ ПарижЪ и умеръ въ 1857 г. Это одинъ изъ наиболЪе раз- 
ностороннихъ изслЪдователей и плодовитыхъ писателей во всфхъ почти отрасляхъ 
математики и математической физики. Его произведеншя издаются парижской акаде- 
мей во многихъ томахъ. 
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приклалной математики“ \Фошпа! Ег теше ип@ апоемап{е МаетайК“ |. 
Крелль съ отеческой заботливостыо отнесся къ молодому Абелю, прЁБхав- 
шему въ Германйо чужимъ и неизвЬстнымь юношей, всячески поддержн- 
валь его и уже этнмь заслужилъ благодарность учепаго мра. 


Абель началъ свои научныя изслфдованя сь рЪшеня уравнены 5-ой 
степени, которое, какъ ему казалось, ему удалось пайти. Это было за- 
блужлене, въ чемъ онъ самъ скоро убЪфдился; ио оно имло ту хорошую 
сторону, что обратило на него внимаше норвежскихъ математиковъ, въ 
особенности Ганстена (Напзееп) и обезпечило ему ихь поддержку, 
которой онь пользовался всю жизнь. Руковолящую роль по отношеню 
къ Абелю сыграль Дегенъ (Оереп) въ КопенгагенЪ: Дегенъ, правда, 
пе усмотрфль ошибки въ рфшенм уравнешя 5-ой степени, предложенномь 
Абелемъ, но все же относился кь этому рЫшенио съ недовЪремъ и ука- 
заль Абелю область, вь которой послЬлнй вскорЬ сдфлаль тая велиюя 
открыт, именно теорпо эллиптическихъ функщй. Но и алгебры онъ не 
потеряль изъ виду ип именно въ связи сь теорей элчиптическихь функшй 
онь слЪлаль въ ней наиболБе замфчательныя открымя. 


Когда р5шене уравнешя 5-ой степени. какь это и должно было 
быть, ему не удалось, опъ поставиль себЪф цфлью р®Фшить, возможно ли 
вообще такое ршенше. Не имфя никакихъ свфлЪнЙ о работахъ Руффини, 
онъ даль первое полное доказательство невозможности (1824—1826). 
Но будучи далекъ отъ мысли, что эгимь задача исчерпывается, онъ ста- 
витъ вопросъ о характерф всфхъь сиешальныхъ уравненй высших степе- 
ней, допускающихь алгебраическое рЫшене. Уже Гауссъ, какь мы нид$ли, 
указалъ классь такого рода уравнешй вь своей теор дфленя окруж- 
ности на равныя части. Упомянутое же выше таинственное замчане 
Гаусса. загалку котораго также раскрыль Абель, указывало на дальиБйния 
области, вь которыхь являются такого рода уравненя. Эти идеи привели 
кь дЬленйо эллиитическихъ и гиперэллиитическихь функщшй, а также къ 
теорш комилекснаго умноженя эллиптическихь функшй. Такимтъ образомь 
Абель открыль болышой классъ алгебраическихъ уравиенй, которыя раз- 
рЬшаются въ раликалахь и, помимо того, обладаютъ рядомъ замЪчатель- 
ныхъ свойствь; эти уравненя сохранили назване „Абелевыхъ уравнен“. 


Абель поставиль себЪф, однако, и болфе общую задачу, именпо 
слфлующую: найти всЪф уравнены опредБлеиной степени, которыя допу- 
скаютьъ алгебраическое рЬшене, а также рфшить, допускаетъ ли за- 
данное уравнеше алгебраическое рЪшеше или нЪтЪ; ясно, что въ 
связи сь этимть стонть вопрось о наиболфе общей формЪ алгебраическаго 
выраженя. которое удовлетворяеть алгебраическому уравиешио. 

Вь незаконченной работ, опубликованной лишь мпого лЬть 
нослБ его смерти, сохрапились важиыя предложены, которыя послужили 


Воборъ, Эпциклоп. эломеит. алгебры. эт 
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для Кронекера точкой отправленя дальнфИшихъ изслфдованй въ этой 
области “). 

9. Совершенно своеобразное явлеше въ истори алгебры прелстав- 
ляетъ собой Эваристь Галуа (Еуап5{е Са!0!5). Онъ родился въ 1811 
году вблизи Парижа и ногибъ на дуэли въ маЪ 1832 года, не достигши 
такимь образомъ и 21 года. Въ возрастЪ около 16-ти лЬтъ, будучи еще 
ученикомъ коллейи Людовика Великаго, Галуа сталь заниматься боле 
глубокими вопросами алгебры и нЬкоторыя изъ своихь работъ передалъ 
вь Парижскую Акалемю н опубликоваль въ журналахь „Аппаеп уоп 
Оегроппе“ и „ВиЙейт 4ез зМепсез таиепаНаиез ае РЕ6гиз5ас“. 

Важнфише результаты своихъ изслБдовайй онь изложиль вь нись- 
мЪ, которое онъ наканунф роковой дуэли, прелчувствуя смерть, написаль 
своему другу Августу Шевалье (Аириз{е Спеуайег); это письмо было позлнЪе 
опубликовано въ „Кеуце епсусюрё ие“ и потомъ еще разь въ журнал Ъ 
Лтувиля. Галуа въ извфстиомь смыслф закоичилъ теорно группь переста- 
повокъ и ихъ приложене кь алгебрЪ; именно, онъ показаль, что вСБ 
вопросы, которые могуть быть поставлены относительно алгебраическихь 
уравненй, необходимо приводятся къ этой геори. Установивши точно. 
что нужно разумфль подъ областыо рашональности, онъ показываетъ, 
что вся природа алгебраическаго уравнешя зависить оть особой группы 
перестановокъ, которая съ того времени сохранила назване группы Галуа. 
Этимъ путемъ онъ находить просгЫйшя услов. чтобы уравнеше простой 
степени разрфшалось въ радикалахъ. Услове это вь его формулировкБ 
сводится къ тому, чтобы всф корни уравнешя выражались ранюнально 
черезъ два изь нихь Но онь разбираегь и друме вопросы. напримЪръ, 
вопрось о томь. при какихь услошяхъ уравненме можеть быть приведено 
кь уравненйо болБе низкой степени, а также, какимь образомь можно 
достигнуть понижены груины прюобщенемъ иррашональности; по всЁмь 
этимь вопросамь онь лаетъ приложены къ теор эллинтическихь функши, 
въ то время только что развернувшейся. 


10. Во всхь этихь изслфдованяхь не содержится какихъ либо 
общихь предположейй объ области ращональности. Она можетъ состоять 
изъ рашюнальныхъь и иррашональныхь чисель, она можеть содержать 
также перемфнныя величины. Такимъ образомъ, вс эти предложеншя от- 
носятся какъ Къ числамъ, такь и кь алгебраическимъ функщямъ, 
теоря которыхъ, въ связи съ проистекающими изъ нихъ путемъ интегри- 
рованя трансцендентными функшями, въ рукахъ Абеля, Римана и Вейер- 
штрасса достигла высокой стенени совершенства. 

+) Сочинешя Абеля, включая и посмертныя работы, вышли въ двухъ изда- 
няхьъ; первое издаше выпустиль Гольмбоз (Ношпбе . учитель и другъ Абеля, 


вь 1831 году: вгорое издане выпущено въ 1901 году издательствомъ Тейбнера подъ 
руководствомъ Силова и Ли. 
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11. Въ теорйи алгебраическихь чиселъ задачи, относящяся къ этимъ 
общимъ теорйямъ, въ сущности, только поставлены и ждуть еще своего 
рфшеня. Ближайшая ифль заключается въ томъ, чтобъ изучить свойства 
спещальныхъ категор!й алгебраическихъ чиселъ; изслфдователю открыва- 
ется здЪсь неизмфримое поле для дальнфИшихъ изысканй. Въ настоящее 
время мы имфемь болфе или менфе точныя свфдфня только о тфхъ ал- 
гебраическихъ числахъ, къ которымъ приводить дБлене окружности на 
равныя части и комплексное умноженше эллиптическихъ функшй. 


Книга [Ш]. 
АНАЛИЗЪ. 


№ д 


ГЛАВА ХХИ. 


Безконечные ряды. 


8 106. Ряды еь положительныхи членами. 


1. Подь числовымъ рядомъ мы разумБемь составленную по ка- 
кому либо закону послБдовательность чисель 


#5 9, Оз - оао 02 


какого угодно рода. Эти числа называютъ также членами ряда. Рядь на- 
зывается безконечнымъ, если законъ таковъ, что его можно примфнять 
неограниченно, такъ что для любого инцекса У можно вычислить соот- 
вфтствующее число 4». 

Такой безконечный рядъ образують, напримЪръ, натуральныя числа 
1, 2, 3,... и вообще члены ариеметической прогрессйи а, а-Е В, 
а 26, а 36, ... или члены геометрической прогресс!и 1, а, 4?, 
@3,... Другими примфрами могутъ служить системы чиселъ: 


1®, 2% 3%)... ИА, 


гдЪ показатель Ё можеть быть произвольнымь положительнымъ или от- 
рицательнымъ числомъ. 

Встр$чаются и таве числовые ряды, которые составлены по гораздо 
болЪе сложнымъ законамъ, какь, напримфръ, рядъ послЪдовательныхь 
приближенныхъ значенй безконечной десятичной дроби. 


2. Мы сначала разсмотримъ ряды, члены которыхъ суть положи- 
тельныя числа. Изъ такого ряда 


> 93. @3. ее 


мы можемъ составить другой рядъ, составляя суммы двухь, трехь, четы- 
рехъ, ... начальныхъ членовъ перваго ряда. Если присоединимъ еще, въ 
качествБ перваго члена новаго ряда, иервый членъ а,, то получимъ числа: 
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ь 
| 


+4, 
в — 1 а. аз. 
В АИ а а-а,- 


5 
| 
> 
5 


-ое изъ которыхь есть 


=а-а- ... На». 


Рядъ чиселъ „{, также безконечень; его члены также положительны, но 
онь имфеть еще ту особенность, что члены его возрасгаютъ вмфстф съ 
п, такъ что 


М 


Ибо кажлый члень ‚[,4: получается изъ предыдущаго прибавленемъ по- 
ложительнаго числа Чл. 

Рядъ чиселъ .[. называется рядомъ суммъ, соотвётствующимъ ряду 
чиселъ а,. 

Наобороть. когда имфемъ числовой рядъ |, „№. «№, -.. СЬ пО- 
ложительными членами, возрастающими вмфстБ съ инлексомъ, то этоть 
рядъ булеть ряломъ суммъ для ряда чисель 4;. 4», @з. ...› если положимъ 


и ва А, 


Такъ, рядь натуральныхъ чиселъ есть рядъ суммъ лля ряда, состоящаго 
исключительно изъ единицъ. 
Рядъ 


Ро 


3. Относительно ряда суммъ слфдуеть различать два случая. Если 
есть такое число /, что всЪ числа „[, постоянно остаются меньше К. 
по 5 23, числа .[, имыоть верхнюю грапицу, которую мы обозначимь 
черезъ .|[, то есть, всЪ числа „.[, меньше „4. Если же \ есть произволь- 
ное, сколь угодно малое положительное число, то между Ян [А 
имфются числа .[„; а такь какь числа .Ё, увеличиваются вмЪстЪ сь 1 
то вь этомъ интервал находятся всф числа „1„, для которыхъь И > 1 
если только число [м лежитъ въ этомъ интервал. 

Въ этомъ случаЪ рядъ суммь -Ё[ называется сходящимся. 
Онъ стремится къ числу .[, и сходимость считается тфмь лучшею, чфмь 
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быстрфе мы, при ланномъ А, попадаемь въ интервалъ ((1— ^\. ./). Число 
„Ш называють суммою ряда чиселъь а». Пишутъ также: 


=а аа -а.-..- 


Вмфстф съ тЬмъ говорять. что рядъь ана, аз-..., который 
обозначають также одною буквою ‚| сходится. 
Часто употребляютъ знакъ У (сумма) и пишутъь: 


в 
я 
4 = Пр, 


гдЪ индексь } при У означаеть, что р проходить черезь значеня 
1, 2, 3, ... до безконечности. 


4. Пля обозначеня предЪфла ряда величинъ употребляютъ знакъ 
[Лт (сокращеше слова тез = прелфлъ) и пишуть такимь образомъ 
та 44, = {. (1) 


ве 2 


причемъ и == © (и равно безконечности), наиисаниое подъ знакомъ Гат 
выражаетъ. что величина .[, становится сколь угодно близкою кь . 
когда и возрасгаетъ сверхъ всякихь границь. Выражаясь нфсколько не- 
точно, называють число .{ суммой безконечнаго множества слагаемыхъ (1. 
Мы можемь сказать точнфе: 

Сумма безконечнаго ряда положительныхъ членовь есть 
верхняя граница всфхъ суммъ, составленныхъ изъ конечнаго 
числа этихъ членовъ *). 

Если сумма сходится, то, составляя сумму -[, для постаточно боль- 
шого и, можно вычислить /[ съ какою угодно степенью точности; на 
этомъ именно и основано столь частое употреблеше безконечныхъ рядовъ. 

Слфлуетъ замфтить, что при составлени суммы „|, члены а, 4». @з--.- 
берутся по порядку. то есть ни одного изъ слагаемыхъь не должно 
нелоставать. Но если и уже достаточно велико, такъ что „.[, уже нахо- 
длится въ предписанномъ питервалЪ (.{— А, ./), то мы останемся въ этомъ 
питервалЪ, если будемъ прибавлять послфдуюние члены Чи, Ч. 

и не по порядку, а опуская нфкоторые изъ нихъ, такъ какъ при этомъ 
числа .[, все еще возрастаютъ. оставаясь, однако, постоянно меньше .. 


* Хотя число А было опредЪлено, какъ верхняя граница суммъ .1„,. составлен- 
ныхъ изъ конечнаго числа начальныхъ членовъ ряда а,. “,....,@,- -*-- ВЗЯТЫХЪ 


по порядку безъ пропусковъ, но Я булетъ верхнею границею всфхъ вообше суммъ ;, 
составленныхъ изъ членовъ «,. ДЪфйствительно, пусть ‹ будеть какая либо сумма 
членов а,. И пусть №’ булеть наибольший индексъ членовъ и, ВЪ сумм$ ›. Если 5 


не—.4 , то члены суммы 5 составляютъ часть членовъ суммы 1», такъ что 5 = 4„< ыЕ 


за * 
Поэтому въ комилексЪ веБхъ суммь › каждый членъ меньше 1 и, такъ какь между 
суммами - имфются суммы -.{,. сколь угодно мало отличаюнщияся отъ 4, то «1 есть 
верхняя граница всБхъ -. 
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5. Если же нётъ такого числа, меньше котораго остаются всЪ суммы 
/Л,.—если, слфдовательно, для достаточно большихъ значешй п суммы 
„| превышаютъ всякое данное число, то рядъ суммъ чисель а, расхо- 
дится. Комплексъ чиселъ п», въ этомъ случаф не имфеть суммы. Однако, 
и въ этомъ случаф пишутъ 

ГАт Я Й — ©, {2) 

в=х 
гдЪ знакъ со (безконечность) не означаетъ опредфленнаго числа, а выра- 
жаеть только, что числа „[, превосходятъ любое число, когда н неограни- 
ченно возрастаетъ. 


6. Очень важное значене иметь слЪдуюшее пеобходимое услове 
сходимости ряда: если = есть произвольно малое данное положительное 
число, то всЪ члены а, лолжны быть меньше $. коль скоро и больше, 
чфмъ нфкоторое достаточно большое число и, зависящее отъ &; то есть, 
нуль долженъ быть нижнею границею чиселъ 4,; въ знакахъ: 

ат а, -=0. {3) 
в=хк 

Въ самомъ дфлЪ если допустить, что какъ бы велико ни было число 71, 
все еще существуютъ превосхоляния его значеня и, для которыхъ а» > :. 
то можно взять и столь большимъ, чтобы въ суммЪ -[„ заключалось произ- 
вольно большое число р членовъ, болыьшихь =, и чтобы такимъ образомъ 
было _[,„ > Е; но при всякомъ данномъ =ё произведене }= можно сдф- 
лать произвольно болышимъ, если взять р достаточно большимь. 

Такимъ образомъ услов!е (3) есть необходимое, но от- 
нюдь не достаточное услов!е сходимости. 

Позже мы познакомимся съ примфрами рядовъ, вь которыхъ услове 
(3) выполняется, хотя эти рялы расходяннеся. 


8 107. Безкопечные геометричееюяе ряды. 
1. Какь первый примфръ безконечнаго ряда, разсмотримъ геоме- 
трическёй рядъ 
> . АНТ 4 
о 


вь которомь х есть положительное число. Для суммы „.[ мы, по 6 58, 
получаемъ 


дах... м” ' (1) 


В _ 1 х* 
1х 1 1—х 


Такимь образомь, если х 1, то всЪ суммы Ч» меньше 1/1 —^) и, 
вмъстЬ сьтЬмь, 1 /(1—%) есть верхняя граница всфхъ суммъ . [», потому что 
^”, при неограниченномъ возрасган!и числа п, опускается ниже всякой границы, 
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Въ этомь прелположени рядъ суммь „1, сходится и мы можемь 
положить 
1 


АА Аз... — И (2) 


Если же х>1, то, вмфстЪ сь н. сумма „[» возрастаегь выше всякихъ 
границъ, такъ какь въ этомъ случаБ л” возрастаеть выше всякихъ гра- 
пицъ. Наконецъ, для х = 1 


= 1 РО а п. 


и вь этомь случаЪ .[, возрастаеть вмфстф съ И выше всякихъ грапицъ. 
Рядъ 1 х-рл?--л3--... есть поэтому рядъ схолянйся, когда х < 1; 
расхолящийся, когда х == 1. 

2. Кь сходящимся геометрическимъ рядамъ принадлежать также ле- 
сятичныя перюдическя дроби, и данное нами въ $ 69, 11 доказательство 
того, что всякая десятичная перюдическая дробь можеть быть обращена 
въ обыкновенную, въ своей основЪ есть не что иное, какъ суммироване 
этого безконечнаго геометрическаго ряда. 

Именно, если безконечная десятичная дробь 


= 0,5123 мех 
имЪфетъ перюдъ 
м 
н если написанное вь десятичной системф число дудьдз-- у положить 
$ 

равнымъ т: 

О Ь 
то лесятичная дробь будеть имбть значене 


^/ — т 10-Е 10" т10 %-... } 
— т 10-7 (1 + 10-7 10%-...), 
такь что, положивъ х = 10/7 и помноживъ члены дроби (2) на 10/, 
получимъ 


Я 
И’ 


это же есть рантональная дробь, знаменатель которой, будучи цБлымъ 


числомъ, можеть быть написанъ при помощи однихъ только девятокъ. 


3. Но и непергодическая безконечная десятичная дробь есть сумма 
сходящагося безконечнаго ряда, ибо, если 


У —= 0,4. додв-.-› 


ТО, ПОЛОЖИВЪ 


=, 10 ал 102-108... НН» 10", 


найдемъ, что всЪф числа ^)» меныше 1; слЪдовательно, рядъ `] сходится. 
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$ 108. ДальнЪ йе принфры еходящихея и раесходящихея 
рядовъ. 


1. Вь качесгв5 слфлующаго примфра, разсмотримъ безконечный рядь 
1 1 1 1 
— Е о. 1 
котораго члены („= удовлетворяютъ условно $ 106, 4, но который, 
Н 


какъ мы увидимь, все-же есть рядъ расхоляшйся 7). 
ИмЪемъ именно 


а 
и о 


| т 1 1 
и - 


и можно, такимь образомъ, сумму (1) разложить на произвольно большое 
1 
число отдфльныхъ суммъ, изъ коихъ каждая болыше -5_ икоихъ сумма 


можеть поэтому стать произвольно болыной. 


2. Чтобы нЪсколько точнЪе изслфловать характеръ этого возрастанйя, 
полагаемъ: ” 


1 1 1 
д ав 
2 3 Г 
И для всякаго 1: 
1 1 Ц 
ВЕ и =: 
"от т т-Е1 Е ЕТ 
Если мы каждый изъ Ш членовъ этой суммы замфнимъ меньшимь 


1 
ЧИСЛОМЪ о . ТО сумма уменьшится; если же замфнить каждый изь эЭТихъ 
т 


членовь дробью —, то сумма увеличится. Поэтому 
т 


1 
Е 5 


Принимая т — 1, 2, 22, 9%..., 2—1 получаемъ: 


Аи На, аа оь-... 9. 


Такимь образомъ 


У 
У 2 И —— о з 


1 1 1 
2) Рядъ ПЕ называется гармопическимъ, 


В м 2 


в м 
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У 
и если и 2" — 1, то 4? о и возрастаеть до безконечности вм БстЬ 


съ и. Слфдовательно, рядъ (1) расходяцийся. 


3. Мы разсмотримъ дальше рядъ 
Г О т 
Ею РА а Е ТА (2) 


гдЪ | есть показатель, который можетъ и не быть ифлымъ числомъ. 
Если р —=1. то рядъ %, переходить въ только что разсмотрнный 
рядъ 1, расходимость котораго мы доказали. Если р < 1, то каждый 
членъ ряда 5» больше соотв$тствующаго члена ряда „4 и, слЪдовагельно, 
рядъ 5ь будеть расходиться. 
Остается, такимъ образомъ, только тотъ случай, когда > 1. 
Чтобы изслёдовать сходимость ряда въ этомъ случаБ. мы замбтимь, 


что сумма 
1 1 1 
и а (аи 0" а (@т— 1% 


увеличится, если замфнить въ пей вс члены первымъ членомь 1/1”. С0- 


образно съ этимъ 


1 
Г 


= < 


Это мы примфняемь кь нашему ряду, полагая 1 — Е Ио 


Пе 
1 1 1 
о а 3% < 24—1 › 


1 1 1 1 1 
та Е 5 НЕ 6" ыы ТЕ -- 22@—1) ? 


Г 1 1 Л 
8® ре 15% < 8—1) 


Если станемъ склалывать эти отдЬльныя суммы до произвольнаго члена 3) 


} 
*) Пусть дк будетъ прозвольный членъ ряда 5$». ЦФлое число и содержится 


между двумя послфдовательными цфлыми степенями числа 2 Пусть это булеть 
(*—Ю-ая и узая степени, такъ что 2" 1пв< 2”. Тогда, полагая пр 


имЪемъ 
1 


1 1 1 
(2')* — А ' , 


1 
т МА 
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И ПОЛОЖИМЪ 


1 1 1 1 1 
РЕ на а. 


то получимъь 
С - 1 1 1 
1 яг ОИ -1 Е 9—1) ЕЕ ОЗ 1) Ее 


причемъ сумма на правой сторопф можеть быть распросгранена до без- 
конечиости. такъ какъ оть эгого она только возрастаетъ. 


Такъ какъ теперь р >> 1, разность $-—1 есть положительное число. 
1/21 есть правильная дробь, то сумма геометрическаго ряда, стоящаго 
вь правой части этого неравенства, можеть быть найдена по пранилу 
$ 107, что даеть 


З 1 
5 < ЕЕ 


Рялъ (2) будетъ, такимъ образомъ, сходящимся, если р > 1: 
расхоляшимся, если р =21. 


8 109. Признаки еходимоети. 


1. Результагы послфлнихъ лвухь параграфовь могуть быть обоб- 
щены при помощи одной общей теоремы о сходимости рядовъ 

Эта теорема гласитъ: 

Если 


И=а ааа... 


есть сходяцийся безконечный рядь (съ положительными чле- 
нами) и если 


а И и ...> И ... 


есть какой либо рядъ положительныхь чисель, которыя веБ 
остаются медьше нфкотораго конечнаго предфла о. то и рялъ 


2? 
К — а, + а, ва, На, Е 
есть рядъ сходяшийся. 
Доказательство почти само собой напрашивается. Ибо, если положить: 


фь — @\ - [65 + а. —- Е . Ч. 
„= А, Ч Е №, Ч. и [ 3 - 5.58 —- Ка» ) 


и т6мъ болЪе 
1 1 


1 
Ма 


Это и есть послЪднее въ рялу складываемыхъ неравенствъ. 


1 


(2 1)@—1)° 


‚а 
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то изъ услоый теоремы вытекаетъ, что 


К, < еА,: (1) 


если поэтому вс суммы _„[, остаются ниже границы „1. то суммы А» 
остаются ниже границы ›А. а это (для рядовъ сь положительными чле- 
нами) есть достаточное услове сходимости. 


2. Этоть способъ разсужденя ни въ чемъ не измфняется, если до- 
пустить, что между числами А!, /., Ё.,... фигурирують и нули, потому 
что тогда всБ суммы А» остаются положительными и неравенство (1) со- 
храняется. Суммы А» все еще имЪфють верхнюю границу. Отсюда слЪдуеть: 

Сумма, составленная изъ части членовь схолящагося ряда, также 
сходится 4). 


3. Если въ безконечномъ рялу измфнимь нЪкоторое опре- 
дЪфленное конечное число членовъ, то ничто не изм$нится въ 
отношен!и расходимости или сходимости ряла. 

Ибо, если число 1 такъ велико, что сумма „мы содержитъ всЬ 
измЪненные члены, то, вслЬдстые измБиеня членовъ, всф суммы .4„, въ 
которыхь п > ш, измБиятся на одну и ту-же конечную величину и 
посл измфненя эти суммы имфють верхнюю конечную границу или не 
имфютъ ея, смотря по тому, им$ло ли мфсто то или другое до ихъ измфненя. 


4. О сходимости или расходимости безконечнаго ряда можно въ 
нфкоторыхь случаяхъ судить по закону составленя членовь (» и для 
этого служитъ теорема п. 1-аго въ связи съ примБрами предыдущихь пара- 
графовъ. Первый изъ такихь признаковъ заключаегь въ слБчующемь: 

Если члены безконечнаго ряда 


ааа... 


таковы, что отношеше („41 : @». начиная съ опредфлепнаго 
значен!:я п, постоянно остается меньше ифкоторой правильной 
дроби и, въ частности, если 


о @Я 
Е — 0 
вю-хф Пл 
есть правильная дробь, то рядъ сходится. 
Для локазательства этой теоремы, возьмемь число х, удовлетво- 
ряющее неравенству 


= 1. 


*) Беремь №, =0 или Ё,==1, смотря по тому, входить ли или не входить 
членъ а, сходящагося ряда въ разсматриваемую часть. 
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и положимъ а» = [„д”. Тогда 


Ча =: 1 о 0. 
К, 


Ч» 


и такъ какь (0: х есть правильная дробь, то 


и = | п 


Числа /„ образують, слЬловательно. рядъ убывающихъ положи- 
тельныхъ чнсель и вс остаются меньше н6котораго конечиаго числа 
А такь какъ число х есть правильная дробь. то ряль 


перем. 


сходится; согласно же теоремЬ п. 1, сходится также и рядъ 


А Е... = а Рафа -.. 


Если предфль отношеня Ч: а» больше 1, то числа п„ увеличи- 
ваются вмБстЬ сь п, а погому ие могуть имфть предБлемъ нуля. СлБло- 
вательно, уже по $ 106, 6 ряль расходяшийся. 

ПредЪБль частнаго Ч.41:И» можеть быть равень 1 какъ для схо- 
лящихся, такъ для расхолящихся рядовъ. 

Ряды вида 


Х=АА Е -..., 


кь которымъ мы привели вопросъ, называются степенными рядами от- 
носигельно х. Они сходятся, если чиста [,, /,, Л..... остаются конеч- 
ными. а х есть правильная дробь. Кь этому классу принадлежать и безко- 
нечпыя десягичныя дроби, когорыя получаются, если положить х —1/10, 
а поль Д,, /,, Ка, ... разумть цифры, то есть, числа ие © 2. 9% 


5. Этоть признакъ сходимости непримБнимь къ рялу $ 108, 3, 
потому что, при @, — н-\№, 


п (1+, ф 


Г 


эти же частныя имоть предбломъ |, каково бы ни было [. Между ря- 
дами 5» встрЬчаются, однако, какь мы видбли, какъ сходячщеся, такъ п 
расхоляицеся. 

Но именно изъ этого примфра, когорый быль нами изслфловань 
непосредственно, мы можемъ вывести признакь для такихь случаевь, для 
которыхь первый признакть пе даеть рЬшеня вопроса. 
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Если произведен!е па, безгранично возрастаетъ вмЪстЪ 
съ Н или имфетъ при этомъ отличный отъ нуля предёлъ о, 
то аа, а.-... есть рядъ расходяцИйся. 
Ибо при каждомъ изъ этихь предположенй возможно взять такое 
положительное число с, чтобы, начиная съ н$котораго достаточно боль- 
шого значеня и! перемфнной н, было 


с 
ПА 
Й 
поэтому булетъ также 
1 1 


НЫ | ее 


т 
и сумма въ правой части этого неравенства съ безконечнымъ возраста- 
немъ числа членовъ неограниченно возрастаеть (по $ 108, 1). 
6. Если можно найти показателя р} такого рода, что предЪлъь 


Нм ай" = © 


И 


есть конечное число, при чемъ [>> 1. то рялъ аа, +... схо- 
дитСЯя. 
ДЪйствительно, въ этомъ случаф вс числа 


ПЕ 


будуть меньше н$котораго опредфленнаго числа 5), а такь какь по 
$ 108, 3 рядъ 

1 1 1 
та. 


сходянИйся, то, по теоремЪ п. 1-го; сходится и рядъ 


. И 
в дь = + -а-+... 


7. Такъ, напримфръ, въ силу этихъ теоремъ, рядь 


ИН 
а В Та-р2В Т а-ЗВ Гада * 
въ которомъ В есть положительное число, расходится, ибо предфлъ дроби 
*) Если г есть произвольное положительное число, то можно указать такое зна- 
чеше т перемЪнной », что при и > будеть а," =, < - с. Если же означимъ 
черезъ С число, которое больше каждаго изъ чисель о ба- звао брала ЕВА МО 
всЬ числа А, будуть меньше С. 


Веберъ, Эяциклоп. элемент. аягобры. 28 


434 $ 109 


а чЫ: 


«Ви — С Ч В 


равенъ 1: и, слБловательно, отличенъ отъ нуля 


8. Если 
т) = ати аи... На, 
гдЪ @, б,, 6%, ... би суть данныя числа, изъ коихъ © имфеть поло- 
жительное значене, то 


т ®— 


бь 


ие +... +9, 


и, сл6довательно, предфлъь этого выраженя, при безгранично возрастаю- 
щемъ и, равень &. Поэтому числа 


0. 


Де) 


остаются меньше н$котораго конечнаго числа, и рялъ 


1 1 1 | | 
а + + а) ое м о о +3 дв + 


сходится при р > 1 (по теор. п. 1-го и 5 108, 3.). 


— ры 


9. Такъ, напримфръ, сумма дробей, обратныхъ послЪФловательнымъ 
треугольнымъ числамъ: 


1 1 1 1 1 1 
ЕК 658 


въ которой общий членъ есть 


мы 
— нео’ 


сходится. Здфсь мы въ состояфи дЪйствительно разыскать сумму, ибо 


Е 
(и и и--1° 


(7 Е 


и, слЪдовательно, 
1 1 


1 
ана -ы +... 2 (1-5 +5 к Е о 
$ 110. Основан системы натуральныхъ логариемовъ. 


1. Мы видфли выше, въ теори логариемовъ, каюя соображенйя 
привели Непера къ тому, чтобы за основане системы догариемовъ 


ПИР Ч 


а 


—— 


- 


С]  ——- 


435 $ 110 


1 

принять число (1--А) А, гдБ А число весьма малое (у Непера одна де- 
сятимиллюнная). Положивъ А = 1/н, мы приходимъ къ числу вида 

1 ра 

А — 1 —- На а 

п 
гдф п весьма большое число. Чтобы уяснить себЪ природу чисель №, которыя 
всЪ суть положительныя числа, примемъ сначала за п цфлое число и раз- 
вернемь № для неопредфленнаго п по формулЪ бипома. Если мы въ формулЪ 


ак а. 


АЕ. ь 
=> т \ 


положимъ х —= 1:1, то получимъ: 
йе ПА 1 1 Я И 
—} —=2 1 1 о 1 
в + ( Е, „)( а (0 
1 2 3 11 
и | 
| „) — , ( я т 


откуда прежде всего можемъ заключить, что всЪ числа № больше, чфмъ 2, 
ибо всЪ члены, сл5дующе за первымъ членомъ суть положительныя числа. 
1 2 п—1 
Съ другой стороны, замфстивъ всЪ разности 1 — — , —— 5... — 
И п Я 


числомъ 1, которое болыне каждой изъ нихъ, найдемъ, что 


узчааныый = © 


а такъ какъ 
1—2, 31=2.3 > 2% Ш > 21, 


то тфмъ болЪе 
А 1 1 1 
((+,„) <? Не 
суммируя же геомегрическй рядъ, имБемъ по $ 107, 


1 у 
а а (3) 


ВсЬ эти числа № оказываются такимъ образомъ меньше, ч5мъ 3, и 
должны поэтому (по $ 23) им$ть верхнюю границу, которую, по уста- 


новившемуся обыкновению. мы будемь обозначать черезъ г. 
2н* 
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2. Мы докажемъ дальше, что числа № возрастаютъ вм стЪ съя. 
Для этой цфли замфтимъ, что въ правой части равенства (1) всф слагае- 
мыя суть положительныя числа и что мы уменьшимъ, слБдовательно, это 
выражеше, если опустимъ часть членовъ. Такимъ образомъ, при ий < и, 


а и „) (1 „= зт+.-- (4) 


р 


далфе, такъ какъ т < п, то 


1 1 2 2 
1— Де 1 — аа 
= — т =. А 


и вмстВ съ этимь а Юй 
1 \" 1 1 1 1 
1 - О о Е р В 
( к. = = и}! ( „) Е ь 
й 1 2 тп 1 
1 1 ... (Е — —. 
+ ( > -| ( ИД т 


1 т 
Правая часть этого неравенства равна Е › какъ это видно 
И 


изъ формулы (Т), если замфнить въ ней и черезъ ли, а потому, какъ это 
и нужно было доказать, 


1 Г 1 зн 
1+ - >[11+-—} › ели иж. (5) 
ПН и 
Мы заключаемъ отсюда, что для всякаго н 


у 1 и 
ее (6) 
что № тЬмь ближе къ предЪлу с, чфмъ больше И и что №, при 
достаточно большихъ значенйяхъ и, можетъ стать сколь угодно 
близкимъ къ предфлу, не достигая его однако вполнЪ. 


В 


3. Можно было бы поэтому получить число @ сь какою уголно 
1 п 

степеныо точности, вычисляя степени ("+ ) для достаточно болт.- 
И 


шихь значений и. Вслфдстые болыной сложности этоть способъ на прак- 


тически не примфняется. Для опредфленя числа с слфдующ путь пред- 
ставляется гораздо болфе простымъ. 
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Изъ формулъ (4) и (6) вытекаеть, что для любого т и для каж- 
даго н > т будеть 


а о 


+('-» о > 


А такъ какъ, взявь Н достаточно большимь, можно для каждаго 
даннаго из сд$лать множители 


1 2 3 т —1 
1—— В, 1— : 1— (61 — —— 
Н И п п 
сколь угодно близкими къ единицЪ, то изъ неравенства (7) вытекаетъ, 
что при любомъ т 


1 
ии? 


1 1 
о а 
откуда, въ силу неравенства (2), слфдуеть, что 
1 1 1 ан 
о А, | з 


И 
ДалЪе, изъ самаго опредфленя числа с слфдуеть, что оба числа е 


1 
т! 


1 эп 
И ( 1 -- г. могуть быть слфланы сколь угодно близкими другь къ другу, 


а вмфстф съ тЬмъ сумма 
и - (8) 


содержащаяся межлу ними, станетъ, при достаточно болышомъ Ш, сколь 
угодной близкой къ с. Эту же сумму легко обратить въ десятичную дробь. 
Этимъ уже доказана сходимость безконечнаго ряда 


1 1 1 1 
аа 
Она вытекаетъ также и изъ общаго признака сходимости $ 109, 9 
ибо здЪсь отношеше 
ны Ш | 
а "И! п! 


имфеть предфломъ нуль. 


4. Чтобы ошфнить величину погрфшности, которую мы дфлаемъ, 
вычисляя е при помощи выражения (8), полагаемъ: 


о. а 


пи 
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и для всякаго Я > т 


ен. + + 3... 


т! 


Отсюда путемъ вычисленя находимъ: 


1 1 1 
АТ ых (т--2)! р: 


1 1 1 1 
(ти)! (1+ т--2 и 2) би 3) а (1-2) ея ‘ 


Но 
:-- 


1 1 1 
т---2 т (п 2) (т- 3) В тот. н 


1 1 1 
о - 5. Е Р-- = 2-ти} 


1 


эта же сумма равна 2 (1 —  ди-т 


) и, слЬдовательно, меньше, чфмъ 2. 


Такимъ образомъ получаемъ 


р 
А» < А» | 
(ВИ! 
и такъ какъ, согласно п. 3, можно сдфлать А,„ сколь угодно малымъ, 
взявЪ число И достаточно большимь, то отсюда заключаемъ, что 


А, < (9) 


2 
(те 
Выражене (8) легко вычисляется, такъ какъ т-ый его членъ полу- 
чается изъ (м—Ю)-го дфлешемъ послфдняго на 1. Мы получимь, напри- 
мЪръ, съ точностью до сельмого десятичнаго знака 


2 

0,5 
0,1666666667 
0,0416666667 
0,0083333333 
0.0013888889 
0.0001984127 
0,0000248016 
0,0000027557 
0,0000002756 
0,0000000251 


2,7182818 
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Боле точное значеше числа с будеть: 


с = 2,7 1828 1828 45 90 45 23536 02874 71353. 


5. Можно теперь освободиться оть предположения, что въ выражени 
1 И 
м= (1+, ) 
п 


величина н, постоянно возрастая, принимаеть только цфлыя значенЯ, и 


“ доказать такимъ образомъ общую теорему: 
Предфлъ выражен{я 
1 я 
х= (1+. 
\ 
при произвольномъ и неограниченномъ возрастанйи х равенъ 
числу с. 

Это вытекаеть изъ слБлующей, подлежащей доказательству вспо- 
могательной теоремы: 

Если х < у, то 

> 1 \* 
пес еее (10) 
Хх у 
Въ $ 58, 8 мы для произвольнаго цфлаго и доказали тождество 
м ОЕ за 
=. я = а”! На” а” 3? --. а Нар", 
въ которомъ а и В могуть быть совершенно произвольными числами. 
г] 

Если мы возьмемь числа а и В положительными и 4 > В, то сумма 
въ правой части, состоящая изъ п положительныхь слагаемыхъ, увели- 
чится, когда замфнимъ въ ней р на а, и потому 

а” 
Ех ке = Н а 
а—В . 
или 
4" — "< па" (а— В, (11) 
откуда далБе слфдуетъ, что 
; а” (а— п (а—5)) <" (12) 
4 


въ предположени, что а > 6. 
Мы разумфемъ теперь подъ р другое цфлое число и полагаемъ: 
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тогда изъ неравенства (12) получимъ 


ет) (4+4). 


Примфняя повторно эту формулу 6), находимъ, что 


(47) <( 2); 


когда ти п суть цфлыя положительныя числа и 


тп. 


Это неравенство сохранится, когда извлечемь изъ обЪихь частей 
корни р-ой степени, причемь получимъ 


эн. У 


ра р \" 

Ге ) Г. | ) , (13) 
И й 

Каждые два рашональныхь числа, х, у могуть быть представлены 


въ вид дробей, имфюшихь одинъ и тоть же знаменатель; при х < у 
мы можемъ поэтому положить: 


Но тогда неравенство (13) переходить въ неравенство (10), которое 
такимь образомъ доказано для ращональныхъ значенй х и т. 

Что оно вфрно также и для иррашональныхь значейй х ит, сл$- 
дуеть изъ основной теоремы о непрерывности. (5 24, 7 и $ 24, 5.). 

Отсюда непосредственно вытекаетъ справедливость нашей теоремы. 
Въ самомъ дфлЪ, если и и и суть цЁлыя числа и 


ее 


а  — 


1 эт 
если взять число т достаточно большимъ, то число (1+ —]} , а слф- 
т 


то 


1 ЕЯ 
довательно, и число (. = будеть сколь угодно близко къ числу с. 
5% 


°) Складываемъ это неравенство со всЪми тЬми, которыя выводятся изъ него 


путемъ замьщеня и черезь и— 1, и--2,..., нм. 


‚^ 
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°6. Мы можемь еще расширить теорему п. 5-го, доказавъ что \ имфеть 
предёль с и вь томъ случаф, когда х есть отрицательная величина, аб- 
солютное значе е которой неограниченно возрастаетъ. 
Въ самомъ дЬлЪ, если въ неравенствЪ (11) положимъ 


В на 
ао -1 ао 
з -- м. 
то найдемъ, что 


и, слЬдовательно, 


| — де 


пе ^ И 


Такъ какь, при неограниченно возрастающемь п и постоянномъ зна- 
ченми р, правая часть этого неравенства приближается къ предфлу № 


И 
2 


АТ р 
то (. — в, а, слфловательно, и ( — ^. приближается, возрастая, 
И | 


кь предфлу 1 при неограниченно возрастающемъ и. Поэтому, полагая 


1 Ва 
находимъ, что предфль выраженя м „}› при неограниченно возра- 


стающемъ х, равенъ 1. 
Но 


1 Е 
а такъ какъ (| ++ — } имъеть предфль с, а лфвая часть имфетъ ире- 


1 я 
дфль 1, то (1 — имфетъь предЪль 1:6, и, слфловательно, 
59 


4 


иметь предфлъ ©, что и требовалось доказать. 


ГЛАВА ХХ. 


Безконечные ряды ©еъ положительными и 
отрицательными членами. 


$ 111. Общее опредълене еунны безконечинаго ряда. 


1. Въ примБненяхь алгебры оказывается недостаточнымъ изучеше 
безконечныхь ряловъ съ одними только положительными членами. При- 
ходигся распространить изслфдоваше и на ряды, въ которыхъ встрфчаются 
какъ положительные, такъ и отрицательные члены. Если число отрина- 
тельныхь членовъ ограничено, то вопрось о сходимости приводится при 
помощи теоремы 5 109, 3. къ случаю однихъь только положительныхъ чле- 
новъ. Если же число членовъ, какъ положительныхь, такъ и отрицатель- 
ныхъ не ограничено, то мы вынуждены избрать другой путь; въ этомь 
случаф мы не можемъ уже ограничиться однимъ только поняцемь о верх- 
ней границ, но должны установить болфе общее поняме о предфлЪ. 


2. Пусть теперь 
С1, 5, Сз» Са 


будеть безконечный рядъ членовъ, относительно знаковъ которыхъ не 
установлено никакихъ ограниченй. Полагаемъ, какъ и прежде: 


Са Ноа... №. 


Пусть (С будетъь нфкоторое число, А — напередъ заданное произ- 
вольно малое положительное число и &, В два числа такого рода, что 


< СВ; («В а<А (1) 
Число (© называется прельломъ чисель Сл, С», (%,...Сь..., если 
можно выбрать число и такимъ образомъ, что 
& < (С, < В, коль скоро п > т. (2) 


Поэтому числа (С, суть приближенныя значен!я числа С въ томь 
же смыслЪ, въ какомъ мы употребляли это выражеше въ 8 24. 
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Если такое число (7 существуеть, то мы полагаемь Мт С, = Си 
называемъ (; суммой безконечнаго ряда. 
Мы можемъ тогда сказать, что величины (`„, при возрастающемъ п, 


ых 


колеблются около значеня (;, но чго колебашя становятся все меньше 
и меньше и рано или поздно становятся ниже всякой границы, когда 
число н неограниченно возрастаеть. Мы пишемъ въ этомъ случаЪ 


С=аоа-+.... 


и рялъ, который мы будемъ также называть рядомь (7, называется схо- 
дящимся. Въ случаЪ, когда числа с, Со, 63, ... всБ положительны, это 
опрелфлене сходимости и суммы ряда совпадаегь съ опредфлешемъ, дан- 
нымъ выше. 


3. Общий необходимый и достаточный признакъ сходимости ряда со- 
держится въ слБдующемъ предложении: 

Обозначимъ черезъ т, нп два какихь нибудь натуральныхъ 
числа и положимъ 


И т = Сил -- Сь-а -- ... -- Си т. (3) 


Рядь (; сходится, если абсолютная величина числа А», т ста- 
новится меньше произвольно малаго числа ®, коль скоро оба 
числа ни пт становятся больше нЪкотораго достаточно 
большого числа № 1). 

При нашихъ обозначеняхъ это услоше можно выразить и такъ: 

о а (В (4) 


ях 
Оно не только достаточно, но и необходимо. 
4. Легко видфть, что услове (4) необходимо. Ибо, если №,» по 


абсолютной величинЪ будетъ становиться больше н$фкотораго положитель- 
наго числа о. какъ бы при этомъ велико ни было число №, то и разности 


и. А ы — Аню 


булутъ становиться больше ®, какимъ бы большимъ ни взять число п, 
и колебаня чисель („ не оставались бы меныше в, какое бы болынпое 
значене мы ни выбрали для п. 


5. Чтобы доказать достаточность условя (4), мы должны изъ него 
вывести существоване числа (С, которое, конечно, будетъ вообще ирра- 
щшональнымъ даже и въ томъ случаЪ, когда числа с, ращональны. Это 
число () мы должны поэтому опредЪфлить при помощи сфченая ($ 22). 


1) т. е., если для всякаго напередъ заданнаго положительнаго чиела ® можно 
указать такое положительное число №, чтобы изъ неравенствъ и > ХМ ип-т> № 
вытекало неравенство ‚К, „| < о, гдЬ | К, „ | означаеть абсолютную величину 

» , 


числа К„, о 
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Если возьмемъ какое либо число х- изъ ряда вещественныхъ чиселъ, 
то возможень только одинъ изъ двухъ случаевъ. 
©) Какъ бы велико ни было №, есть еще числа п > №, для ко- 
торыхь С» > 5. О такомъ числф х мы булемъ говорить, что оно 
есть „число 4“. 
В) Можно выбрать число № столь большимъ, что, при п >> №, будеть 
постоянно (›„ = д. Пусть такое число х называется „числомъ р 
При наличности соотношенй (4) существують какъ числа 4, такъ 
и числа р. Ибо, согласно равенству (4). мы можемъ для любого напередъ 
избраннаго положительнаго числа в» взять число Но столь большимъ, что, 
каково то ни было число т, будетъ 


Ки, т == Сьфт — Си, < ® (1 абсолютной величин$). 


Поэтому, если фискировать значеше 15 и положить И -= но -- т, то для 
каждаго произвольнаго 2 будетъ 


С». =— 6) 2 (= = ть -- >. 


Такимь образомъ, если х`> (‚+ ®, то 5 есть число 6. Если же 
< (С, -— 0, 10 < есть число а, и существують, слфдовательно, оба 
рола этихь чиселъ. Сверхь того каждое число 4 меньше каждаго 
числа } и потому оба рола чисель отдфляются другь отъ друга сЪче- 
нгемъ. Этимъ сБчешемъ производится число (., относительно котораго 
мы должны еще доказать, что оно служить предфломъ чиселъ („. Это 
выводится слЪдующимъ образомъ. 

Если @ есть произвольное число 4, В— произвольное число в, то, 
исключивъ тоть случай, когда & или о найлемъ, согласно понятю 
о сБчеши, что 

ис ов. (5) 

Возьмемь теперь столь малое положительное число ©›, чтобы было еще 


зоб кво, (6) 


другими словами, чтобы &--® было еще числомь 4, а В — в — числомъ 6- 
Далфе выберемь № столь большимъ, чтобы, при Но и Не+-тТ большихъ №, 
было 


С, —@ а а Си —- «. (7) 


Въ вилу положенй х) и В) можно теперь выбрать число по > № 
такимъ образомъ, чтобы было < („, В—®_>> Сн,, такъ что 


ас с. 0 бо в (8) 
Въ виду же неравенствъ (7), при всякомъ положительномъ т, будетъ: 


[#4 < еы 04% = ба = С -- 6 < 8, 
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и если положимь и + т — н, то для достаточно болышихъ значе- 
нй н будеть 


о (9) 


Но изъ неравенствъ (5) и (9) слБлуеть, что {© есть предфлъ чиселъ 
(„. что и требовалось доказать. 


6. Посл этого теорема 5 109, 1. можеть быть обобщена такт: 
Если 


аа, + а; Ра, 


есть сходянийся рядъ изъ положительныхъ членовлт и если 
ПЕ 


суть положительныя или отрицательныя числа, которыя по 
своей абсолютной величинЪ остаются менфе нЪкоторой конеч- 
ной границы 5, то и рядъ 


а, + а, На {ва {... 
сходится. 
Ибо число 


И Ча - Киа Фи —- ... + а а, Ьн 


по абсолютной величинф меныне числа 


п (а» —- Чи -- ... -|- т 


откуда и вытекаеть сходимость ряда на, -|- а, 4... 


5 112. Абеолютная и неабсолютная сходимость. 


1. Пусть въ ряду 
Со 5 (5 Ям вая (С) 


будутъ какъ положительные, такъ и отрицательные члены. Изь нихь поло- 
жительные означимъ черезь - 


а И оь, (3) 
а отрицательшые черезъ 
Е, 8, —5: 8. (3) 


Въ рядахъ (%) и (3) члены взяты въ той же послловательности, въ ко- 
торой они находятся въ рялу (6); оба ряда прелполагаются безконечными. 
Если обЪ суммы 


=: ЕЕ 
Вы -ы-Ь +..., 
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сходятся. то сходится и сумма 


= ое... 
ВЕК. (1) 


Въ самомъ дЬлЬ, сумму 


а а 


мы можемъ представить въ видЪ 


аа... На — В... 6 =, — В,, 


и при безграничномъ возрастании й возрастаютъ безгранично также и 


и притомъ 


числа |4 и у. Поэтому 
т С, = Шт 4 — ип В,, 


что приводить къ равенству (1). Нами доказана такимъ образомъ теорема: 

Безконечный рядъ изъ положительныхъ и отрицательныхъ 
членовъ сходится, когда сходится въ отдфльности ряды, состав- 
ленные изь его положительныхъ и его отрицательныхъ членовъ. 

Въ этомъ предположени булетъ также схолиться рядъ изъ исклю- 
чительно положительныхъ членовъ, который получится замфной членовъ 
С1, Са, ба, --: ИХЬ абсолютными величинами С,’, 65’, (3, ..-..; Т. е., за- 
мной членовь (; на — р;; при этомъ сумма 


ес Не... = ИВ; 
наоборотъ, рялъ (” только тогда можеть схолиться, когла схолятся ряды 
и В. Рядь, который остается сходящимся, когда всф его члены замБ- 
няются ихъ абсолютными значенями, называется абсолютно схоля- 
шимся. Къ этимъ рядамъ относятся по существу т же законы, что и къ 
ряламъ, содержащимъ исключительно положительные члены. 


2. Если изъ двухъ рядовь „[и В олинь сходится, другой расходится, 
то рядъ () не можеть сходиться, ибо тогла разность (.„ — {и — В» дф- 
лается равной положительной или отрицательной безконечности. смотря 
потому, расходится ли рядъ -{ или ряль В. Не такъ будетъ, когда оба 
ряла [и 13 расходятся. Тогла рядъ (>’, члены котораго суть абсолют- 
ныя величины членовъ ряла (7, навфрное расходится. Не смотря на это, 
рядъ ( все же можетъ сходиться, такъ какъ въ выражен ./,— В, без- 
конечное возрастане въ положительную сторону можетъ компенсироваться 
безконечнымъ возрастайемъ въ отрицательную сторону. Мы имфемъ тогда 
ДФло съ особаго рода рядами, которые называются неабсолютно схо- 
дящимися. Причина этого назваНя станеть еше яснЁе впослфдстви. 

3. Для неабсолютной схолимости у пась нЪтъ столь опредфленныхъ 
признаковъ, какь для абсолютной. Однако же имБетъ мЪсто слфлующая 
теорема. 


о м 


а д в а деднй 


зоо ии пана) ча я о И О 


—.— 
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Если въ ряду съ знакоперем$нными членами: 


РЕ ртр Е —... (1) 
ра, р» Вз› Ра, --- суть положительныя постоянно убываюцИя 
числа, такъ что для всякаго 1 
ры < ры (2) 
и если 
Гат р» = 0, (3) 
п-х 


то рядъ Р сходится. 
Доказательство очень простое. Такъ какъ разности 


ру — р», Ра ра р — бе» ---› Рат-1- рат 


всЪ положительны, То, положивъ 


Ри = р ры... р, 


найдемъ, что всЪ суммы Р, суть положительныя числа, и суммы 
И А: 

образуютъ рядъ выростающихъ чиселъ. Напротивъ, суммы 
ея Рот 


составляютъ рядь убывающихъь чиселъ, такъ напримЪръ, 


Е Вир, — 0. 
Р, == ру — (фь — [з) — фу В), --- 
ВмЪстЪ съ тЬмь разности 


2 2 р. к 
ем 1 ы ” РЕ 


положительны и потому 


2) 2 
о < р о 


Въ силу равенства (3), съ неограниченнымъ возрастамемъ т раз- 


ность Рь — Р,„ приближается къ предфлу нуль, а этимъ доказано, 


т—1 


что оба ряла чисель Р› и Р. имыюотъ одинъ и тотъ же пред$лъ. 
2 ® 


1 
(Ср. то-же заключене въ 6 79). 


4. Если услоые (2) выполняется, но не выполняется услоше (3), 
если поэтому числа р, при безконечно возрастающемъ и приближаются 
къ предфлу, отличному отъ нуля, то числа Р,„ имЪфють верхнюю, а числа 
Р,„_,— нижнюю границу, но эти границы не равны межлу собою. 
Сумма Р» приближается поэтому къ двумъ различнымъ предЪфламъ, смотря 
по тому, останавливаемся ли мы на четномъ или нечетномъ п. Таюе ря- 
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ды, которые, впрочемъ, рфлко встрфчаются въ примфненяхъ, называютъ 
колебающимися рядами, потому что ихъ значеня колеблются нЪкото- 
рымъь образомъ между двумя значенями. ПросгЬйшимъ примбромъ этого 
рода является ряль 


ЕЕ И...; 
эта сумма имфетъ значеше О или 1, смотря по тому, складываемъь ли мы 
у > 


чегное или нечетное число членовъ. Эти ряды не причисляются къ схо- 
дящимся. 


5. Къ рядамъ, которые по $ 3 сходятся, принадлежать между про- 
чимь оба слЪдуюцие: 


1 1 1 1 1 
а ое о (4) 


1 1 1 1 1 
ео (5) 
Рядь Р содержитъ всф дроби съ числителями 1 {основныя дроби): дроби 
съ нечегными знаменателями имфютъ положительные, а съ четными зна- 
менателями отрицательные знаки. Рядь () содержить члены только съ 
нечетными знаменателями, но знаки членовъ также чередуются. ЗлЪсь 
обнаруживается особенное явлене. Положимъ для краткости: 


Тогла 
о — 2 [© 
и сумма 2н первыхъ членовъ ряда 12 есть 
р А ра (: 
далЪе 
а —= ( я = = Яо, 


и, слъдовательно, 
а 20, —1 (1%) (6) 
Съ другой стороны, (7, — (3,„ есть сумма Зи первыхъ членовъ ряда 
1 1 1 1 1 1 1 1 
р ео 


который также солержитъь всф дроби сь числителемь 1. причемъ, какь 
и въ рялу Р, дроби съ нечетными знаменателями снабжены иположи- 
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Члены ряда № расположены не по порядку ихъ велнчинъ, а такь, что 
за каждымъ положительнымъ членомъ постоянно слфдуюгь два отрицатель- 
ныхъ, потомъ опять положительный и т. д. Равенство (6) показываетъ, что 
рялъ № сходится и что 


Такимъ образомъ рядъ К имфеть сумму, отличную отъ суммы ряда р, 
хотя каждый членъ, встрфчаюнийся въ этомъ рялу, встрЪфчается въ дру- 
гомъ и наоборотъ. На первый взглядь, этотъ результать кажется пара- 
доксомъ, особенно же, когла позволяютъ себЪф (какъ это до сихъ поръ 
принято) выражаться такъ, что сумма такого ряда зависить оть по- 
слБдовательности суммированя, что противорфчить перемЪфстительному 
свойству сложешя. Истинное основане явленя состоитъ въ томъ, что въ 
въ сумм Кз„ = („ — (С»» хотя и встрфчаются всф члены, содержашщеся 
въ суммБ Р›„, но встрфчается еще опредфленное число отрицательныхъ 
членовъ, которые только позже появляются въ ряду Р, и число этихь 
членовъ возрастаетъь безгранично вмЪстЪ сь п. 


6. Эта особенность неабсолютно схолящихся ряловъ выясняется разсуж- 
дешями Дирихле (ОсНей *), которыя приводятъ къ замфчательной теоремБ. 
Пусть 


ЯА=а ав... 
ВА А Ры 


будуть два расходящихся ряда съ положительными членами. Мы пред- 
ноложимъ, однако, что 


РН == 0. Ш В, == (9). (8) 


Въ $ 108 мы видЪфли, что таше ряды существуютъ. Мы могли бы, 
напримфръ, взять ряды 


"Уч... 
1 1 1 1 
оч е+а+..., 


которыми мы уже раньше пользовались. 
Составимъ рядъ 


С=а-о-а-..., 


котораго члены с! , с,,... суть тф-же числа, что и а, @,,..., 1, Вь,...› рас- 
положенныя, однако, въ такомь порядкф: сначала возьмемъ н$ёкоторое число 


т) Опубликованы въ первый разъ въ посмертномъ сочинени Еетапг’а: 
„Орег @е РагзеПрагкей етег ЕилКНоп @игсН еше фиеопотечесве Веше“. 


Веберъ, Энциклоп. влемент. алгебры. 29 
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положительныхъ членовъ а:, 45,..., затфмъ н$фкоторе число отрицатель- 
ныхь членовъ — р,, —В5,..., потомъ опять н$фкоторые положительные 
члены а, затфмъ вновь нфкоторые отрицательные члены — ф, причемъ 
будемь имфть въ виду, чтобы члены а, равно какъ и члены — 6, вволи- 
лись вь ихъ нослфдовательности безь пропусковъ и повторен. 

Легко теперь показать, что возможно установить такой 
порядокъ введен!я членовъ. при которомъ рялъ (7 будетъ имЪть 
любое напередъ заданное значен!е х. Это вытекаетъь изъ весьма 
простыхъ соображенй. 

Если будемъ считать число х положительнымъ, то въ виду того, что 
рядъ /{ становится безконечнымъ, можно пойти такъ далеко въ суммировани 
членовь а, что сумма станетъ больше числа х и притомъ нзбытокъ ея надъ х 
будеть меньше, чБмъ послЬднй изъ ввеленныхъ членовь 4. Возьмемъ 
затЪмъ столько членовъ — (, чтобы сумма стала меньше числа Х и чтобы 
она отличалась оть х меньше, ч6мъ на послфднй прибавленный членъ — р. 
Станемъ потомь опять прибавлять члены @ до тЪхъ поръ. пока вновь 
не перейдемъь черезь х, и будемъ продолжать этотъ процессъ сколь 
угодно далеко. Разность между суммой и числомъ х, будучи постоянно 
меньше, ч5мъ послфднй прибавленный членъ @ или — [, можеть поэтому, 
въ виду равенствъ (8), опуститься ниже всякой границы. Составленная по 
такому способу сумма приближается кь числу х, какъ къ предфлу, и 
теорема такимъ образомъ доказана. 


$ 113. Абелева теорема о непрерывности сгепенного ряда. 


1. Въ $ 109 мы уже разсматривали ряды вида 


5) = во фам ое -.., (1) 


которые были нами названы степенными рядами; числа 4:, 45, @з,.... 
называются коэффищшентами ряда; х — аргументомъ. Мы видФли, что 
этотъ рядъ сходится, когда коэффишенты а,, @,, @з, ... суть положитель- 
ныя числа, которыя лежать ниже нфкоторой конечной границы, ах 1; 
согласно 5 111,6, сходимость ряда сохраняется, если нфкоторые изъ коэффи- 
щентовь (1, 42, @з, -. суть отрицательныя числа, лишь бы только они по 
абсолютной величинф оставались меньше н$фкотораго конечнаго пред$ла. 
Мы допустимъ теперь, что рядъ коэффищентовъ 


= аа... 


схолится и нмфетъ значене „4. Такъ какь это возможно въ томъ только 
случаЪ, когда числа а, приближаются къ предфлу нуль, то это допущене 
влечеть за собой сходимость ряда (1) для х < 1. 


2. При этомъ допушени имфетъ мфсго слБдующая теорема: 
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Если, начиная со значен]й, меньшихъ единицы, число х при- 
ближается къ предЪлу 1. то „41 есть предЪфлъ, къ которому сумма 
5(х) приближается съ любою степенью точности. Въ знакахъ: 


Ат 5 (х) = 4. (3) 


1 
Это предложене было впервые доказано Абелемь и примфнено къ 
выводу важныхь слфдствШ. Доказательство состоигь въ слЪдующемъ. 


3. Положимъ 


а о Кат... 9, 


такъ что, по допущенйю, предЪль 


[Аш И = 1 


= 


иметь опредфленное значен:е. 
Числа а» можно выразить черезь числа „Ё[,, такимь образомь: 


{и == ЯН 
28) = 2 = Я, р] 
@з —= Рой == 2, 


Ч» — ы =. ИТ > 
откуда 
ах а, ^? Разм +... На» м" = 
— (1 — ОА... ам и" 


Если теперь х < 1. то х” при безконечно возрастающемъ п имфеть 
предфлъ 0, число же „4, остается конечнымъ. Согласно съ этимь, пока х< 1. 
будетъ 


5& =а- оц - Ам -...), (4) 
и безконечный рядъ 5(х) преобразованъ такимь образомь въ другой 
рядъ, который также сходится при х < 1. 


Будемъ разумфть теперь подь и н$которое конечное число и, 
согласно равенству (4), положимъ 


5 =а мо -алыёш к, ©), (5) 


ГЛЪ 


Е (= Их - А... мт, 
В» (== ых аи -..., 
такъ что №„(х) опять есть безконечный рядъ, котораго коэффищенты ый 


Аа, Че... сколь угодно близко подходятъ къ .4, если только число И 
29? 


_ | 


о ыыаныы 
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взято достаточно большимъ. Полагая поэтому „|, = „1-2; ыы = 
А-а, ... и принимая во внимане формулу для выраженя суммы 
членовъ геометрической прогрессйи: 

Я 


х* + дем -- де -- (= Е ь 


Хх 


найдемъ, что 
[х" а 
Юм = Ам 
Е ЕЕ Е 


ГДЪ 
ТРЕ жд" анна аных 


Мы можемъ теперь взять и столь большимъ, чтобы всф числа @», 
а, Ха, ..- были по абсолютной величинЪ меньше произвольно малой 
положительной величины А, и тогда, по абсолютной же величинЪ, 


Ах" 
р < А (= -- ое —|- де --. (= ] —- 7 


х 


ЕЕ" 
такъ что 
А. 
Согласно равенству (5), будемъ теперь имФть: 
$) == (1—4) Ё,(х) | 11мм Б. 
5(^)—9=ар-х) В“) — Чар м-р. (6) 

Отсюда можно заключить, что х возможно взять столь близкимъ 
къ 1, чтобы разность 5(х) — Ч была меныше произвольно малой вели- 
чины ЗА, а въ этомъ заключется содержане равенства (3). 

Въ самомъ дЬлЪ, въ правой части равенства (6) можно прежде всего 
взять произвольное число п столь большимъ, чтобы р стало < А и, когда 
это сдБлано, можно далфе взять разности 1 — хи 1 — \" столь малыми 
(и положительными), чтобы было также 

(1—^) В (м) — ЦЕ — 4”) ХА, 


и тогда будеть 5(х) — ./ < А (по абсолютной величин). 

Такимь образомъ Абелева теорема доказана. Она можеть служить для 
опредБленя суммы „|, если мы можемъ найти сумму 5(х) при х<Тиея 
предЪлъ при х == 1. 


$ 114. Ряды еъ комплексными членами. 
1. Если члены безконечнаго ряда 
Ст, С., сз, ее» Св - 


суть комплексныя числа, то они имфютъ видь 


В а 


в“ 


\” 
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гдЪ а1, В, а, 6,,... суть вещественныя числа. 
Сумма такого ряда 


Сао... 


называется сходящейся, когда вещественныя и комилексныя части об- 
разують въ отдфльности сходяишеся ряды. когда, слБдовательно. ряды 


я=афоьа-.. 
Вы -Ь 


(А-В 


сходятся; тогда 


есть сумма ряда (5. 

Дъйствительно, если [и В суть предфлы для. и В, то Ё- В 
есть предфль для 1, - В»! и, наоборотъ, 4, --- В» не можеть имфть 
предфла, если его не иметь хоть одна изъ величинь „и В». 


2. Для сходимости такихъ рядовь мы имфемъ тоть же общий при- 
знакъ, что и для рядовъ съ вещественными членами, именно, если положимъ 


А (0.2.51 - Сл —|- ..' = Си--т + 


то сумма А„,» по абсолютному значенйо должна стать меньше любого 
малаго числа, когда числа и и н-- т будуть болыше нЬкотораго досга- 
точно большого числа №. 

ЗдЪсь содержится, какъ частный случай, требованше, чтобы членъ 
с„ по абсолютному значенмю сталь меньше всякаго напередъ заданнаго 
положительнаго числа, что представляется необходимымъ. но не доста- 
точнымъ услоемъ сходимости, какъ и въ $ 106, 6. 

Подъ абсолютнымъ значен!емъ комплекснаго числа 1 —= Хх Гу 
мы уже раньше {$ 47) условились понимать положительное число 


к = ую у. 


Теперь будеть цфлесообразно ввести въ упогреблене простой общй 
знакъ для абсолютнаго значешя комплекснаго числа д; слфдуя Вейер- 
штрассу, мы будемъ заключать для этой цфли 5х въ двЪ вертикальныя черты. 
Такимъ образомъ 


а 
3. Относительно сходимости ряда С. съ комплексными членами имЪеть 


мЬсто слЪдующая теорема: 
Рядъ (7 сходится, если сходится рядъ 


= ой ео ем. 


абсолютныхъ значен]й его членовъ, 
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Доказательство выводится непосредственно изь теоремы $ 47, 5, 
но которой абсолютное значене суммы никогда не бываеть больше 
суммы обсолютныхъ значенй слагаемыхъ; ибо, положивъ 


В => | Ся | + | Ся-|-2 | + с»: -- | , 


будемь имЪть 
| Ве 2 | = т Г 


и если М имфетъ предфломъ нуль, то то же справедливо и для ее 

Эта теорема такь же необратима, какъ и соотвфтственная теорема, 
относящаяся къ вещественнымъ ряламъ съ положительными и отрицатель- 
ными членами. Очень легко можеть случиться, что рядъ ( сходится, 
между тфмь какь рядъ (;” расходится. Мы и здЪфсь различаемь поэтому 
абсолютную и неабсолютную сходимость. Мы называемъ сходя- 
пийся рядъ съ комлексиыми членами абсолютно сходящимся, 
когда сходится рядъ абсолютныхъ значеи!й его членовъ, и не- 
абсолютно сходящимся - въ противномъ случаЪ. 


4. Отсюда выводится далфе слЪдующая теорема: 
Если рядъ 


НИ и пы аъ Нин +... 


сходится абсолютно и если 


О 


есть какой либо рядъ комплексныхъ чиселъ, коихъ абсолютныя 
значен1я 


2% „ТТ 
биг» | со С - 
не возрастаютъ неограниченно, то и рядъ 
сан + о Е виз Е ии... 


сходится абсолютно. 
Ибо, полагая 


ВА — Он ЯЧьы - Са - ... —- Са-т Ибет 
и припимая во внимаёе, что абсолютное значене произведеня равно 
произведено абсолютныхъ значенй его множителей, находимъ 
р - р - р = г Я 
м | =] Со-|-1 | . | С } - Си-р2 |. | Фи-еа | -- акт + | Си-т | . | Отт. 


Поэтому, если каждое изъ чисель | сии |, | Сы |, -.- | Сью | меньше 


н5котораго опредЪфленнаго положительнаго числа ©, то 


| Ат 5. <? | | Ч —|- и | —|- ... —- | т | } ; 


—» 
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если рядъ Л сходится абсолютно, то правая часть этого неравенства 
становится меньше всякаго напередъ заланнаго числа. То же справедливо 
и относительно лфвой части, слБдовательно, теорема п. 4 доказана. 


8 115. Степенные ряды. Вругъь сходимости. 


1. Мы будемъ теперь разсматривать степенные ряды, въ которыхъ 
какъ аргументь 5х, такь и коэффищенты с» могугъ быть комплексными 
числами. Присоединивъ еще членъ со, не зависяний оть аргумента, обоз- 


начимъ такой рядъ черезъ 


Оо. Е: (п 


Положимъ 
х = хит = г (со 9 тэ У), 
т о и 
д" = т" (с0$ и 4% - 15щи *) 
и станемь изображать, согласно 5 47, значешя т точками плоскости. 
Тогла г есть абсолютное значене |1| величины 5, и точки, изображающя 
вс ТЪ значеня д, которыя имБють одинаковыя абсолютныя значешя 1, 


лежать на круг (г), центръ котораго находится въ начал координатъ. 


2. Сушествуютъ степенные ряды, сходяшиеся при всякомъ значени 
аргумента 5. Таковъ, напримЪръ, рядъ 


> 22 -3 24 
т ^ ^ А 
и Ра" 


потому что вь ряду 
] Г ре 7 № 
ТР ав 4! а 


составленномъ изъ абсолютныхь значенй членовь предыдущаго ряда, от- 
ношеше (н-+- 1)-го члена къ н-ому 


1 - т 
в! (ин 


и иметь предфломъ нуль, каково бы ни было значене г. Отсюда вы- 
текаеть сходимость ряда, согласно $ 109, 4. 

Существуютъ, наоборотъ, и таке ряды, которые не сходятся ни при 
какомъ значеши 2 (кромЪ х — 0). Таковт, напримфръ, рядъ 


= -2 =3 -4 
Е их 212 4 -.... 

Въ самомъ дьлф, если с есть число, которое больше г, то по 6 48, 2, 
возможно взять число п столь большимъ, чтобы выполнялось неравенство 
п!т" > с”; такимь образомъ уже отдфльные члены этого ряда неограни- 
ченно возрастаютъ вмфстЪ съ н, и рядъ не можеть быть сходящимся. 
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Вообше же степенной рядъ сходится для нфкоторыхъ значенй ди 
расходится для другихъ значешй. Относительно такихъ рядовъ справедливы 
слЪдующа теоремы. 


3. Если ^/, есть абсолютное значен!е числа (» И г; есть такое 
положительное число, что при неограниченно возрастающемъ п 
ЧИСЛО 1] „7, не возрастаетъ безпредЪльно, то рядъ 5(х) сходится аб- 
солютно для всякаго 5. абсолютное значен1е котораго г меньше 7, - 


Дъйствительно, когда г:т, есть правильная дробь, то рядъ 


сходится, а вмЪстЪ съ нимъ сходится (по 5 114, 3, 4.) и рядь 


2 з 
Г г Г 
з дани к. 38 = 
а в" Е 11 & } +..., 
п п 1 
члены котораго суть абсолютныя значеня членовъ ряда 5 (5). Такимъ об- 
разомь и рядь 5 (5) сходится абсолютно. 


4. Если `/„т” остается конечнымъ для всвхъ значенйй г Г), то рядъ 
5) сходится при всБхъ значешй $; обратное тоже, конечно, справедливо. 

Если ^/„т” остается конечнымъ для нфкотораго значеня тг, то то-же 
иметь мЪфсто и для всфхъ меньшихь значешй г. Если поэтому ‘у„!” оста- 
ется конечнымь не для вебхъ, а хотя-бы только лля нЪкоторыхъ значенйй г, 
то эти значешя г имыоть верхиюю границу 5, и рялъ 5 (5) сходится 
для всБхь д, коихь абсолютныя значены меньше р. 

Кругь, описанный радусомъ р изъ начала координатъ. какъ изъ 
центра, называется кругомъь сходимости степениого ряда э (3), и мы 
имфемъ теорему: 


5. Рядъ 5(;) сходится абсолютно во всякой точкф впутри 
круга сходимости. 


6. Наоборотъ, рядъ 5(;) не можеть сходиться ни въ какой 
точкЪ внЪ круга сходимости. 
Ибо, если рядъ 5(7) сходится, то Мт с»„л” — 0. Поэтому произве- 
дене ‘`у„г” должно оставаться конечнымь и г должно было бы быть 


меньше или вь крайнемъ случаЪ равно р. 

О сходимости ряда въ точкахъ, расположенныхъ на перифери круга 
сходимости, нельзя установить никакого общаго предложенЯя. ЗдЪсь, смотря 
по природЪ ряда, можеть имфть мЪсто сходимость или расходимость; 
можетъ также случиться, что въ одной части перифери рядъ сходится 
а вт. другой —расхолится. 


') При неограниченномъ возрастани #. 


—»у 


`\» 


-* 
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Въ видф примЪфра укажемъ геометричесяй рядъ: 


ЕЕ =: 


ЗдЪсь оказывается р = 1 и кругъ сходимости есть кругъ, описанный изъ 
иачала координатъ радусомъ, равнымъ 1-ц$. 

Въ этомъ случаБ на кругЪ сходимости рядъ не можеть сходиться, 
такъ какъ абсолютныя значеня всфхъ членовь ряда, будучи равными еди- 
ницЪ, не могутъ имфть предЪла, равнаго нулю. 


7. Если рядъ 5 (<) сходится абсолютно для нфкотораго значены д, 
величины д, то сходится абсолютно и рядъ 


СО = о + че + 6 + 265 -..., 


гл 2%, а, @.,... есть рядь положительныхъ вещественныхь чиселъ, 
которыя не возрастаюгь неограниченно, причемъ сходимость имфегъ мфсто 
для всякаго числа 7, 
значеня г, числа д\. 


котораго абсолютное значеше г мепьше абсолютиаго 


Чтобы это вывести, достаточно раз-мотрЪть рядъ 


2 Е буи г Е альт? - ага ее: 
р Г й # ь 
= % 10 Е 1 ге - а. 7, (=) п — ое 
1 1 И 


который есть не что иное, какъ ряль абсолютныхъ значенйй членовъ ряда 
(С) и который сходится по теоремЪ $ 109, 1. 


Для правильности этого вывода отнюль не требуется, чтобы числа &, 

р 24 

х,,..., бы оставались конечными: достаточно, чтобы величина %„ (=) 
п 

не дБлалась безконечной. По 6 18, 8 это имфеть мЪсто при каждом < п, 

когда @„ = и* есть какая либо степень величины н или вообще какая 

: жи —1- 

либо ифлая функшя отъ п. Принявъ. напримфръ, 2» — ид или ИХ, 

мы получаемъ теорему: 


8. Три ряда 
О 
а 


635% 


С а Я 
Ч фо АН... 


имфютъ одинъ и тотъ же кругъ сходимости. 
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$ 116. ДЪйетня надъ безконечиыми рядами. 


1. Мы разсмагриваемъ два безконечныхь ряда съ вещественпыми 
или комплексными членами #и,, ©, и полагаемь 


= ыы... +, 
= ао... о. 


Первые члены мы обозначаемь здфсь не черезь м., т:, а черезъ 


Ш, 9, а подь И, Г, мы разумфемь суммы п-+-1 первыхь членовъ, 
что при умноженм рядовъ представляется особенно удобнымъ. Допустимь 


(1) 


что эти ряды сходятся и что [', Г’ суть ихъ суммы, такъ что 


шт 0 [+ И 


= хФф пи 
Если положимъ 
МЕ =. МЕ =, № =4,-.., 
гдЪ всюду берется либо только верхнй, либо только нижН зпакь, и 


М — и а |. №, 
то 


№ №. 


Увеличивая здфсь п неограниченно. найдемъ, что и сумма Й”» схо- 
дится и что 


и = И: И, 


если предфлъ //”, есть И”. Этимъ доказано слфдующее предложеше: 

Складывая или вычитывая соотвЪтствующ{е члены двухъ 
схолящихся рядовъ, мы складываемъ или вычитываемъ эти ряды. 

Значеше ряда [’ не измфняется, когда мы присоединимъ вначалЪ 
или гдЪ либо вставимь члены, значення которыхъ равны нулю. Отсюда 
слЪдуеть, что сумму /” можно составить весьма разнообразными спосо- 
бами, относя различнымъ образомъ другъ къ другу члены и», ©»; такъ, 
напримЪръ: 


= и @® + в) + @, + цы.) Не щ-... 


ИЛИ 
Д=а и) Ро Не оь-+.... 


2. Операшя умноженя представляется менфе простою. 
Пусть 


= ши в -.-- 
Г ==щ а РР --... 


(2) 


=“ 
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булуть лва сходящихся ряда. Пусть а; и В; будуть абсомотныя значеня 
величинъ и; и 1;, и допустимь сначала, что ряды 


И=а а ка аз-.... 
В=ы-ЫЬЬ-... 


сходятся, такь что ряды (Ти Г сходятся абсолютно. 


(3) 


3. Если при умножени „Ч на В поступать такъ, какь при умноже- 
ни двухъ конечныхь многочленовъ, то придется умножить каждый членъ 
одной суммы на каждый членъ другой суммы и затЪмъ взять сумму этихь 
произведенй. ВсЪ эти произведеня имфютъ видЪ Ци р,. Мы соединяемъ 
эти произведеня въ группы по суммЪ индексовъ ь У и затЬмъ скла- 
дываемь эти группы, то есть составляемь числа 


0 
с = вов + а. 
2. — 06 -- ав —|- 9505 (4) 


Ст == @обы - ба быя + абы... @ы х 


беремъ нхъ общую сумму 
ЕО о (5) 


и сравниваемъ эту сумму со значемемъ произведеня Ч Вы. 

Вь произведенши .[, В» содержатся всЪ тф и только тБ члены @» р, 
для которыхъ выполняются сразу оба неравенства |4 < И; У = И. 

Вь суммЪ („ содержатся всЪ тф и только тЪ члены ий». въ ко- 
торыхъ и. + у < т. Поэтому, если возьмемъ #1 = 21, то сумма (.„ будетъ 
содержать всф тЪ члены аи р, для которыхь и < и, у=н, и, сверхь того, 
еще и друме члены. въ которыхь и или у больше п. Такъ какъ всЪ 
числа (и, В» суть положительныя числа, то 


Ч 18 к ен - (6) 


Съ другой стороны, среди членовъ йи р. произведеня „|, В», наряду 
сь другими, содержатся и всЪ т члены, въ которыхъ и-у=н, ибо ни 
въ одномь изъ этихь членовъ | или У не можеть быть больше п. Но 
эти члены суть члены суммы (С„, слфдовательно 


С, = 1 Ва. 


а потому, замфнивь п на 2н, имЪемъ: 


(в ся Л Вэ»; (7) 
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изь перавеиствъ-же (6) и (7) слБдуетъь, что 


хай В, = бо < Зи В. 5 


Такъ какъ, далфе, произведены .|, В» и /„ В» имъють по допу- 
щеню олинъ и тоть же прелфль В. тои (Сж, а слфдовательно и (.„ 
имЪфеть тоть же предфлъ ?). 

Такимъ образомъ рядъ 


Софа а-... 
сходится и притомъ 
(=: (8) 
4. Въ интересахъь послЪдующаго важно еще замфтить, что разность 
Л, = С, — 1, Вы 


есть сумма положительныхьъ произведен вида йир, и что [), при неогра- 
ниченно возрастающемъ п имБетъ предфломъ нуль. 


5. Составимь теперь изъ рядовъ (/, Г’ новый рядъ И” по тому 
же закону, по которому мы составили рядъ (7 изъ ряловь „[и В, то 
есть, полагаемъ: 


о — №00, 
Чч — от, ++ Ш, 


9 
#0 — Цой, + ще: + Ито, гр 


аи — ит Е шит НН ии +... Ныь, 
Пт = и а... и. 
Составимъ далЪфе разность 
А, = (Г, — И». 


Эта разность отличается отъ разности /[), только обозначещемъ. 
Она есть сумма произведенй ИаФ,, и если замБнить эти произведешя 


*) Если я число нечетное, то и==2-- 1, и такъ какъ С» пя НЕ Ч гдЬ 
бот--1 > 0, то 
Ст < а < Ата В Эт - 
Увеличивая т безгранично, находимъ, что Шт Сида = 4 В, т. е, Ит С, =АВи 
т $ яз 
въ томъ случаЪ. когда и получаеть нечетныя значенйя. 


Фь 


- 
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ихь абсолютными значенями а„р,, то А„ перейдетъ въ Д)„. Согласно 
теорем$, по которой абсолютное значеше суммы не болыше суммы абсо- 
лютныхь значенй ея слагаемыхъ, нахолимъ, что 


УЕ 


поэтому |^„| а, слфдовательно, также и А„ имфеть предфломъ нуль. 
Отсюда же вытекаетъ, что 


Такимь образомъ и рядъ И” сходится. Но 


| ти, | = Чобы —- 4, я —- .-- - Яя бо — Сл. 


а такъ какъ рядъ (С сходится, то и рядъ чиселъ | и: | сходится, то есть 
рядъ И” сходится абсолютно. Мы имфемъ такимъ образомъ теорему: 


Если изъ двухъ абсолютно сходящихся рядовъ Ги Г мы 
составимъ по формуламъ (9) рядъ [, то и этотъ послфднйй бу- 
детъ абсолютно сходиться и притомъ //” = (Г. 


6. Абелева теорема (8 113) даетъ возможность распространить только 
что доказанную теорему такимъ образомь, что уже не будетъ больше на- 
добности дфлать различе между абсолютною и неабсолютною сходимостью. 


Если [Ти Г суть два сходящихся ряда и если составленный 
изъ нихъ по формуламъ (9) рядъ //” также схолится, то 7’ = (Г. 


Въ самомъ дЪлЪ, если г означаеть положительную правильную дробь 
и ряды (Ти Г сходятся, то ряды 


Е) = ги -вщ-..., 
Га) = о гг, + Ра, а 4. 
сходятся абсолютно ($ 115); выводимый изъ нихъ по формуламъ (9) рядъ 
И = г Ри, -... 
по п. 5. сходится абсолютно, причемъ 
и @=тоО. (10) 


Если положить г=1, то ряды (г), Г (г), И`(®) перехолятъ въ 
Г.И `и, когда эти послфдне сходятся, то по абелевой теоремЪ 


ми Я) =И, йе) = № а, 


ре =1 
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поэтому, если въ равенствф (10) будемъ приближать г къ предфлу 1, 
то получимъ 


пре 


что и требовалось доказать. 

Въ 5 113 мы доказали, однако, Абелеву теорему только въ предпо- 
ложенш вещественныхъь коэффищентовъ. Въ случаЪ комплексныхъ коэф- 
фищентовъ достаточно прим$нить эту теорему къ вещественной и мнимой 
части въ отдфльности, чтобы доказать ея справедливость и для этого 
случая. 


ГЛАВА ХХУ. 


Безконечные сходятщеся ряды для показатель- 
ной и для тригонометрическихъ функщй. 


$ 117. Рядъ для показательной функщи. 


1. Примфнимь теперь обще законы къ отдфльнымь спещальнымъ 
ряламь и, прежде всего, разсмотримъ рядъ 


2 73 
ОА +++... (0) 


Какъь мы уже показали въ $ 115, 2, онъ сходится абсолютно при 


всякомъ вещественномъ или комплексномъ значени ^: Въ частности, при 


{= 1, мы изсАфдовали этотъ рядъ уже въ $ 110 и нашли его значене, 
а именно: 


Ра (2) 
Равнымь образомъ, непосредственно изъ опредБленя мы получаемъ: 
И 


2. На послБднемъ равенствЪ необходимо, однако, остановиться нф- 
сколько подробнЪе. Если мы обозначимъ абсолютную величину 5 черезъ г, 
го получимъ 


| у о И 
ВО-И< иЯ+ а +.. 


А такъ какъ 
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Мы видимъ отсюда, что абсолютное значеше выражешя Ё:(х) — 1 
становится менфе всякаго даниаго числа, когда х стремится къ нулю. 
1: С) непрерывно приближается къ 1, если {$ непрерывно 
приближается къ 0, что формально выражается слЪдующимъ образомь: 
т В @ = 1. 


8=909 

3. Другая особенность ряда /:(х) выводится изъ правила умноженя 
рядовъ, изложеннаго въ 8 116, 5. 

Если мы обозначимь черезь х и у два произвольныхъ веществен- 
ныхь или комплексныхъ числа и предположимъ, при положительномъ 
значении я, что 

дп де 
а 


то, согласно $ 116, (9) 


у” ми х 4—2 


д? 
т мет В а р. 


0” 
и? 


0» = 


а такт какъ 


есть не что иное, какъ биномальный коэффишентьъ ($ 53, 5 55), то отсюда 
слфдуеть: 


1 
би == = (” - В0) уу + > \3 + а ан) 


1 
—= — (лу). 

и (©; 
Такимь образомъ рядъ М” есть не что иное, какь Ё (х-Еу), слЬловательно 

ва =ЕОЕО. (3) 

При этомъ х, у могуть имфть вещественныя или мнимыя значеня. Мы 
знаемъ изъ $ 18 и $ 34, что для вещественныхъ значенй х и } равен- 
ствами (1), (2), (3) выражаются характеристичесве признаки степеней &”" 1) 
и потому для вещественнаго значешя х мы получаемъ результатъ 


АЙ ( 


Такъ какъ до сихъ поръ мы еще не дали опредфленя стеленей съ 
мнимыми показателями, то мы въ прав теперь и для мнимаго х положить 


= ЕС (4) 


*) Это утверждене будетъь вполнф обосновано въ $ 121, и. 4. 
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и такимъ образомь опредфлить степени числа © и для комплексныхъ зна- 
ченй 1. Опредфленное такимъ образомъ выраженте г? или Ё(5) называется 
показательной функцтей. Основное свойство степеней, выраженное въ 
равенствЪ (3), сохраняется въ такомъ случаь и для комилексныхь пока- 
зателей д, т. 


4. Показательная функц!я с? есть предфлъ выражен!я 
а 92 
= (1+, 
й 
при безконечномь возрастан!и п. 
Для доказательства этого иредложеня, сначала будемъ понимать 


подъ и положительное ифлое число, и въ такомъ случаЪ получимъ по 
формулф бинома ($ 110) 


++) +(- 26-5 +. 


1 2 к г® 
И сео а. 
+( :( п ( п и! 


Разложимь это выражене на двЪ части: 


= 4ь, 


гдЪ, при услойи т < и. 


даче (1 г) 5) [ (1 ам, 
2,=(1- >) (1- и и тг. >: 
ея 


Если полъ г булемь разум5ть абсолютную величину 7 и если 


число # = п, то 


те т 


Примфняя это неравенство къ отдфльнымъ членамь выраженя /., 
получаемъ: 
т 7-е И 
ГИ. > ...-Н —. 
.|< мет РИ © п! 


Реборъ, Энциклоп. эломент. алгебры. 30 
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Если положимъ теперь вообще 


52 з 
Вы =. Ни, 
то найдемъ, что 
Г О О Рф, 


Коэффищенты въ выражении 7: 


(1-1)}.6-96-2),--.6-)6-)--6-—"5) 


при постоянномь значени 71 и достаточномъ возрастани и могутъ стать 
сколь угодно близкими къ 1, и слфдовагельно, при постаточномъ увели- 
чени и. абсолютное значеше '\/, — Ё»(3) | можеть быть сдфлано менЪе 
любой величины А. 

Согласно съ этимъ, 


О а 
и, слЪдовательно, 
7 — ое —= ВОН В© -ЕЕФ- ВЮ. 


Теперь возьмемъ прежде всего число 1 столь большимъ, чтобы 
каждое изъ чиселъ 


РИ и ТО) 


эн 


было меньше произвольнаго числа \: это возможно слфлать въ вилу схо- 
димости ряда 1: (5). Затьмъ припишемъ числу п столь большое значене. 
чтобы и неравенство |7, — Ё, (3) | < А выполнялось, при этомъ будетъ 
также 


и— 13) | < ЗА. 


Можно, сл5довательно, приписать числу и столь большое значенге, что 
абсолютная величина разности 2 — #: (5) станеть меньше произвольно малаго 


числа, а вмЪстЪ съ этимъ локазана теорема п. 4. для любого значеня д: 


т (1+) =, — 


п=х 


разумЪется, пока только при условш, что и есть возрастающее цфлое число. 


5. Положимтъь теперь 


Е. 
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разум$я подъ нп цфлое число, а подъ у правильную дробь; мы най- 
демь, что 


Я = 


| я аыя 


пу)  @а- у 


чес 


Если ПН здЪсь неограниченно возрастаетъ, оставаясь цфлымъ числомъ, то 


ми (С, =, ии (1+* +4) ое, ит (1+) =е, 


И 


слЪдовательно, и въ этомъ случаъ предфлъь / равенъ с". 

Подобно тому, какъ это было сдфлано въ $ 110, 6, можно показать, 
что И имфеть тоть же предфлъ, когла число п остается отрицательнымъ, 
между ТЬмъ какъ его абсолютная величииа безгранично возрастаетъ. 


6. Положивъ {= 1л^, глф х есть вещественное число, и принимая 
во внимаше соотношеня 


РЕ ВА НИ, РЕБ ПШ 
найдемъ, что 


2 1х 2 зе 
и 


и мы можемъ теперь ПОЛОЖИТЬ 
Е@х) = -:ВО, (6) 
ГД 
д? а А р 5 


И 

р г (7) 
3 А Аа 
ПО сане, 
Эти два ряла сходятся абсолютно ири всфхь значеняхъ х. 
Мы знаемь вмЪфстЪ съ тфмъ, что 

Е Е ь 1х \" 

О-В) = Ит (. -|- =) р (8) 


Когла х и у суть два произвольныхъ вещественныхъ числа, то изъ 
теоремы, выражаемой равенствомъ (3), слфдуеть, что 


(4) + 1В(2)) (А) + 1В0)) = Че -а1Вае 


30% 
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или, отдфляя вещественную часть формулы отъ мнимой, имфемъ 


АР) = 1 10) — ВФВО). 
веру =ВО 10 ВА. 
Эти формулы, очевидно, совпадаютъ вполнф съ формулами сложен я 


тригонометрическихь функшй с0$ (х-- у), эт (х--л) ($ 47, 3). Болфе 
глубокое основаме подобнаго совпаденя выяснится изъ нижеслЪдующихъ 


| 


разсужденй. 


8 118. Тригонометричееня функщи, какъ суммы рядовъ. 


1. Изсл5дованио связи, существующей между рядами и тригономе- 
трическими функщями, необходимо предпослать слфдующее разсуждеше: 
Пусть УВ будетъ дуга сь рамусомь, равнымъ линейной единицЪ, 
и угломъ ©, который мы измфряемь дуговой мФрой, такъ что длина 
в дуги ЧВ также равна ©. Опустимъ изъ В пер- 
‚В пендикулярь ВЁ на С.4, а въ точкф А воз- 
ставимъь перпендикулярь „1 до пересфченя 
его въ точк П) съ продолженемь рашуса СВ. 
По правиламъ тригонометри, мы имфемь: 
С ЕЛ 
Фиг. 33. 
Какь явствуеть изъ чертежа, площадь сектора (`/4В менфе площади 
греугольника (2.11) и болфе площади треугольника СЕВ, но 


а 
площаль САЧВ = 


1 
2. 
о 
> 24 = 2 $5, 
т 1 
» СЕВ — 2 


откуда вытекаеть слБлующее неравенство: 
ша < ях а, (1) 


но ра = $та/с0$а, поэтому 
т а 
089 < —— < 1. 
р 
Такъ какь соз& приближается къ единицф съ уменьшенемь угла &@, 
то отсюда слфдуеть: 


2. Частное зто: я приближается къ прелФлу 1, когла уголъ & 
приближается къ 0. 


в 
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Такъ какъ с05& становится равнымь 1 при & = 0, то и вах 
имфеть предфль 1: 
‚ эшх ‚ а . 
Иш — =1, Мм р (2) 


в = Ф и в=® @ 


Та же мысль можетъ быть выражена и такъ: функщи по и в“ 
при малыхъ значеняхъ @ становятся почти равными дугБ %. 


1 
Соза больше > когда уголь х меныше п/3, потому что с05% 


: 1 
возрастаегь съ уменьшешемь © и равенъ >>, при х — п/З (уголъ равно- 


сторонняго треугольника). 


СлЪфдовательно, когда а < 3 ` то, на основаши неравенства (1): 


119 
| == 1 2а. 3 
са ег < Рае Ра ( 


3. Если {ф означаеть произвольный уголь, а п есть какое-нибудь 
цБлое число, то по формулЪ Муавра 15 47, 8.: 


с0$0 13шфи" = с0$ИФ ти 
р 9 р. 


откуда, положивь пд’ = х, выводимъ: 
х м)" 
созх Е 1зшх = ( с0$ — тт ) (4) 
п | 


Правая часть этого равенства, очевидно, не зависитъ оть нп. По- 
смотримъ теперь, кь какому результату можно придти, когда п будегь 
возрастать до безконечности. 

ЗамЪтивъ, что 


в а я 
кт . х р. р х 
с0$ зн — ) = (< ) (1 ти ) 5` 
( п с И Н т - ый 
разсмотримъ вь отдфльности каждый изъ двухъ множителей правой части. 
Если въ тригонометрической формулЪ 
0529 —= 1 — 2312“ — 2с052% — 1 (6) 


ПОЛОЖИТЬ 9% — Х: 21, то выйдетъ 


(== ^) = (12 <) ь 
п 2н 


Если же для краткости положимъ 
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и разложимъ полученное выражене по формул бинома, то получимъ: 


Е в Е Е ыы 
(> `) (:— „) = 


глЪ, при #1 цфломъ и меньшемь числа м, 


1 го ( 1 )( :) =. 
Е а | ое 3 
с =) п п п Ур 
2 ; рт 
Й п вл (ти! 


ы (1— . )(:— я (и - 
ИА Г п т 


Въ выраженяхъ о и р зиаки -- и — правильно чередуются. Но, согласно 


неравенству (1), 


з 


ум 
| 
| 


стало-быть, и подавно & < ^?, и & становится менфе всякой данной по- 


ложительной величины, когда п безконечно возрастаетъ. Отсюда слФдуеть, 
что с иметь предфлъ 1 при постоянномъ 2 и безконечно возрастаю- 
щемь п. Абсолютная-же величина второй части р меньше, чфмъ 

д”? 22” 


Е а п 


и, въ силу сходимости ряда Ё(х), становится менфе всякой данной вели- 
чины при достаточномъ возрастани чиселъь ри ни. 


Е”) 


п 
Е х 
Отсюда явствуетъ, что предфль выражены (соз ) равенъ 1. 
Н 


4. Примфняя тЪ же разсужденя ко второму множителю 


т. 
1 + -!. 
(+) 


произведешя (5), положимъ для краткости 
х 

ИЕ ==! 
- п 


и допустимь сначала, что х есть положительное число. Если т -_н, то 
мы снова получаемъ, по формулЪ бинома, равенство 


(= 
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вь которомъ 


: 1 \ига? 1 ( 2 ео 
а 51 +... 1) ее аи о ы 


в) 


| 


к. И : 
Но, по п. 1., @ И ‚ при безконечномъ возрастани п, имфетъ 
ый ® 


предфломь 1, и, слЬдовательно, + имфеть предфломъ число х; далЪфе, въ 
силу неравенства (3), + < 2х, по крайней мЪрЪ когда и > Зап. 
Отсюда, какь и раньше, выводится, что 


а И (7) 


к 


и что 9, при постоянномь шт и безконечно большомь н, стремится къ 


величин Ъ | 
: О к АН 
1 1х = ах . (8) 
РЕ В ие 
Но сумма (8), въ свою очередь, при достаточно большомъ значении 
числа т будетъ сколь угодно близка къ величинв „1(х)-- Вх) (5 117, 6). 
А такъ какь, кромЪ того, | № при тЪхь же условяхь безпредфльно умень- 


шается, то отсюда слБдуеть, что 


Тат ( Е ие — = (>) - 1В(х). 


Согласно равенствамъ (4) и (5), мы отсюда получаемъ: 
созх Ч 7зтлх = .1(х) Е аВ(а). 
с0$х = „#(х). эт == В(х). 
Такимь образомь, тригонометрическя функщи с0$х, зшлх пред- 
ставляютъ собою суммы безконечныхъ рядовъ: 


и: у“ 


м: 
аа с м 


: о ый е о 
а и о 
По этимь формуламъ можно вычислять созх и зшлх. Но такь какъ 
ряды эти сходятся тЪмъ лучше, чфмъ меньше величина х, то ихъ иБле- 
сообразно примфнять для вычисленя созх и чих лишь при малыхъ зна- 
ченяхъ х; вь другихь же случаяхь пользуются формулами сложен. 
Необходимо, однако, помнить, что при употребленми этихъ формулъь 
уголъ долженъ измфряться не въ градусахъ, а непремфнно вь дуговой мЪрф. 
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Число п 3,141592... можегь быть вь такомъ случаЪ опредЪлено, 
какъ наименьшее положительное число, обращающее въ нуль рядъ, кого- 
рымъ выражается синусъ. 
Согласно 8 117, (6), мы получимь для степени 2 
казателемъ, выраженя 


> 


съ мнимымъ по- 


ее — созх 19, 
: (10) 
= ©0® - А 
Складывая и вычитывая эти равенства, мы получаемь функщи с05х и 
зто. выраженныя въ показательной фупкши сь мнимыми показателями: 


05% — Б-- 
11) 
ее её" 
== 
21 
Отсюда слфдуеть далфе: 
т 
ее, 
а а, 


Для того, чтобы комилексиую величину у — х -Е \! выразить черезъ 
ея абсолютное значее г и фазу +. мы можемъ теперь, вместо выражешя 


д = г(с054 Е 191%}, 
пользоваться болЪфе краткимь: 


ЕТ 


ГЛАВА ХХУ. 


Биномальный рядъ. 


$ 119. Бипомальный рядъ для цфлыхь отрицательных 
показателей. 


1. Вь $8 55 мы вывели формулу бинома для ифлаго положительнаго 
показателя. Если |. есть натуральное число, то по этой формулЪ 


а 


гдЪ 
4 и и ый 
ВТ, Вы у. В —= г . 
(2) 
Вс ЕЕ у. (м — ти. т .-. (м — в!) 
ит ро 


суть биномальные коэффишенты. 

Выраженя В©? сохраняють, однако, смыслъь и въ томь случаЪ. 
когла м не есть положительное цфлое число и даже тогда, когла {4 есть 
число комплексное. Только ни одно изь этихъ выражен!й не дЪфлается въ 
этихь случаяхъ равнымъ нулю и сумма въ правой части равенства (1) не 
обрывается. Ея члены образуютъ безконечный рядъ. 

Посмотримъ. будеть ли эта сумма сходящейся. 


2. Пусть д будегь комплексное чихло и Г абсолютное значеше ;. 
Въ ряду (1) отношенше (п - 1) го члена къ н-ому равно 


Все -в. 3с9 эи—1 -— НИ и ы-Е! —1}\> 
НН. на А ы Н \ п $ 
и абсолютное значене этого отношеня 
и 
п 


имбеть прелфлъ. г при неограниченномь возрасташи п. Сообразно съ 
этимъ, рялъ (1) сходится абсолютно, когла г<1, и расходится, когла 


7>1 (5 109, 4. 
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Поэтому, кромЪ того случая, когда м есть цБлое положи- 
тельное число, рядъ (1) имфетъ кругъ сходимости, рад1усъ ко 
тораго равенъ 1 (5 115, 10). 


3. Въ $ 55, (10) мы познакомились съ выраженемъ для биномальныхъ 
коэффишентовъ, которое мы теперь, при нфсколько измфненныхъ обозна- 
ченяхъ, представимъ такъ: 


Ву = Пров во.- ВрВо,-...- ВОВ. (8) 


Тамъ мы вывели, однако, это равенство только въ томъ предполо- 
жени, что м. у-суть иблыя числа. Но при помощи выражен (2) мы 
можемъ доказать, что оно остается въ силБ и въ общемъ случаЪ. ДЪИ- 
ствительно, согласно формуламъ (2), 


ВНР = Во ри \ р» = В Во | Во те ; 


равенство (3) справедливо при п — 0 ин — 1. Допустивъ, что это равенство 
вфрно для нфкотораго п, мы докажемъ, что оно также вЪрно для 1. 
Для этой цфли мы воспользуемся равенствомъ 


(Е — п) Во = и-Н 1 В%., С 


которое выводится непосредственно изь равенствъ (2). 
Помножимъ обЪ части равенства (3) на у. у — ни вь отдЬльныхь 
членахъ правой части разложимъ этотъ множитель слфлующимъ образомъ: 


шфу-п= оф -ы, 
о. 
кю : 


Мы получимь такимь образомъ 
(и у— п) Ве —= 
809 (у — п) Во | В (у—п- 1) Во. -{+ В (У —п- 2) Во, +... + 
Ч еВоВО + и«—08о8о, +... 
или, на основан!и равенства (4), 
(и-- ПВ =: в 1) Во Ве, п В ВО -- и ПВ Во, |... + 
+ во во 2 Во В --.... 


Если мы сложимъ здфсь члены, стояше другь подь другомъ, то 
множитель (п-- 1) сократится, и мы получимъ: ь 


Вер — ВВ, - ВОВ | ВОВЕ +... 


о. - 


= 
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что въ сущности есть не что иное, какь равенство (3), вь которомъ и 
измЪнено въ и-{ 1. 


4. Обозначимъ теперь черезь ф (и.) сумму ряла (1). Значене ея 
намь, вообще говоря, пока неизвЪстно. Перемноживъ, по правилу $ 116, 5. 
два подобныхъ ряда: 


(и) = Во Вох Во Во +... 
$ (^) = В® + Во; Вог В -.. 
вь предиоложени, что |х| < 1, мы получимъ слБдующия выраженя: 
Во Во, 
(Ве ВР + В ВО). 
(Во вр -- Ву Во -- ВЕ В) 


(5) 


для членовь ряла, представляющаго собою произведеше, и, согласно ра- 
венству (3), будемь имфть: 


ф(л) ФМ) = 9. У). (6) 

5. Этимь равенствомъ выражается характеристическая особенность 
степеней, изъ которой можно, какъ и раньше, вывести значеще ф(\.). Если, 
напримфръ, № есть цфлое положительное число и у — — |, ТО 10 фор- 
мулЪ бинома для цБлыхъ показателей 


ф(0) = 1, 9) =а <)“, 


и изь равенства (6) слБлуетъ, что 


1 
— 8 —#и 
фм) = арх = о 
Формула бинома остается, такимь образомъ, справедливой для иЪ- 
лыхъ отрицательныхь показателей, когда абсолютная величина х меньше у. 
При в. = — 1, —2, — 3 мы имфемь, напримЪръ, 


к = а м 
=1— 24-32 — 48 +5 —..., 


1 : 
Е © Ь 
28 . пы 
ао а ва 2 
Если и. число дробное, или ирращональное, или даже комнлексное, 
то ФО» все еще сохраняетъь значеше, которое также слБлуеть искать 


межлу степенями; но такъ какъ эти степени многозначны, то нужно еще 
установить это значеше. 
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Точное изслфдоваше биномальнаго ряда велеть пачало оть Абеля, 
который ясно показаль значеше этого ряда вь общемь случаЪ, гакже и 
для комплекснаго |4“). 

Для простоты мы ограничимся здЪсь просгьйшимъ случаемь, когда и. 
имБегь вещественное значене. 


$ 120. Непрерывность биномальнаго ряда. 


1. Подь функшей Ф/(х) аргумента х разумфють выражеше, 
численное значеше котораго опредляется нфкоторыми правилами исчи- 
сленя, когда дано произвольное значеше аргумента \х. Такъ какъ аргу- 
менть х способенъ принимать различныя значеня. то онь называется 
также перем нною. Функщи и аргуменгь могуть принимать также 
комплексныя значен!1я. ПримЪрами такихъ функшй могутгъ служить 
цфлыя функщи, которыя мы разсматривали вь одиннадцатой главЪ, далфе 
григонометрическя функши зшл. созх или показательная функшя с“. 
Употребляются также функши отъ н5сколькихъ перемБнныхь Кь нимъ 
принадлежать симметрическя функщи $ 64 или функщи \, }’ въ $ 66. 


2. Функшя Ф(\) называется непрерывной, если она облалаетъ 
тЬмь свойствомъ, что абсолютное значене ея измфненя Ф\{л/”) — {Ф(х) 
становится меньше произвольнаго положительнаго числа А. когда раз- 
ность х’— х по абсолютному значеню меньше н$котораго достаточно 
малаго числа 5. Короче это выражаютъ и такъ: 

Непрерывною называется такая функщ1я, у которой безко- 
нечно малому измфнен1ю аргумента соотв тствуеть безконечно 
малое измЪнен!е функции. 

Такимь образомъ, для непрерывной функщши измЪненя скачками 
исключены. 


3. Если \ и У суть двЪ непрерывныя функщи аргумента х, то и 
ихъ соединены ХУ, Х—Т, ХУ суть непрерывныя функши. Ибо, 
если х и В суть измЬненя \ и У, то соотв6тствующ измБнены выше- 
указанныхь соединеншй булуть я + В, а — В, «У ВХ { 9В, а эти 
величины становятся всЪ три безконечно малыми, когда я и В суть без- 
конечно малыя. 

Примфняя повторио эту теорему, найдемь, что цфлая функшя 
непрерывныхь фуньщ1Й всегда есть непрерывная функщя. 


*) М. Н. АБе- „Ощегзиспипреп аБег Че Веше“ 


т т(т— 1) т (т 1) (ш— 2) 
Е = вы в 


(1826) Озбуа!а$ КЛазукег аег ехаКеп \15$епзсваНен Мг. 71. 
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4. Обозначимъ черезъ Но №, И»- Из - -. члены безконечнаго ряда не- 
прерывныхь функшй аргумента х и допустимъ, что по своему абсолютному 
значению он остаются меньше н$фкотораго опредфленнаго числа 5, неза- 
висящаго оть ^. Если Г есть положительная дробь, то. какь мы видВли, 


Г — ища Ни, + и. 


есть абсолютно сходяшийся безконечный рядъ. котораго сумма {7 есть функщя 
огь х. Покажемь теперь, что это есть непрерывная функщя отъ д. 
Для этой ифли возьмемъ цфлое положительное число И и положимъ: 


Г. — п-ка РР, +... И, 
Ва = ИН да Е ин -Ё...: 
Ще 


гогда, согласно п. 3, О» будеть непрерывною функщею отъ х, а К, — 
есть безконечный рялъ, сумма котораго удовлетворяетъ неравенству 


| 


ы -н--1 
ое. = 


ДалЪе, такь какъ г есть правильная дробь, то можно взять И столь 
большимь, чтобы | К» | была меныше произвольно малой величины №, а 
тогла и измфнен!е А„ при измфнени ^ будетъ по абсолютной величинЪ 
меньше числа 2А, ибо, если №, означаетъ измЪненное значеше А», то 


[К | < А, [К,|<А, 
|, — А» [= | К 1-Е ГК» | < 2А. 


Такъ какъ, сверхъ того, [”, есть непрерывная функщя, то можно 
взять измфнен!е аргумента х столь малымъ, чтобы и измфнене (7, — 0, было 
меньше А, а тогла изм5неше функши С будеть меньше, чфмъ ЗА, т. е. 
произвольно будеть малымъ. Этимъ доказана непрерывность функщи 
относительно аргумента ^х. 

5. Мы можемь также разсматривать (` какь функшю оть г. и. 
какь таковая, она непрерывна, пока г остается меньше какой либо опре- 
дЬленной правильной дроби, а потому мы заключаемъ, что степенной рядъ 


5$ =ое о? ет... 
есть непрерывная функш отъ < внутри круга его сходимости. Ибо, если г есть 
абсолютное значеме аргумента хх, р— рамусъ кругсхолимости и г< р, 
то въ интервалЪ между ги р можно найти значеше р,, уловлетворяющее 


условю 


Угр < № <: 


а такъ какь тогда 


РЕ а 
ЕЕ << В, 
о 
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то рялъ 


ы ^? 
ое + (м) ее 
бо бо 


Тим Фо» у 
п-х | бо 


Обиий членъ с»д” ряда 5(5) равенъ 


я 
Ся ут . К 5 
Ро В 
Е |. 1 < ул 
а потому, если мы въ теоремф п. 4 замфнимъ г на р,/р, и» на с»(65)"/ ее , 
то условя этой теоремы будутъ выполнены, откуда слЪдуетъ: 

Степенной рядъ 5(5) есть непрерывная функшя отъ д 
внутри круга сходимости. 

Такъ, напримфръ, по этой теоремЪ степенная функщя с” и тригоно- 
метрическя функщи $5 и с0$х, какъ степенные ряды, суть непрерывныя 
функщи оть <. Содержаше теоремы Абеля вь 5 113 состоить въ томъ, 
что если и рядъ 


сходится И 


=. 


миры Ры Е... 
сходится. то 0 —= ш- ги, - и, |... есть непрерывная функц оть г 
также и при г = 1, если только измфненя числа г ограничиваются его 


уменьшеншемъ. 


6. Биномальный рядъ 


ф(&) = 1-Е Вох + Во + Ввоз... 


находится въ усломяхъ п. 4, пока абсолютное значене < меньше 1, и 
такъ какъ биномальные коэффишенты В69, булучи цфлыми функшями 
отъ и, непрерывны, то ф(и.) есть непрерывная функщя отъ и. 

Какъ уже было сказано, мы будемь предполагать, что м. есть ве- 
щественное число, но { можеть имфть комплексныя значенй. 


$ 121. Сунна биномальнахго ряда. 
1. Если д — х-- 1, то можно положить 
$ = 17 (с05 59 -- 1519), 


гдф г есть число положительное, а 3) обозначаетъ уголъ, который оп- 
редфлень лишь до числа, кратнаго 2п. Чтобы опредфлить этоть уголъ 
вполнф точно, мы можемъ условиться брать уголъ 5: между - жи т, 
такъ что 


ще (1) 


ры 
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Сверхъ того мы въ послБдующихъ разсужденяхъ предполагаемъ, что 
г<! (2) 
Сходянийся при этихъ допущеняхъь биномальный рядъ 
РЕ (##} > (и) -2 4} 53 
фл) =1- 9-Е В Во... (3) 
имфетъь вообще комплексныя значеня, и такъ какъ 
5% = м (созя 4 Е 19ти17), 
а коэффишенты В© суть вещественныя числа, то, положивъ 


ф(ы) =Х- УГ, 
имБемъ: 
А = 1+ Вгсоз 9-Е Вт, соз2 3: { Вт3соз3 3 |... 
4 
У = Вботзт 9: -- Вет? эт2 9: Вт зт 3 -Г.... о 


2. Положимъ 
= 26050, А, 


Е | , (5) 
= А- ТЕ А (6030 5456 


гдь КЮ есть вещественное положительное число, а @ есть уголъ, который 
опредфленъ ляшь до числа кратнаго 2%. 

Мы имфемъ въ виду опредблить Ки 6, какъ функши отъ р. Чтобы 
указать ихъ зависимость отъ |4, мы будемъ также писать К = К (4), 
9 — 0 (ы.) и замбтимъ, что К, с0$0, 510 — суть непрерывныя функщи 
оть |. 

На функшю @\.) также можно смотрЪть, какъ на непрерыв- 
ную, но въ такомъ случаф мы не можемъ уже заключить 0(1.) въ любой 
интерваль длины 2щ; напротивъ, если для нфкотораго значеня |л, напр., 
для | = О указанъ опредфленный интервалъ для 0(), то при непрерыв- 
номъ измфнени и. и @(м) уголь 0(1..) можеть выйти за предфлы этого ин- 
тервала. Въ этомъ именно смыслЪ мы будемъ здЪсь разсматривать функщю 
0(ы.), принимая ее за непрерывную функщю отъ |. 

Для и. —=0 имфемь Х =1, У == Ти, слБловательно, 


с0$0(0) —1, 510(0) = 0, 


поэтому 0(0) есть кратное 2ж и, чтобы вполн$ опредфлить функщю 0 (№), 


достаточно ПОЛОЖИТЬ Е 


(0) = 0. 


Для № (0) получаемъ значеше 1. 
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3. Для опредфлены А и 6 служить основное равенство $ 119, (6): 


ф()ф ©) = ФУ, 


гдЪ подъ м и у разумЪфются два вещественныхъ числа. 
Примфияя формулу Муавра, мы получаемь: 


Ки) КС) [со (60) 0) - эм (0) 055) ] 
= Ю-В У) | с0$0 (Ну) + 130 НУ) : 


Такъ какъ значенями синуса и косинуса угла вполнф опредфляется 


остатокъ оть дфленя этого угла на 2, то отсюда вытекаетъ 
Ви -Р у) = Ки В, 
(ру) = 0%) 045). 


Ко второй части послЪдняго изъ этихъ равенствь можно было-бы при- 
бавить еще число, кратное 2%. Но такь какь 09(4.) есть непрерывная 
функщя, а это кратное могло ‘бы измфняться только скачкомъ, то оно не 
зависить отъ и. и у и оказывается равнымъ нулю, если положимъ у == 0. 


(6) 


4. Изъ перваго изъ равенствъ (6; выводится прежде всего значене 
К (5.) совершенио также, какь и вь 6 38. А именно, пользуясь новторно 
этимъ равенствомъ, находимъ, что. при иБломъ и, 


АО, 


такъ что при р. = 1 


Ве) = №1) 


В. т\ |". 
КЮ (т) —= | ( - )] ; 


97 п 


к(") = кал" = ука», 


й 


и при в. —= м/н 


слфловательно, 


подъ услошемъ, что раликалъ обозначаеть единственное положитель- 
ное значен:е корня и-ой степени. Если, далфе, въ первомъ изь ра- 
венствъ (6) положимъь у = в, ^(0) =1, то найлемъ, чго 


‚о Ау“ 
Г К ` 


Такъ какъ К ((/.) есть непрерывная функшя сть (2, то приходимь къ 
заключению что одно и то же равенство 


К (м) =К (1), (7) 


*р^ 
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имфеть мего гакже и ири ирращональныхъ положительныхь и отрица- 
тельныхъ значешяхь 4; ири чемь подъ №(1)" слЪдуетъ понимать, какъ и 
вь $ 33, единственное вещественное значение ии-той степени величины Ю(1)*., 


5 ИПриыфняя повторно второе изъ равенствъ (6) 


о(и-НУ = 00-0), 
найдемь нодобнымъ же образомъ: 
В (пр) = н0 (4), 
такъ что, при м — 1: 


ОУ 
и, при и иен: 


- т : 
0 (1) — и0 ( ") = 110 (1), (8) 
Такимъ образомъ, для ращональныхъ значенй и. имфетъ место равенство 


0 (4) — №00), 


которое вслфдстые непрерывности остается справедливымъ и для каждаго 
иррашональнаго значеня 1. Намъ остается, поэтому, опредфлить еще ве- 
личины №11 и 01), которыя также зависятъ оть д, г. е. оть ги №. 
6. Для опредЪленя ^(1) и 0{(1) выводимъ изъ равенствъ (4) уравненя 
К (1) с030 (1) = 1-{ гсоз*. 
К) эт 0 (1) = гэш, 
откуда, возводя въ квадратъ, складывая и принимая во внимане, что № (1) 
есть положитетельное число, находимъ: 


Пия + 216089 т. (9) 


гдЪ радикаль берется со знакомь плюсъ. 
ДалЪе, путемъ дЪленя предыдущихъ уравненй, получаемъ: 


: гаш ах 
фо ( у — = ры 
В 1-Е гсо$ $ 


Если тангенсъь угла данъ, то этимь уголъ опредфлень до числа 
кратнаго п; каждому значенйо тангенса соотвфтствуетъ одинь только 


:. 1 1 
уголъ, содержанийся между отн р 5 =. Мы опрелфляемъ такимъ 


1) Замфняя здБсь К. :) и ^^ соотвфтственно на Ё, х, у, приходимъ къ слБдую- 
шему выводу: Есло [:(<) есть непрерывная функщя вещественной аргумента д, ко- 
торая при произвольныхъ вещественныхъ значевяхь г и у удовлетворяеть соотио- 
шеню 2 (х-Ру)=Е(х) Е (у). то Ед, — [Ё‹1)|” иесли Е (1) — то Е) ==” &см. $ ИТ, 33, 


поберь Энщиклон. оломьит. алгебры. з1 


482 $ 121 


образомъ величину ® однозначно условями: 


гп с и 
ое о. 5 (10) 


1 
гдЪ границы + 5 * исключены по той причинЪ, что знаменатель 1 - гсо$ &* 


не можетъ быть нулемъ, когла г есть правильная дробь. Тогда 
0 (1) == -- рт. 
гл | есть неизвЪфстное цфлое число, еще подлежащее опредфленйю. 


7. Замбтимъ для этого, что для значешй г, меньшихъ единицы, Г 
въ рав. (4) есть непрерывная функщя отъ г, переходящая въ нуль, при 
г —= 0, и что, при г = 0, в также переходить въ 0, а КЮ(1) въ 1. Но 


У — Ка)" эти (® - 2%); 
при х — 0, отсюда получаемъ: 
эт хр — 0. 


Это равенство должно имфть м$сто при всякомъ произвольно 
выбранномъ значен!и 4, а это возможно только въ томъ случаЪ, когда 
цфлое число }—=0. Ибо, если бы оно не было равно 0, го достаточно было 
бы положить = 1 :2р. чтобы получить зти.рт — 1. Поэтому, р = 0. и 
сумма биномальнаго ряла такимъ образомъь вполнф опредфлена въ пред- 
положенши, что г есть правильная дробь. Мы имфемъ: 


Ф() — (у 1 + 2гс0$9 Е =)" (созрее Е 19). (11) 


глЪ ® опредфляется соотношенями (9). 
Если < есть вещественное число, то либо 9. —=0, либо 5 = т: слЬ- 


довательно, © — 0 и, согласно соотношенямь 19), число д-— х будеть 

положительнымъ, при  — 0, и отрицательнымь, когда $} — т, а потому 

Х = гс0$. ^? — 1, и равенство (10) въ этомъ случаЪ даегъ намь: 
фшд = ах", ‹12) 


гдь подъ (1--х)“ разумФется единственное вещественное положительное 
значеше этой степени. 

Если въ равенствЪ (12) отдБлимь вещественныя и мнимыя части, то 
получимъ вещественныя значеня рядовь Аи У: 


(Ут + 20$ +)" со5ды — 1-Е Ви гсоз* Е В 1со52 8 
+ 2173 с053 4 .... 

(у 1 21с0о$ $ гг)" зил о ^^ Ве ратая Ве га 52% Е 
Во зи" -.... 


(13) 


ет 
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8. Если возьмемъ и = : ‚ То 
А МЕ 
В 2` В Я а А 
| Зо (2н —З) 
.) — 1” 1 С 
Г петь 


и, слЪдовательно, 


1 1 ие | 
а 
когда х есть вещественная правильная дробь. ДалЪе, при № = — =: находимъ: 
1 1 Е: 1555 Ро 
Св | з ЕЕ -8 В 
о о. 


Ут--х 
Можно примфнять эти формулы для извлеченя квадратныхъ корней. 


при чемь вычисленя представляются особенно простыми, когда корни 
извлекаются изъ чиселъ, которыя мало отличаются оть ближайшихъ тгоч- 


ныхъ квадратовъ. Такъ. напримЪръ, 


У 99 — 100 == 1 = 10 И 001. 


Если въ равенствЪ (9: положимь х = — 0,01, то, найлемъ, что 
— 1х ==0,005 
1 2 — 0,0000125 


- и ^3— 0,0000000625 
0.0050125625 


1х1 3 — 0,9949874375 
Уз9 —= 9,949874375, 


при чемъ послфлый десятичный знакь нфсколько великъ. Для на 3, 


находимъ: 


у!1 — 3,31662479 
съ точностью до девятаго десятичнаго знака. 


$ 122. Биножмальный рядъ на грапицЪ сходимости. 


шв № Л 


1. Въ $ 120 мы видфли, что биномальный ряль имфеть кругъ схо- 
димости рамуса 1. Н5тъ смысла задаваться вопросомь о значени этого 
ряла ви его круга сходимости. Олнако-же, представляется интереснымъ 
изслфловать. сходится-ли этотъ рядъ вь точкахъ, принадлежащихь кругу 
| схолимости, т. е. для величинъ с, абсолютныя значення которыхь равны И 


Если это имфетъ мЬсто, то можно будегъ опредЪлить сумму ряда 
31. 
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для этихь значен!Й по теоремф Абеля ($ 113), отыскавъ предбль, ири 
г —1, выраженя ф (№), найденнаго нами вь иредыдущемъ параграфь. 

2. Первый случай: и. > 0. 

Въ этомъ случаЪ бином!альный рядъ, при г -=1. сходится 
абсолютно для всякаго значен!я 4%. 

Это было бы доказано, если бы мы могли показать, что рядъ би- 
номальныхъ коэффищентовъ 


2 1 
т во В... (1) 

сходится абсолютно при положительномъ и, ибо, принимая во вииманте, 
что эн и с0$н.т суть правильныя дроби, мы нашли бы, что сходятся 
также оба ряда 

А = 1- В© соз9 - В69соз2 3 - В со53 + 

в —= Во эт + В зт2 9 + В зш3$ +... 

Соласно теоремЪ $ 109, 6, сходимость этого ряда будеть доказана 


въ томь случаЪ, если удастся найти такое число р, которое больше | н 
для котораго 


(2) 


Гат ий Ве == ©. (3) 


их 
3. Чтобы найти такой показатель. положимъ, понимая подъ ни Ён 


два цБлыхъ числа, 


Ве — и (и — 2)... ибн) 


ый 
и А 1... ин 
И 2)... п | 
Обозначая черезъ А` абсолютное значеше числа /3 и полагая и. 


найдемъ отсюда абсолютное значене числа Вс: 


АиР-фь Н-ы-1 


КВП А \: 4} 
Е О и — 
глЪ ^ есть положительное число, независящее отъ И. 
Но, если т > 1, то по формулЪ бинома имЪфемъ: 
ДВО 
1 
( те =) 
м се Е ие 2 1 и и из) 1 
—_ т Ува и Тов ни 
= (1-2) + ас в (1-е) 
т Пя И Зт 


Пей И 5ш 


те АЕ АЕ и Зы 4 1 (1 и) + 
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и, ели шт _ и 1, а [ есть натуральное число, то; 
тж -1, иж Ето ь Е 


лЪфдовательно, разности 


Е а и. 3 : ний 


т т ` 5т 
всЪ имБюгь положительныя значеня, такъ что 
1 
1 ы-Е1 
1+ а 
т т 


что можно писать и Такъ: 


и ,. ] | ( т } -! 
Ш ш-1 ч 


Полагая здЪсь ш= #1, {4 2....,н, находимъ: 


ЩЕ 


и а 
2 ЕЗ . 


ож о ( И у. 
И п 1 - 


И сообразно съ эгимь получаемь изъ равенства 4: 


т Дея . | 


не 5\ 
о | 
з В и-1 
5. ( | 
и 1 
такь что, если | есть ироизвольное положительное число, то 
п ры АЕ ОО бр-Е № и, (6} 


Выражение ке, стоящее въ правой части этого перавенства, будегь прибли- 
жаться къ предфлу нуль при неограниченномь возрастани и, если возьмемъ 


рты. 


Такъ какь допушене /`> 1 совмфстимо сь этимъ услошемъ, то, согласно 
равенству (3), для разсматриваемаго случая сходимость доказана. 
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Соотношене (5) показываетъ, что 


ип В@ = 0 (7) 


= 


не только ири положительномъ 4. но и тогда, когда 1 есть поло- 
жительное число, слфдовательно, и въ случа$. когда 1. есть отрицатель- 
ная правильная дробь. Но только въ этомъ случаБ убываше величины Во 
уже не достаточно для того, чтобы гарантировать абсолютную сходимость 
ряда (1), такъ какь р 1 -- и. остается ниже 1. 


4. Это приводить насъ кь второму случаю —1< и < 0. 

Въ этомъ случаЪ бином!альный рядъ сходится на круг схо- 
димости, кромЪ случая $ = —1. хотя сходится вообще уже не 
абсолютно. 

Доказательство основывается на общемъ равенствЪ ($ 53, (7\) 


(и) — 13%) (и) 
Г о = В ка В у (8) 
справедливость котораго для произвольнаго м ВЫВОДИТСЯ ИЗЬ соотношений 


Во =— ИЕ | о Венло = ы--! В 
я И ж— п И 


я—1 
между биномальными коэффищентами. Положивъ теперь, при любомъ д, 
53 =: = Вх О —- аня -- В" 
и умноживъ обЪ части этого равенства на 1-х, получимъ, -огласно рав. (8): 
(05 = 1 + ме... В 
+ смз... Е ВО он 

] вето их —- не —- Е + Верю 
= ео ен ВФ. 


| 


Если абсолютное значеше г величины х равно 1, го, при неогра- 
ниченномь возрасташи и. величина 5” остается конечной, а число Ве 
становится равнымъ пулю. 

А такъ какъ и +1 > 0, 10 5+0. согласно п. 2, имфеть конеч- 
ный предфль и, если 1--; не равно 0. то и сумма 560 имфетъ конечный 
предфлъ, т. е. ряль ф(№\ сходится. 

Однако же, при :— —-1, нашъ рядъ въ эгомъ случаф не можетъ 
сходиться, ибо при вещественномъь значеши д, меньшемъ единицы, 


Ц? 
функщя фо) дБлается равною и. а это выражене обращается въ 


безконечность, когда и. есть отрицательное число и д == — 1. Поэтому, 
согласно теоремЪ Абеля 5 113, рядь не можетъ сходиться при д == -- 1. 
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При и = 1 и ; = --1 бнномальный рядъ обращается въ выражене 
ЕТ 1 —..., ге. въ сумму, колеблющуюся между 0 и 1. 


5. Очень легко исчерпывается трет!й случай (|4 = — 1. 

Въ этомъ случаЪ и. {1 есть либо отрицательное число, либо нуль, 
слфдовательно, п —и {1 есть положительное число, которое больше п 
пли вь крайнемъ случаф равно п. Поэтому, 


и, слфповательно, биномальные коэффишенты В“ будуть болыне Ти не 
будуть приближаться къ иредфлу нуль. Такимь образомъ, и члены ря- 
довь ^\, Т: 

809 созш. В зттА 


не будуть безконечно малыми и, слфдовательно, эти ряды не могуть схо- 
диться. Едниственнымь исключешемь, не представляющимь, однако, ника- 
кого интереса. является ряль }. когла $ — 0 или — п, при чемъ ==). 


6. Чтобы въ случаяхъ сходимости ряда онредфлить его сумму, до- 
статочно положить г=1 вь $ 122 (8), (9) и (10). Тогда 


у1-Е2гсоз # в — у2: 1-Е 039) — 26085 


! 2 
такь какь с0$ -; 4+ есть положительное число. ибо, ио предположению, у 
лежить между пи + ®. Далфе, 


т 9 25 + 055 5. г 
И ре 
и, слфдовательно, 
= 5 5. 
при чемь ®, какь это и требовалось пахолится между Е и + т. 


Отдфияя въ равенствЪ $ 122. (10; вещественную часть оть мнимой, мы 
гакимь образомь найдемъ: 


т, 5} 
(2есз р 5) со. —1 + В соз + - 849 соз2 5. -{- В с0$3 4-Е - + -› 


и а 


1 9: 
(2еоз 5 5} ) эп и. 5 — ВСо эт + в,” зт2 9-Е В эт 3 9. 


и эти равенства справедливы при м. 7? — 1; при положительномь значе- 
ни м, предфльное значене : —= 4 п еще допустимо. 


ГЛАВА ХХУ1. 


Логариемичееке ряды. 


8 123. Логарнемичееко ряды. 
1. Если въ биномальномъ ряду 


и (2) 


\2 &38 [4 
т 1. 2%8) ь. 


гдЪ х есть положительная или отрицательная правильная дробь, ноло- 
жить и. = 0, то обф части примутъ значене 1. Если же прелварительно 


приведемъ равенство (1) кь виду: 


пы 


ре ах 1 ве 1) (м. 9) у 


р т м ‹2 


у 
и загфмъ станемь приближать у къ нулю, то правая часть преобразуется 
въ рядъ: 
4 -5 
№ № % 
УХ ИА 


оо ео: Е 


который также сходится, когда х есть правильная дробь. 

Но, по 8 120, 4, рядъь (2) есть непрерывная функшя отъ ц, когла х 
есть правильная дробь, и потому А есть предфль частнаго (11-х р. и 
при чм. =0. 

Чтобы найти сумму ряда '3.. достаточно представить этотъ предфлт» 
не въ формЪ безконечнаго ряда. 

Этого нельзя сдфлать непосредственно, потому что при вц =0 
уничтожается и числитель и знаменатель дроби ((1--л” - 1: и. а0.0 
не имфеть опредфленнаго значення. Мы можемь, однако, найти косвен- 
нымъ образомъ и этотъ предфль, воспользовавшись уже найденными нами 
{5 1101 предлами. 

Если положить 


1 
р (4 
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то у будетъь возрастать до безконечности, когда 1 будетъь приближаться 
къ нулю. Но изь равенства (4 слфдуетъь: 


1 
о 


если мы возьмемъ погариемы обфихъ частей, то получимъ: 


Пат ю1-^) _ юИ-х 6 
и. Аи Ге 


По 5 110. 5, 


‹осповане натуральной системы логариемовъ». Слфдовательно. согласно 
равенству (6\, 


\“ — | 1 1 ы 
т ВЕ == 55. ль : } 
И 107 


н=0 


Эго равенство получитъ наиболфе иростой видъ, если мы примемъ с 
за основаше системы логариемовь. Эти логариемы называются натураль- 
ными логариемами. Для отличя ихъ оть другихь, напр., бригговыхь 
логариемовъ, ‘употребляются различныя обозначеня: 1орпаёх или 1(.^). 
Мы здЬсь будемъ пользоваться также весьма употребительнымь обозна- 
ченемь шлх. Поэтому, если мы теперь положимъ вь основане систему 
натуральныхъ логариемовь, то получимь 

Ан 
ип Ик 2 


5 |1 —- х 


н=0 у 
Изъ равенства же (3) мы иолучимь такимъ образомъ разложеше 


\2 18 4 \5 


ес: (7) 


Мы получимь нЪсколько боле удобную форму, если замфнимъ х 
на -—— х: 
\? д 18 25 


р = о а те >: (8) 
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и затфмъ вычтемъ равенство 8) изъ равенства {7.: 


Положивъ 


Е. у — 1 


‚ и, слфдовательно, х —:- 
1 А й ь у —- ] ? 


найдемъ, что каждому положительному значеню величины у соотвфт- 

ствуетъ значене х, меньшее единицы, а именно, х есть положительное 

число, при у >> 1, и отрицательное, когда у < 1. такъ что можно при помо- 

щи ряда (9) найти натуральный логариемъ каждаго положительнаго числа. 
Изъ равенства (9), при х — 1/3, получаемъ 


1 1 1 1 1 1 1 1 
2 й Е Е за РБ . 87 Ро а Ра : зи 13 : зы". их 
откуда находимь, что натуральный логариемъ числа 2 равенъ 


0,693147 


съ точностью до шестого десятичнаго знака. Этоть способъ довольно 
тягостенъ, когда требуется высокая степень точности. 

2. Рядъ (7) расходится, когда х — —1, ибо при этомъ значени х 
онъ обращается въ 


1 1 1 1 
(++ ч+ьуч+ь +...) 
Напротивъ, при х == 1, получаемъ 
1 


№ Е 
в а АА 


и этоть рядъ сходится, хотя и не абсолютно $ 112, 5%. 

По теоремф о непрерывности степенного рядь ($ 113) мы можемъ 
опредфлить сумму этого ряда, положивь х -— 1 въ сумм ш(1-Х). 
Такимъ образомъ находимъ: 


1 1 1 1 
= == = — аа в И 
ша = 1 а т. -- (11) 
$ 124. ПЦиклометричеене ряды. 
1. Если въ биномальномъ ряду положимь {— 1х, то получимъ: 
ии —1 а 


и И т . -з 
а ПР о ЩЕ 
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и значеше этой суммы найлется изъ равенствъ ‹9’, (10` $ 121, если въ 
нихъ положить {4 = + ы т. при чемъ верхнйй знакь относится къ поло- 
жительнымь, а нижнй къ отрицательнымь значенмямь х. Если х есть 
правильная дробь и г—=,х |, то 


а, (1) 
и, слЪловательно, 


ф (= С ИТ- А?" (сов Е 19.6). 


ОтдЪфляя вещественную часть оть мнимой, находимъ 


ч ии. 1 и-- 2) 3 
и: | —= ПА 92 Аи ее И = а, 
у1--^! сою — 1 Я -- ИТ х ое 
и ‚(м — (м — 
Ут-- 2) эн = их — а 1 ы к хм- 


щи — В ( — 2) 9—4) 
> Е к 


и, дБля второй изъ этихъ рядовъ на м, получаемь: 


и ПИ. и— 1) О. 
о = р -8 , 


Пе ВУ тика 
А Е И я еы 


у ВЕ ] 


При ц.—==0 правая часть преобразуются вь безконечный рядъ 


з т 5 \7 \ 9 


Я о } Е 
г аа с © (2) 


сходяшй при всякомъ значеши х, равномъ правильной дроби; значеше же 
этого ряда мы найдемъ, какь и въ логариемическомь ряду, разыскавь 
предфль лвой части при ч. = 0. 

Но, по $ 118, 2, та: =1, при х = 0. а потому. положивъ 
Х = ро, имЪемъ: 


$ | 6 эп и. © 


— ют — ® 
у н=0 ы С) 


Гл 


ЧЕКИ 


3) 


ау у? "" дфлается равнымъ 1: такимь образомъ находимь: 


д уз л к 
= ` = —- = ая 3) 
ры сли: оо (3) 
2. Когда задано положительное или отринательное число. равное 
тангенсу н$котораго угла ©), то этимь опредфляется только остатокъ огъ 
дфленя угла на п. Но уголь будеть опредфлень вполнЪ. если присоеди- 


; 1 1 
пить еще ограничение, что онъ должень заключаться между — РЗ жи и. У. 
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Опредфленный такимъ образомъ уголь (выраженный въ дуговой мЪрЪ.. 
какъ дуга, тангенсъ которой есть х, называютъ агсиз фапееп$ \ 
{правильнфе агсиз {апоеп5 х) и пишуть сокращено: 


® — агех, 4) 


такъ что равенство (3) даетъ: 
ь хз д х7 57 
агсех = х -- а В 9 и (5) 


Такъ какъ формула (5) имфеть мфсто только вь томь случаф, 
когда х содержится между —Ти +1. то уголъ агс®л лежить между 


1 1 
ей — ре. о 0 
ати +. т (между 459 и { 459). 
3. Рядъ (5) остаетсь схолящимся, когда х становится равнымъ 1. 
р 1 
а агс4ех принимаетъ тогда значене =, =, и мы получаемь такимъ образомь 


сумму извЪфстнаго ряда Лейбница: 


Е (6) 


ВслЪлстНе медленной сходимости, этоть рядь одипако не пригоденъ для 
практическаго вычисленя числа п. 


4. Чтобы получить рялы сь лучшей сходимостью, служайше для 
вычисленя тп, берутъ уголъ, который находится въ извфстномь отноше- 
ни къ числу = и котораго тангенсъ равенъ извфстной правильной дроби. 


„1 
Если возьмемъ, напримфръ, уголъ, равный -; т (30°, половину угла рав- 


носторонняго треугольника), то его тангенсъ равень 1/3. и изь равен- 
ства (5) получаемь: 


т 1 1 1 1 1 1 
: — 1 — -- ее. + -- Й 
23 3.38 5.33 т: Фу ех Л. (7 


Ниже будуть найдены ряды, имфюцйе еще лучшую сходимость. 


$ 125. Функщя агс № х. 
Если вь ряду 65 123, (9) подставить гх вместо х, то получимъ 
рядъ, который отличается оть ряда 5 124, (5 только множителемь г, п 
потому вполнЪф естественно. если мы положимъ 


1 
| 1 
агс 12 27 о (1) 


Объ открыт суммы эгого ряда Лейбницемь ср. Сап{юг, „@езоисве 4ег 
Машетавк“, Ва. Ш, Карце 86. 
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Это равенство представляеть собою прежде всего только опредфлеше ло- 
гариема мнимой величины, но въ силу этого опредфлен!я оба ряда $ 123, 
9 иб$ 123, (5 объединяются вь одномъ законЪ. 


2. Основное свойство логариемовъ сохраняется согласно формулЪ (1, 
а именно: сумма двухь логариемовъ равна логариему произведеня сла- 
гаемыхь. Вь самомь дЪлЪ, если положить 
ое еее, Ва, 
=,  т=В, 
го имфемь по формул сложенЯя для тангенсовъ: 


0 . , 
а ых 


1 — 2258 1 (2) 


поэтому 
«Ну 
а В — асю о - 
ь у 
у . 
Ре } [6 
Ху 
При этомъ слБдуетъ замфтить, что къ лЪвой части необходимо еще 
прибавить п или отнять отъ нея п, когда сумма а -- В выступаетъ изъ 


ИЛИ 


агс р х - агсв у — агс йе › = 


6 па 
интервала - 
р Ба 


Изъ равенствъ (1) и (3` получаемъ: 


Е и ао _ ны ыы 
ву ах — "ту Ма’ 


при чемъ 


1-е" а МЕР А 
1 лу— КА Па)? 


такъ что законъ логариемовъ сохраняется: 


ати ТНУ _ = 1-Е, | 


ЕЕ в мт. 


т 
3. Этимь закономъ можно воспользоваться для преобразованя ряда 

агс4ех въ сумму подобныхъ ему ряловъ, которые, имфя гораздо болфе 

высокую степень сходимости, могутъ служить для точнаго вычисленЯя т. 
Если опредфлить двЪ правильныя дроби хи у такъ, чтобы онЪ 

удовлетворяли равенству 

А 


4 
ет (4) 
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а 1 в 
то, принимая во внимаще, что агс 1 — ‚т, найдемъ, по равенству (3), что 


п 


— = агсех -- ас т. 


4 
и изъ $ 124, (5) слфдуеть: 
п а 
о 
уз 3 29 


Для опредфленя х и у равенство (4) преобразовываютъ въ 
хо =2, 

1 1 

и, положивъ х — х, находять у — чз, 

ряды Эйлера, имъюце лучшую сходимость: 


и получаютъ такимъ образомъ 


т 1 т 1 м 
оао о, 
1 


11 
оз а Вы 


Если кь обЪимъ частямъ равенства (3) прибавить еще трей уголь 
и вновь примфнить ту же формулу, то выйлеть: 


агс 5х -- атс ку +- асе; — ак г. Е = ее. } 
- К — "С 


и если опредфлить правильныя дроби х. у, 5 такъ, чтобы онЪ удовле- 


творяли равенству 
хо хм = 1 — и — д №, 
то получимъ 


с — ас ых -- ас ву ас (5) 


въ форм трехъ рядовъ, которые иногда еще лучше сходятся. Взявъ, 


а 1 1 Е, 1 ь 
напримфръ, х = у. № — в, д = =, Получаемъ: 


Е — ас 5 асю асю. 


По этой формулф производилъь вычислеше Дазе 'РаНзе), который 
опредлилъ число п съ 200 десятичными знаками. 

Еще горяздо раньше (1706) Джонъ Машинъ (Зобп МасЬт) даль 
лучшую формулу, которую онъ пользовался для вычисленя п со 100 деся- 
тичными знаками. Выводъ ея основанъ на слфдующихъ соображеняхъ: 


м —ыы5ыээтиииИинининнинннн.„.. > 
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Если въ равенствЪ (3) положить у == 1, то при любомь х будеть: 


е—=! 
х-1` 
Если здЪфсь взять для х значене, близкое кь 1, то (1— х) их) бу- 
деть малою дробью, и мы получимь для второго члена правой части 
хорошо схоляцийся рядъ согласно равенству $ 124, (5). Для того же, 
чтобы и первый членъ представить въ видЪ хорошо сходящагося ряда, 
слфдуеть положить агс 1х = пас а, гдЪ и есть произвольное цфлое 
число. Чфмъ больше п, тфмъ меньше будеть © при данномъ значени х. 
Взявъ п = 4 и положивъ & — В въ равенствЪ (2), получимъ: 


- — ас х — ас 


(6) 


228 2528 
В — и 
828=_ 48| 


вв г. 
Если же положить я — В, х — 48. то изъ формулы (6) получимъ: 
=4В—1 


т — 4асфох — ас 
ДО ео 

Взявъ произвольное число © равнымъ 1/5, нахолимъ х — 120/119, 
откула, наконецъ, слФдуеть: 


к 


1 1 к 
= 4 агс 5 — агс #2 239` (7) 


Ясно, что равенство (7) болфе пригодно для вычислев я, чфмъ равенство (5), 
такъ какъ рядъ $ 124, ‹5) быстрЪе сходится при х= 1/5, чфмъ при х— 1,2. 
Недавно Шанксъ (Зпапк$) примфниль формулу (7, лля вычислены п сь 
707 десятичными знаками *). 


*) Чтобы дать представлеше о точности, выражаемой, напримфръ, уже 100 
десятичными знаками, Шубертъ (Н. ЗспиБег) въ Гамбургь придумаль смЪлый 
образъ. который можно найти въ статьф „Квадратура круга“ въ собраши научныхъ 
лекшй Вирхова (\Уйспо\у) и Гольцендорфа (Но2епаогИ) Ней 67. 

Знаки ‹ для основанйя системы натуральныхь логариемовь и х для отношеня 
окружности къ дамегру вошли во всеобщее употреблене съ тЪхъ поръ, какьъ 
Эйлеръ употребилъ ихъ въ сочинени „Уайае обзегуабопез сиса зейез НИпИаб“, 
появившемся въ Запискахъ Петербургской Академ въ 1739 году. Знакъ л быль 
уже употребленъ въ 1706 г. В. Джонсомъ (УНИат Лопез). 

Число я называется Людольфовымъ числомъ по имени дор уор Сейер 
ВБ/ЧИСЛИВИЧАГО ЭТО Число съ 35 десятичными знаками и умершаго въ 1610 г. про- 
фессоромъ въ ЛейденЪ. Въ церкви Петра въ ЛейденЪ въ 1840 г. была еше видна 
ненаходимая съ тЬхъ порь надпись, указывавшая это число. Опредфлен/я этого числа 
восходятъь до Архимеда. Сашог Ва. И. $. 598 Г 

Число Дазе имфется въ ЖурналЪ Крелля, т. 97. (1844); 
указано въ „ПгосееЧтрз оГ Ше Роуз! зосефу“ 
въ т. 22 (1873). 


число Шапкса 
въ ЛондонЪ, т. 21, съ ноправкою 
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8 126. Тригонометричеее ряды. 


1. Приближая въ общихь выражешяхъь для Л. |} ($ 121, 12)у) 
число и. кь нулю. мы получимъ новыя разложеня въ ряды, обладаюцие 
замфчательными особенностями. Принявь въ соображене, что, при и 0, 


р $ и. ПА 9) * щи 1) > а 
и в и а 
мы прежде всего найдемъ, что 
Е И соби.®— 1 
гит т == 7 С0$ = 6059 9-1 50539 —..., 
и -@ = 
(1) 
. Что - . т 
т Е — 13 9 — 2512 5 578 5135 т. 
и—0 м 
если 
а ( 
/1 РЕ Е ап в} 
= 7 с05 $: Г ТОО а А. 2 
р А ие А 1 гсо5 (2) 


Но изъ равенства 
90)’ 
сою —= 1—2 [51 2 


слфлдуетъ, что 


; 1 
"со щю — ] ре] О 
Рене р” -— эту мою. (3) 
р. в и. 
А такъ какъ уже раньше было доказано, что 
’ 
„ Ш ыо р и —[ 
т т =. а — м 8, 
и=0 и и=0 и. 


то второй члень въ правой части равенства \3’ исчезаеть и мы полу- 


чаемъ изъ равенства !1 
ш Ут -| 2. с0$.9- + 1? гс0$ 9 — + 1? с052 $ 
1 1 
ЗП 6053$ — 4 /* с054 +..., 


гаш 9 


: и. с 
< — гы = 1? «} 
5 ат г 513 ри” И 9 


агс { 
539 — тмзш4-Ь..,. 


2. Отсюда получаются интересные результаты при переходЪ къ гра- 
ниц сходимости, т. е., когла г == 1. Что ряды, находяниеся въ правыхъ 
частяхъ равенствъ (4), еще сходятся при г =1 вытекаетъь изъ одной об- 
щей теоремы, доказательство которой мы здЬсь приведемъ. 
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Пусть сл, (5, 63, ... будутъ ноложительныя числа, удовле- 
творяюция услов1ямъ 
Но о а в а Ба ==0 (5) 
У 


и составляюция, поэтому, рядъ убывающихъ чиселъ, которыя 
становятся меньше всякой границы. Пусть, дал$е, 


ИВ ‚ И, Из - 


будетъ рядъ положительныхь или отрицательныхъ чиселъ та- 
КОГО свойства, ЧТО СЪ безграничнымъ возрастанйемъ п сумма 


0, = и и ы-... (6) 


по абсолютной величинЪ остается меньше нфкоторой конечной 
границы 2. при чемъ н$фтъ надобности. чтъбы эта сумма прибли- 
жалась къ опред$ленному предфлу. 

При этихъ предположен!яхъ сумма 


5 = сиу ЗЕ сои Е зи: |... би, 


сходигся, т. е. т 5, = 5 имБегь опред ленное значен!е 
Для локазательства этой теоремы мы. согласно равенству (6). полагаемь: 


и: = Г}, 
По — ( — (., 


Из = (. — (0, 


Нв — [ "— | 21 
и получаемъ отсюда: 


О о о № 
== ТИ (с, С) —- (т, (с. т в) - ... —|- Е =” и) —|- ан * 


А такъ какъ безконечный рядъ 


в ое РА 4). = 
состоить изъ однихъ только положигельныхъ членовъ и такъ какъ абсо- 
лютныя величины всфхъ чисель (,, [,, Оз, .. меньше р, то и рядь 


еее -Е бе — с) 05-е)... 
сходится (по $ 111, 6). но вь такомь случаф и сумма 5, сходится, ибо 
произведлене @,с„ приближается къ нулю. 
Взявъ въ этой теоремф для ряда И, Из, Из, Иа, ... Числа Е 1, 


—1, +1, —1,..., мы получимъ отсюда теорему $ 112, 3. 
Веберъ, Энциклоп. элемент. алгебры. 32 
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3. Чтобы примфнить эту теорему къ рядамъ (4), положимъ 


1 1 
Е но › у И НН 


чЪмь требовамя (5) будуть удовлетворены, и останется только показать, 
что суммы 
Й,, — с0$ — 205 2% -[-- сов эл =, 558 со п +, 


Г» = зш  — 5125 -- эт 3! 9 —... + зи 


остаются ниже нфкоторой конечной границы. Это легко выводится изь 


григономегрическихь формулъ: 
2с05 › 5 с0$ и 9 — с0$ (из) 5-Е с0$ (++) 5, 
9 со$ — 9 зн = 5т (п)  |- эт т: е 9. 


ПримБняя эти формулы къ отдбльнымь членамъ суммъ [, и», мы получимъ: 
1 1 3 3 5 
2 [ со5 5 + (< 5 1} с0$ 5 з) — (<= о $ со$ ы з) + 
к! ие 
= = 9: 
ы 5 со з) 


ь ] 
== Е с05 4 
с0$ 5 5 


р м м вк | ЖЕ р 
ь ее = ] — 4 : 4 
21, с08 о (= ы т о з) зто Ут з) -- 
Я 
Е ("2") Е ие вт" 5] 


2-1. 
о 47. 


1 
— эт — 9 я 
2 1 


Мы должны теперь исключить тотъЪ случай, когда с05 > м == ©). 
ге, 9-= 4 т. За этимь исключешемъ вышеприведенныя формулы пока- 
зываютъ, что величины Г’, и Г, никогда не переходять опредфленной 
границы, такъ какь при неограниченно возрастающемь п величины 
Ут (в) и с05 (и =) 9: хотя и безпрестанно колеблются, но все же 
остаются положительными или отрицательными правильными дробями. 

Въ случаъ 9 —=-Еж, который мы исключили, всЪ члены ряда (7, 
становятся равными — 1, и Й» дБлается равнымь отрицательной безко- 
нечности. Члены же ряда Г”, дфлаются равными нулю, а слБловательно, 
и самый рядъ Г» равенъ нулю. 
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4. Установивъ такимъ образомъ сходимость рядовь (4). мы можемь, 


по $ 113, найти значеня ихъ суммъ приближая въ лфвыхъ частяхъ г къ 1. 


Ири этомъ получаемъ 


5). 
И 2с085 . 


Е и == 1 ие = агс (. ы = й 
Е ов Е = 855 С, 
м 
Въ этихъ равенствахь — п < “< + т и, сл5довательно, с05 -5 


1пи-я. 


1 
есть положительное число, а -. 1 содержится межлу — , 
Такимъ образомъ мы изъ равенствъ (4) получаемь разложены: 
т 0$ $ — 160525 1 с0583 5 — 10549 
СО$ ал — 5 СО Е, ол з и. нь 


тв (2 сс 5 = 
(8) 


<. 
- эш 9 — 15т2 9 939. — 15148 --... 


Въ случа 9 —= т. который мы исключили, первый изъ этихъ ря- 


довь перестаеть быть сходящимся и вмфстЪ съ т6мъ правая часть стано- 
вится безконечной. Второй рядъ еще сохраняетъ сходимость, но сумма 
его равна нулю, а не эт. 
5. Положивъ во второмъ изь равенствъ (8) \*=хи “=яр—л, 

мы получимъ два равенства 

ру зтх — 2х 3 чпЗх — ил + 

—х = япх — —_ зт2х- — чп3Зх — — пах 

2 й 3 4 
= 1 1 1 — 
По то . * : . : 

р Е зт2х -- > ил + д тАх-.. 


2 
изъ коихъ первое имфеть м$сто въ интервалЪ 
ие от, (10) 
а второе —въ интервалЪ 
би. (11) 
Такимъ образомъ оба равенства сохраняются въ общей области 
Об жах. 
Складывая эти равенства, получимь для этого интервала 
пез с иЗх-- = 905 -- 2. (12) 


и здЪсь мы приходимь къ тому замфчательному результату, что рядъ, 
который находится въ правой части и члены котораго суть непрерывныя 


имфеть сумму, независящую отъ х. 


функщи оть д, 
32* 
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6. О природ этихъ рядовъ можно себЪ составить наглядное гео- 
метрическое представлеше. 
Положимь: 


1 1 1 
Кх) =зтх— 5 тах З зтЗх— ит 4х -|.... 
(13) 


1 1 1 
ф(х) = ах; мп8х---; за 5х-- 7 7х -.... 


Такь какъ ряды въ правыхъ частяхъ этихъ равенствь сходятся не только 
въ интервалахъ (10) и (11), но при всБхъ значемяхъ х, то равенствами 
(13) опредфляются двф функши оть х, которыхь значешя въ интервалЪ 
(11) опредфляются формулами (9) и (12). 

Но при всякомъ цфломъ в 


эт (--п^) = — этих, зши(х-- 2т) — этих, 
и, слфдовательно, функщи у (х\, ф(х) удовлетворяютъ условямъ 
Е(—х) = — /(^], Ф-х) = —9 (<), 
Де 2т) = /(х). фа-2®) = фих). 
Сверхь того 


[(0) = 0, ф (0) =0, [(®) = 0, $(:] =0 


а 


: 1 
= > ^, ВО = ОФ 


4 2] 


Такимь образомь функши /(х) и $(>х) опредфлены при вефхъ 
значеняхь х. 


и 


Фиг. 26. 
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Если станемъ наносить значеня х, какъ абсциссы, а значеня 
у — /(х) или у = $ (\) 

какъ соотвфтствующя ординаты, то мы получимъ, какь и въ 5 93, гра- 
фичесюя представленя этихъ функшй, которыя даны для функщи [® 
на фиг. 25, а для функши Фф(х) на фиг. 26. 

Ясно, что [(х) и $Ф(х) суть разрывныя функщ]и, хотя члены 
ряловъ, которыми онф опрелфлены, суть непрерывныя функц!и. 

Ясное представлеше о происхождеши такихь разрывовъ дается фи- 


гурой 27, въ четырехъ частяхъ которой сплошными линями представлены 
кривыя, выражаемыя уравненями 


1 1 1 
у— тд, у = этл Е 3 т 3х, у=тх-ь = зтзаА-- = эт 5х, 


1 1 1 
у= этшх-Е 3 эт8х-- эт 5х 7 зш7х. 


Фиг. 57. 


—— 
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ВсБ эти кривыя проходятъ черезъ точки 0, + т, 21, ...; каждая 
изъ нихь въ этихъ точкахъ поднимается круче, чфмъ предшествующая, и, 
волнообразно изгибаясь, весьма замфтно приближается къ образцу, прел- 
ставленному на фиг. 26 *\. 

Эти ряды суть частные случаи разложенй, извЪстныхъ подъ именемъ 
рядовь Фурье и имфющихъ частое примфнеше въ Математической физикф. 


*) Фигуры этого рода изготовлены подъ руководствомъ Е Юейт’а въ боль- 
шомъ масштабЪ и разнообразныхъ видахъ. Фигура 27 заимствована изъ сочинешя 
\. Е. Вуейу „Ап @“ещегагу геаН5е оп Роцйегв земез“ (Возюп 1893) и находится 
также въ сочинени К. Риске „АпауйзсН- иКкНопепеогейзене Уойезипреп“ 


(Гера 1900). 
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ГЛАВА ХХУЦ. 


Безконечныя произведешвя. 


$ 129. Сходлимость безконечнаго произведения. 


1. НЪкогорыя функЩи, особенно тригонометрическя, можно прел- 
ставлять не только въ видЪ безконечныхъ рядовъ, но также въ форм$® 
безконечныхъ произведен!й. Вопросъ о сходимости гакихъ произве- 
денй можно привести къ вопросу о сходимости безконечнаго ряда, ибо, 
взявь логриемь такого произведенйя, мы получимъ безконечпый рядъ, 
члены котораго суть логариемы множителей. Предпочитаютъ однако раз- 
сматривать самыя произведеня, а не безконечныя ряды логариемовъ. Мы 
предпосылаемъ вспомогательную теорему. 


2. Лемма. Если 41, 4», 93, --.› Ч» есть рядъ положительныхъ пра- 
вильныхъ дробей и 


О» = а — 4) вон — 0»). 


то 
О @) 
Что О, < 1, слфдуеть прямо изъ того. что всф множители = 9) 
1 —0›.... суть положительныя правильныя дроби. При п = 2, произве- 


леше (), буделъ очевично больше, чфмъ 1 — 49; — 4». Такимь образомъ, 
при н=2, перавенство (1) в5рно. Мы считаемъ его поэтому доказан- 
нымъ для нфкотораго й и составляемъ 


О =—- О, — фи 2 | = (Ч, = (> == 9з г РЯ -- Чин) 
—- а Чи = 2 ф-ы - .’' —= Чье + 
Но 914» 9% Ч +... 4 Чен есть положительное число, поэтому 
О >11 — (и --.. Рф), 


чфмъ справедливость неравенства (1) доказана вообще. 
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3. Когда положительныя правильныя дроби 9. 9%, 4з, 94›--. Обра- 
зуютъ безконечный рядъ, сумма котораго сходится. то сь безконечнымъ 
возрастанемъ п сумма 


1 —- 2 —- 3 —|- -.. -- т (2) 


иметь опред$ленный предЪфлъ эх, и, какь бы велико ни было п, число 
()„ будеть больше, чмъ 1—5. Съ другой стороны, значеня (), съ воз- 
расташемъ ли постоянно убываютуъ, такъ какь 1 — ды есть правильная 


дробь, и потому 
О ==: О (1 — феи = Сы 


Числа ()» имфюгь поэтому опредфленную нижнюю границу [9] и при 
любомъ и будеть 


о, Р- (р т (2, =. О. 


п к 
Въ этомъ случаф О, называется безконечнымъ схолящимся 
произведен:емъ, при чемъ, подобно тому, какъ это дЪлается въ рядахъ, 
пишуть 
АО ее (3) 


4. Разсматривая произведеше 


Р =) а... а >1, 


при тфхъ же предположеняхъ относительно величинъ 01, 2, Ча». 
мы получимь путемъ умножешя 


7% (), = —= Ч” :1 О 1 —”) < 1. 


Поэтому 


1 1 
.- р ра а 
А д 


— 2“ 


и числа Р, имфють верхнюю границу ВР: 


о 
Согласно съ этимъ, 


р = та, а Е (4) 


есть сходящееся безконечное произведен1е, въ прелположен!и, что 
безконечный рядъ (2) сходится. ПослЪ этого теорему п. 3 можно обобщить 
слфлующимь образомъ: 

Если 4, д, Чз, суть произвольныя положительныя или 
отрицательныя величины и если рядь (2) схокится абсолютнс» 
то безконечное произведен!е () сходится. 

Въ самомъ дфлф, соединивь въ одну группу множители съ поло- 
жительными (] и въ другую пруппу множители сь отрицательными д, мы 


=®. 
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получимъь одно ироизведене вида (3\ и другое произвелеше вида \4), 
изъ коихъ каждое сходится въ отдфльности. 


5. Для произведеня () легко вывести тоть же обиий признакъ 
сходимости, какой въ $ 111, 3 быль установлень для безконечныхъ ря- 
довь, а именно: 

Если означимъ черезъ А», » произведене 


п == ии) — (-2) - М от ), 
то произведен!е () булеть сходится, когда произведене Дн» 
можеть стать сколь угодно близкимъ къ единицЪ, какъ только 
каждое изъ двухъ чисель и и н-+- т станетъ больше нфкотораго 
достаточно большаго числа №. 
Доказательство легко получить изь $ 111, опираясь на то, что лога- 


риемь абсолютной величины произведеня () равенъ суммъ логариемовъь 
абсолютныхъ величинъ отлфльныхъ множителей. 


$ 128. Иреобразоваше синуса въ безконечное произведенте. 
Примфняя ньютоновь биномъ кь формулЪ Муавра 
с0$ Ну -- гшиу — (с0$ у - тт)" 


при пфломъ и положительномъ п, находимъ 


(со 5 гп у" = со" у -- 1 В, с05*—Тузту — В,0й с05*—2 уз? 
— 18.00 05-3 у зу. .., 
откуда 
с0$ И у" — с05* м — Вь") со"? уз? у --- В. со5"—1 узи —.... | 
т И И сре (1) 
е — 8,9051 у — Взбо сов" Вуз Е ВО со5" Фут и... | 


, 
Если положимъ для краткости 


о 


и допустимъ, что и — 2-1 есть нечетное число, то с05”1у, с05”_3ъ, 
с05"_Зу,... будутъ ц6лыми функщями отъ 
н второе изъ равенствъ (1) дастъ намъ: 


д степеней и, т— 1, и -—2,..., 


зш ну з 
* = Нд) 
А/э 


эту 
глЪ [(3) означаеть ифлую функщю отъ 7 степени 11. 
Если же мы знаемъ корни д,, 3»,..., дт функщи [ (5), то, по & 61,5, 
можно положить 
п и 


= М: И, 
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гдф 4 не зависитъ оть 5. Для опредфленя числа (0, положимъ у = 0; 


тогла 2—0, и, по рав. (1), зину : зту = и. слЪфловательно, 


Ч 0414 -.. Дт = ПИ, 
поэтому, 
чвиу = ить (1— ®) = <) с: [ $). (2) 
А1 7 Ат 


Но если воличина т отлична отъь нуля, то ятну обрашается въ 
нуль въ томъ, и только въ томъ случаф, когда п) есть кратное числа п; 
слЪдовательно, всф корни функши Ё(5) имЪють вилдъ 


Е (= рт) (3) 
0 —— И - о 
гдф р есть цфлое число. но р -— 0 не даеть намъ корня функши С): 
ибо Р(0) = п; сверхъ того 
К Оо о ера 5 Рю 


и мы получимъ, поэтому, всф различныя значеня 
венствъ (3) 2—1, 2, 3, ..., И. 


т положивъ въ ра- 


2. Положивъ пу = х. мы найдемъ изъ равенства (2): 
. о о < 
$1 Х == НШ Й = 
п к 


) (1-1). и (4) 
21 ^2 л” 
ее 
д == Ш 5 др — 1 5П $ 
Н И 


Если дадимъ х опредфленное значене и станемъ увеличивать и до 


ГЛЪ 


безконечности, то по $ 118, 2 получимь 


- тах ох в 
И ее м = . 
п х Ра 


^^ 


Число множителей въ произведени (4) возрастаеть ири этомь ло 
безконечности, и мы получаемъ: 


ИЕ — | [ а ) ( р ) 
мах х (1 — аа (1—5 о 1 — тез я 0) 


Такимь образомъь зшх выражается безконечнымъ произведешемъ, 
которое несомнфнно сходится. Въ самомъ дл, если положить 


\2 


И == п??? 


то 
я в = 1 
У = У ° 
— т? ды |? 


№ 


— т — рр 


— —- оо 
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ре сходится по & 108, 3, а потому и произведеше 


ое д? 2 де ) 
(:- < (1 2) (.— =) (.- 1612] ^^ 
сходится по $ 127, 4. 


3. Однако же правильность формулы (5) этимъ еще не доказана, 
ибо въ дальнЪИшихъ множителяхъ произведеня (4) число /} въ выражеши 


„_ ВЕ 
$п —— становится безконечнымъ вмЪстЪ съ я, а потому нельзя безъ даль- 
п 


нёйшихъ оговорокъ замфнять въ этихь множителяхь синусъ дугою. 
Чтобы пополнить доказательство, мы полагаемъ: 


а | =) ( и 
ве— ( т? д) \' 9тз] > 
2 го 12 
ОВ (. и м) (. г) | (1 те! 


К, (0) = (. ыы = | (Е о у о) 


при чемъ, вь виду сходимости произведены ()х), произведеше Ак (х) 
становится сколь угодно близкимь къ единииф, когда числа фи т дЪ- 
дфлаются достаточно большими. 

Пусть теперь будетъ 


И 5) (1). (=), 
ке (1—2) (1 5.) (1 <). 


Евли мы дадимъ сначала ? опредфленное зпачеше и станемъ увеличи 
вать И до безконечности, а затЬмъ станемь также увеличивать [до без- 
конечности, то получимь 


Е 0 ть 0% = (6) 
№5 


Мене: 2) 
4. Но, по $ 118, (1), 
эт < ох, 
и легко можно показать, что 


с Й 
ЗЕ 2 
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п 
когда Хх содержится между 0 и 2. Въ самомъ дЪлЪ, по 8 118, (9), 


0? 0? 
о в. 1—-920,.. 5 


а 1 1 
а потому, эта >> > х. Сообразно съ этимъ, при р < зн, имфемь 


Ух о 
Ут = $ > 
я п ’ Й РП 
слфдовательно, 
эп ы 
И 2х 
в р 
яп = 
п 
поэтому, 
4? 
1-21 а 
А» т 


Такимъ образомъ, 


7\ 4 4 _ —_ 4% 
о. (1 ава) ( арб) .(1 м). 


такъ что, 


Ре К, (7) 


Отсюда вытекаетъ, что выражене К»’(х) будеть сколь угодно близко къ 
единицф, если взять числа Л и и ностаточно болышими, а изъ точнаго 
равенства (4): 


р ие 
зшх — из т О»ь(х) Кь (х), 


а также изъ соотношенй (6) и (7) слБдуетъ, что (№ж(х) можно сдфлать 
сколь угодно близкимъ кь зшх: х, взявъ числа Ё и и достаточно боль- 
шими. Но при достаточно большомъ А выражене (), х\` становится сколь 
угодно близкимъ къ ()(л), а отсюда слфдуетъ, что 


эшх 
х 


чЪмъ равенство (5) и доказано. 


п ПН т житии — 
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1 ь 
5. Положивъ вь равенствЪ (5) д — 5 т, а, слфдовательно, зтлх=1, 
мы получимъ число г въ видЪ произведеня безконечнаго ряда чиселъ- 
Прежде всего находимъ: 


= (1+) @-в)@-=)- й 


Въ правой части всф множители, за исключещемъ множителя - 


1 ( 1 ) ( .) 2—1 21-4! 
== |1 1 а = ЕЖЕ 
4? 21 т» 2н р 


и если мы 06% части помножимь на выражеше, обратное произведеню 
всЪхь множителей этого вида, то получимъ: 


‚ имфютъь 


[9 


форму 


ее. 244 6 6 2н 21 
Е т и 


что можно представить и такъ: 


т 


2.4% 6... (21) 1 
= — ИЛИ с я 
2 ное 3.52.72... (2—1) 2и +1’ 


(8) 


а такь какъ дробь 2и : (2-1) имфеть предфлъ 1, то будетъ также: 


22.42. 63... — 2}? 
РЕ 63...(28— 2} 


О 2н 


Это выражеше извфстно подъ именемъ Валлисова числа '). 
1 
Дфля обЪ части равенства (8) на 5 п и принимая во внимане, что 


1 
при безконечномъ и можно замфнить 5 (21-5 1) на п, мы получаемъ: 


или же, помножая числителя и знаменателя дроби на 


Е 
находимъ: 
я! 2 92 
Тат 1) 


м т == (9) 


т) 1они Уаз (1616—1703). Сначала теологъ, а съ 1649 г. профессоръ ма- 
тематики вь ОксфордЪ. Формула 


имбется въ „Аг тенса шйпЙогит“, напечатанной въ 1665 г. 
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$ 129. Безконечное произвелене для косинуса. 


1. Въ формулф (5) функщя зшл разложена ближайшимъ образомъь 
не на линейные, а на квалратные множители, которые, по формулБ 
1— &* —=(1— 2) (1-2 9%), немедленно разлагаются на линейные множи- 
гели, и тогда функшя эт л, подобно цфлой ращ1ональной функщи, 
разложена на линейные множители, изь коихь тотчась усматриваются 
ея „корни“, т. е. ть значеня х, для которыхъ зтлх исчезаетъ. Разлище 
состоитъ только въ томъ, что число множителей безконечно. 

Такимъ образомъ, $ш х представляется, какъ прелЪлъ произведен 


х(1- =} (1-2)... (- 2х 
(1+5) (+=)..-(+>) 


для безгранично возрастающаго #. 


и) 


2. Пользуясь формулой 
Е 
С0$ № — $ 5 о. 
можно вывести подобное же разложеше для с0$х. 


Если въ произведении (1) замЪнимь ^х на ут — х, то получимь: 
м, (3 х Эх 
Г *) ( т т) (4+)... (2 2п +] 
р Ея = ‚ 
2 п т: ож 21 в” 


ИЛИ 
М, 2—1 2н-1 е 
Е а Фо (2) 
Эа ^ а 
(6+2) ы 


:) (ав) х 
) 


(. во ИЕ) 


че 2:1 21 
м о од д С ру Ор 


Множитель 


имфеть предфль 1 по $ 128, 5. Остальные мпожители выраженя (2) 
можно соединить слЪдующимъ образомъ: 


4%? 42 42 р: 
(2—5) 0-).. 6. с ) (1 = =). 
го 9: (2н 1}? ия 


а м. = 


_ = 


г 
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Если мы здфсь станемъ увеличивать и до безконечности, то послЪднй 


— 
05 


множитель | — -— о — будетъ риб жаться къ предл 1, имы по 
тел п ли. 5 лу- 


чимъ такимъ образомъ безконечное произведене для косинуса: 


4^?\ [ 4 407? 
ее (| 1 —- о 3 
ты ( п ) ( я) (. я (3) 


откуда опять непосредственно усматриваются корни функши с05х, а 
__ 1)= 
= . 

Можно было бы получить это произведее и такимъ путемъ, ка- 
кимъ прямо было найдено произвелене для зшх. 


именно: х 


$ 130. Бернулевы числа. 

1. Если мы станемь сравнивать другъ съ другомъь оба разложения 
зто въ безконечный рядъ и въ безконечное произведене и доведемъ 
аналогию между цфлой рашональной функщей и функшей зшлх до того, 
что станемъ вычислять суммы степеней корней послфлней, то получимъ 
весьма замфчательные результаты. 

Раскрывъ скобки въ произведени 


а ей №? 
т 
О = ал м... 6х, (1) 


—а.,, фа, —а., фа.,..., ав 
суть основныя симметрическ!я функщ1и оть величину 


1 1 1 1 


2?’ 41?’ 912‘? у? (2) 


получимъ: 


гдЪ 


т. е. суммы ихъ произведенйй по два, по три и т. д. 
Если же положить 


1 1 1 1 
О и же ЕЕ 
— = 12# -. О2ь Е 321 ее бис Е 12” ) 
то 
в 1 И ж- 
м = 551, фе =: вон \ == Ето 


булуть суммами одинаковыхъ степеней величинъ (2), при чемъ. по $ 65, (6), 
имЪють м5сто слБлующия соотношенйЯ: 

$: + та, =0, 

5.00 += па, 5,9 | 2744, =0, @) 

539 + г?а, 5,0 - та, 5,0 - Зтва, = 0. 
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2. Если теперь и увеличивать до безконечности, то ()„ перейдеть 


вь выражене зтл:х, для котораго мы, согласно 5 118, (9). имЪемь 


7} 
слфлующее разложее въ рялъ: 


х? 04 \6 
Е 
а потому 
1 
а, —= зр 
1 
И (4) 
т в, 
р а 


Сь другой стороны, суммы 5, преобразуются въ безконечные ралы 
а Е. 
5: = а г а-В 53 +. 
о 
а а о 


- 1 ИЖ 1 
О = р о а 


(5) 


которые, какь мы это видфли вь $ 108, 3. всБ сходятся и имБють по- 
этому опредЪленныя числовыя значеня. Эти послЪдня можно опрелфлить, 
увеличивая также въ равенствахь (3) п до безконечности. При этомь, 
согласно соотношенямъ (4) и (5), получаемъ: 


- 05° 
$, — 0. 
, о Эт: 
т — (6) 
г оо ю 3 тб 
о РУ 
откуда можно послфдовательно опредфлять суммы %,, %,, %.,... Мы 
получимъ, напримфръ: 
5 т 
© Е 6 А 
В т! 
“90° (7) 
© Тб — о 
В иЗАН 
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Мы опредфлимъ теперь систему чиселъь В„, называемыхъь Бернул- 
лтевыми числами, равенством 


2. (НЕ <. 
В = ь `7я- 
| [9 $ 
такь что въ простЪйшихь случаяхь получимъ: 
1 1 1 
= 6? В = зо, В. 49 
Какъ видимъ. числа В3,, В, В.,... суть ращональныя числа; они 


сначала убывають сь возрастанемь индекса, но затмъ чрезвычайно быстро 
возрастають до безконечности. Таблица этихъ чиселъь до числа В,, была 
вычислена Адамсомъ (Адатз) (ОКурналъ Крелля, т. 85, 1878). Приведемь 
для примБра первыя 7 изъ этихъ чиселъ: 


1 1 | по в 7 
9" 0” 29° 20 № 9 5 


Число В,» имфеть знаменатель, равный 30, и числитель, содержащй 


110 цифръ *). 


3. Сьъ бернуллевыми числами приходится встрфчаться при обрат- 
номъ разложеши безконечныхь произведенй въ безконечные ряды. Мы 
иривелемь примфръ такого разложеня. Взявь натуральные логариемы 
обфихь часгей равенства $ 129, (3) мы получаемъ: 


У 
я 2 
оо № "(1 ). 
ний у 
гдБ у принимаеть значеня, равныя членамъь ряда положительныхъ не- 


н 
четныхь чиселъ. При х < ътх, всБ логариемы въ правой части можно 
разложить вь степенные ряды, при чемъ, согласно $ 123, (8), находимь: 


2 м 1 
—в (1 (9) =У- = 


*) Эти числа встрЬчаются впервые въ посмертномь сочннени Якова Бернулли 
„Атз сошесапа!“, которое было издано племянникомь автора Николаемь | Бернулли 
вь 1713 г. (НБмецюй переводь съ примБчанями Наиззпег’а вь „Озвма’$ Каз- 
Кег“ Ней 107, 108, 5. 99 первой части). 

Архимедъ хотБль вычислить число песчинокъ, помщающихся въ шарф, ко- 
тораго ращусъ равень ращусу вселенной. Если вмЪБсто песчинокь мы возьмемь 
тфльца, каковы, наприм6ръ, по новЪйшимъ воззр5шямъ электроны, число которыхъ 
въ одномъ кубическомъ миллиметрЪ равно 10%“, а за вселенную примемъ шарь, 
радгусъ котораго равенъ удаленю Сирууса, т. е. 10'3 киллометрамъ, то количество 
этихь тБяецъ выразится числомъ, содержащимь всего 95 знаковь. Мы должны бы- 
лн бы умножить еще это число на сто биллюновъ, чтобы получить чиело одпого 
порядка съ 62-мъ Бернулевымъ числомь. 

Веборъ, Экциклоп. элемент. алгобры. 33 
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гдЪ и проходитъ весь рядъ натуральныхъ чиселъ. Взявъ сумму всБхЪ 
этихъ выражейй и соединивъ въ одинъ всЪ тЪ члены, которые помно- 
жаются на одну и ту же степень числа х, найдемъ: 


— 1 с0$ Х —= У . = 2 У ыы 


Но если мы изъ всего ряда натуральныхъ чиселъ Ш выдфлимъ рядъ чет- 
ныхЪ чиселъ 2т, то останется рядъ нечетныхъ чисель У. Ноэтому 


о ый 
У, мы 2 и — (2)? 


или, въ виду обозначенй (5) и (8), 


_ ть Ем Оз | 1 $ ы- (2?" =! ый 
У м 2. (м)! 
такъь что 


о 55)" От 1. 


—_ м @х)" 2" —1 
— шсозх = в УР В (9) 


Какь уже было замЪчено, этоть разь сходится, пока Хх <. г т: 
Можно получить еще много такихь рядовъ и къ нимь принадлежать ря- 
ды, въ которые разлагаются тригонометрическя функщи &%х, совлх, зесх, 
созес х. Лля вывода этихь разложенй цфлесообразнфе пользоваться прави- 
лами лифференщальнаго исчисленя. Примфромъ можеть служить рядъ 


7} 92 (22 1) 
+ * — х в 2—1 ы 
а. 


который легко получить, взявъ въ равенствЪ (9) производныя оть 06Ъ- 
ихъ частей. (Ср. гл. ХХХ). 


4. Мы уже раньше видфли, что съ безконечнымъ возрастанемъ п 
число И! возрастаеть быстрфе, чфмь И-ая степень какого уголно произ- 
вольно большого числа (5 48, 2). Въ Валлисовомъ числЪ мы имфемь вспо- 
могательное средство для болфе точнаго опредфлены характера этого 
возрастанйя *%). 

Мы исходимъ изъ формулы (5 128, (9)): 

р а 
вю (2н)! уня , 
Положивъ 


ы . 2п\! } 
фир = — : ‚ Ф(2т = Е: ча - (10) 


и 
ных > у2т НЯ п» } = 


+) Элементарный выводъ этого предьла принадлежить ]. А. Зепеё 


-. 
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нахолимЪъ: 
фи)? (12 
ф(2н) (20)! Уп’ 


и слБдовательно, 


= 1. о 
Съ другой стороны, 


Ф(й) _ м (и ть 
фи ОНО ды Г ь : 


Если же взять натуральные логариемы, то выйдетъ: 


ф е Е. ( ) ( ) 
п т - п 5 Ш [1-е =}. 
но по 5 123, (7) 


1 1 1 1 1 1 1 
и и 
Е: ‚.) й 21? 5 313 то 515 66 + 


и, слБловательно, 


‚) -) 1 1 1 1 1 
ШИ 1 —1 — — — а 
(„+ 2 "( ов Й 2 РЗ тех бё + 


1 1 1 1 1 
и 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
= т ее. 
т 2 ( 4 5) с. 5 ") и4 (1 в) ты | 


т 1 я 1 т] 
== а о 
а 12 л? 4.6 ВТБ 9 ОЕ 


Члены: 


и’ о. Юн’ 
суть значення выраженйя 


м! 
2-1) и" 


Они имБють перем$нные знаки и убываютъ съ возразсташемъ числа у, ибо 


а а ьнь 


| У у— 2 


У(У-{ 1) оао” ® 


516 $ 130 


поэтому всф разности 


[2 2 ы (2 1 4 :. 
12 яз 46и)` \5.8 2 6.10 3] 


а также и всЪ разности 
( Я Ц 3 =) 5 1 
4.63 5.81 6.10 т з— ПО” 


т р 
суть положительныя числа. Такимъ образомъ, число (1+ о ) шп (++ ь ) 
И 


получается изъ единицы путемъ прибавлевя, а числа изъ 1-- - ‚ путемъ 
п 
отниманНя положительныхъ чиселъ, откуда вытекаетъ, что 
< (+ (1+) Ее 
ео п — а" 
и, слЪдовательно, 
ф(") 1 
1 = = с 
—- ф (и 1) о 122 
Замфшая п нап 1 п 2,..., 2н-—- 1, находимъ: 
ры 1 . 1 
1< 1 = 1 т: 
1" ри 1-2) г. 12(п +1) > ы О 
(п--2) 1 1 
1<ш?7 и | 
РЕ 9(и- 3) ^ т 12(п-+ 2)? — 12? 
а 
2—1) 
1<шТ пе = 
(2) ое Е а 


и, складывая всф эти неравенства, получаемъ: 


Фо) 
ф(2п) 


пхш <", 


откуда, перехоля оть логариема къ числу, имфемъ: 
1 


т. 900 р изя 


9 = 


=. 


ф(2н) ^ 
и, слБдовательно, 
м 12 
ПТ ь ф(2н) ‘ 1 
Отсюда выводимъ: 
г" (21 2 
а Ф( ии “ФО (27) _ | 


я ф(") по фе 
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поэтому, согласно равенству (11), 


т е*ф(п) = 1, 
п=х 
Или 


п! 


ит Е 
=хФ> Е 
я в" и 5 у2= 
Такимь образомъ, при болыпихъ значешяхь и, можно приблизи- 
тельно считать 


1 ыы 
а 


5. При неограниченномъ возрастании и сумма 


С 1 1 1 
и не 


приближается къ прелфлу 1, поэтому для большихь значенй числа п 
изъ равенствь (8) и ‹13) получается слБлующее приближенное зпачене 
бернуллева числа В»: 


1 1 
В, де" и: та —21. 


Взявъ бригговы логариемы по семизначной таблиц, получимъ при- 
ближенно; 


105 В, = 21052 ь 1ю8т + 2иорп — 1ю5е — 1ю5т) Е 1051, 


откуда, при и = 62, 
108 Ву» = 108.50429. 


Такимъ образомъ, въ согласии съ таблицею Адамса, В», есть 109-значное 
число и первыя три его цифры дЪйствительно образуютъ число 319. 


8 131. Эйлерово доказательство неограниченноети комплекса 
проетыхъ чинеелъ. 


1. Эйлеръ далъ формулу, при помощи которой безконечное произ- 
ведене преобразуется въ безконечный рялдъ и которая при дальнфйшихъ 
преобразованяхъ представляеть большую важность въ Теор!и чиселъ. Эта 
формула можеть быть, между прочимъ, примфнена къ локазательству того 
положеня, что рядъ просгыхъ чиселъ неограниченъ. Хотя данное 
Эвклидомъ доказательство ($ 16, 3) по своей силф и строгости не оста- 
вляеть желать ничего лучтшаго, но зато это второе, эйлерово доказа- 
гельство имфетъ тбмъ болыпую важность, что оно поддается обобщению 
и до настоящаго времени представляеть единственный путь открыт дру- 
гихъ, боле глубокихъ законовъ распредфленя простыхъ чиселъ, какова, 
напримЪфръ, теорема, по которой въ каждой ариеметической прогресси 


р, а -Ь, 2а  Ь за Е Ь 4а +6, ..., 
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содержится неограниченный рядъ простыхъ чиселъ, когда @ и Ь суть 
произвольныя взаимно-простыя числа *). 


2. Мы исходимъ изъ формулы суммы геометрической прогрессии 


1 1 1 1 
а (1) 
и разумфемъ подъ р простое число, а подъ у положительный показа- 
тель, который больше 1. 
Мы примЪняемъ эту формулу кь ряду простыхъ чиселъ р, ри, р»›... 
и составляемъ произведене 


1 1 1 
а == 


перемножая при этомъ ряды въ правыхъ частяхъ по правилу 5 116. Положивъ 
У 


Ра (2) 
находимъ: 
1 Иа 1 
— =1 — 3 
Р ых > 718? (8) 
гл сумма У распространяется на всЪ числа 71, которыя мы можемъ по- 
лучить, перемножая между собою любыя цфлыя неотрицательныя степени 


простыхъ чиселъ р, р,, р», -.-., вхолящихь въ составъ выражешя (2). 
По $ 108, 3 эта сумма сходится абсолютно, когда 5 > 1, и всЪ ея члены 


ч 1 
содержатся среди членовъ суммы у —.. распространяющейся на всЪ цЬ- 
я 
лыя и положительныя числа #. 


3. Если введемъ въ произведене Р всЪ существуюния простыя числа 
и допустимъ, что ихъ число безконечно велико. то Р будеть предста- 
влять собою безконечное произведен{е, которое сходится по $ 127, 
когла 5 > 1. 

Равенство (3) еще сохраняется въ этомъ случаЪ, и мы получаемъ: 


р. 2 
‘= 
тор] > 2 1=’ (4) 
гдф произведене, обозначенное знакомъ 11, распространяется на всЪ 
простыя числа р, а сумма въ правой части—на всф положительныя 
цфлыя числа п. Чтобы убЪлиться въ этомъ, достаточно привести слБлуюнИя 


простыя соображеня. Сначала распространимъ произведене 1Т только на 
тЪ простыя числа, которыя меньше н$котораго конечнаго числа р. Въ 


*) рисШеь АЪ папашпаеп ег Вейшег АКайетие 1837, \егКе Ва. |, ЗЕЙе 313 
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такомь случаВ равенство (4) остается вфрнымъ въ предположени, что п 
проходитъ только черезъ таюя цфлыя значеня, которыя не способны 
дфлиться безъ остатка ни на какое простое число, превосходящее число [. 
Если затфмъ увеличивать / до безконечности, то оба выраженя будутъ 
приближаться къ предфлу, указанному въ равенствЪ (4). 


4. Посмотримъ теперь, во что преврашаются выраженя (4), когда 
показатель х приближается кь пред$лу 1. 


Обозначая черезъ г положительную правильную дробь, разсмотримъ 
разность 


ево е (т) - (+). 


Развертывая второе и третье изъ этихь выраженй по формулЪ бинома, 
мы получимъ неравенства: 


, 1 1 
@и-н о: — (и! 


Если теперь положимъ 


} 


а. (5) 


ы 1 1 1 
5 = О = МЕР 


и если сложимъ вс тЪ неравенства, которыя получаются изъ нера- 


венствъ (5) при и = 1, 2,3..., то получимъ: 
1 << 1... (6) 
5. Такимъ образомъ, положивъ г —= у — 1, найдемъ, что 
® 
1] 
ми ($0 \У—=1. й 
в ) = Н* (2 


Отсюда, на основан и равенства (4), слБлуеть: 


1 
19 — 1 - === 
а ›[] тр 


Поэтому, когда у переходить въ 1, то произведеше 


П(-„)-:- ', (8) 


т. е. равно нулю. Это, однако, было бы невозможно, если бы число 
простыхъ чиселъ оказалось конечнымъ. Ибо тогда. при х = 1, произве-, 
деше (8) перешло бы вь И(1— р’ '), т.е. вь произведеше конечнаго 
числа множителей, изъ которыхъ каждый не исчезаетъ. 


ГЛАВА ХХУШ. 


Транецендентность чисолъ е И *. 


& 132. Произволныхя цЪлой функции. 


1. Вь АриеметикЪ различаютъь алгебраическ!я и трансцендент- 
ныя числа. Число «© называется алгебраическимъ, когла оно есть корень 
уравнения 


СС - Сью... + Сю" =0, (1) 


вь которомъ коэффищенты (ь, (21,..., Си суть ращональныя числа. 
Можно при этомъ допустить, что числа (5 и (С, отличны отъ нуля и, 
сверхъ того, что (%, (1,..., С» суть цфлыя числа, не им6юнИя об- 
щаго дЪфлителя. Ибо, если эти числа имфють знаменателей, то можно 
обЪф части уравненя умножить на общаго знаменателя, а если они имЪютЪ 
общаго множителя, то можно на него раздфлить обЪ части уравнешя. 

Число, не удовлетворяющее такого рода уравненмю, называется 
трансцендентнымъ. 


2. Каждое число можетъ быть разсматриваемо, какъ отношене двухъ 
прямолинейныхъ отр$зковъ. 

Если же, зная одинъ изъ этихъ отрЪзковъ, возможно геометрически 
построить другой, употребляя при построенйи только пиркуль и линейку, 
то это число будетъ алгебраическимъ и притомъ особой природы. Въ са- 
момъ дЬлЪ, оно должно опредфляться цфлью квадратныхъ уравнен!й, 
такь какъ съ одной стороны всЪ пересфченя круговъ съ прямыми опре- 
лЪфляются квадратными уравненями, а, съ другой стороны, всякое число 
которое опредфляется цфпью квадратныхъ уравненй, есть корень уравне- 
ня вида (1) (5 96, 7). 

Впослфдстви будеть доказано, что числа г и п принадлежать къ 
трансцендентнымъ, а этимъ мы и исчерпаемь древнюю залачу о 
квадратурЪ круга, доказавъ, что сторона квадрата, равновеликаго данному 
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кругу никоимь образомь не можеть быть получена”) изъ даметра круга 
путемъ геометрическихъ построен 1). 


3. Пусть 1 (®) булегь произвольная цфлая функшя огь х степени # 
съ коэффишентами Си, Спа, ---, С, Со» Которые пока могуть оста- 
ваться совершенно неопредфленными: 


а ое © оо. (2) 

Если замнить перемфнную х биномомъь х-- р и развернуть каж- 
дую степень этого бинома, то функшю ге- р) можно будеть расноло- 
жеть также по стененямь |}. Коэффищенты этихъ степеней будуть цф- 
лыми функшями оть х. Имфемь: 

Се ] ЕЕ 1 ы 
[8 = ^-р, 
63 (о- 02 — № 2-Е, 
(3) 


1 —2 
ВЯ (х 5 В = — "1 (т-— 1): \" и ) ы ты = 2 хз... + ри-1, 


т .. т— 


1 
в (х - р)” — х* — тр. у"-1 + ) Хх т—3 | ния —- р" о 


и, если сложить всф эти выражены, помноживши нхъ предварительно на 
соотвфтствующе коэффишенты, указанные слфва отъ вертикальной черты, 
то получимъ 


В ДЗ МО СО" 9. 


глЪ 


1) —= Е" -- Я д 1 —- рае д"? - А -- т : 
Ро =т сх" 4 (и) би Хх" (2) бы эм З--...-На, 
[*(®) = ш(т— 1) с," 5 ОО п 2) сих" З-... 2.16», (5) 


И реа. 9 


[69 (х) = шп — 1} (1 —2)..- 1.6. 
Полагая здфсь х == 0, находимъ; 
(0) 60 (о) ЕЕ» (0) о! а (0) —- ое (6) 


Функщи Не р у ..., степеней р— 1, ш-— 2, шт— 3, 
зываются соотвЪфтственно первой, второй, третьей, и т. д. производной 


на- 


79 


=) Доказательство трансцендентности числа г было найдено Эрмнтомъ {Негтйе) 
въ 1873-мъ, а числа л— Ливлеманомъ (Т4и4етапп) въ 1882-омъ году. 


1) совершаемыхъ исключительно при помощи циркуля и линейки. 
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функщи /(х), и равенство (3) есть частный случай теоремы Тейлора 


(см. ниже 5 140). 


4. Производныя мы будемъ иногда обозначать буквою [), снабжен- 
ною индексомъ, такъ 


== О БО Я РЖ 


Равенствами (4\, а также способомь полученя производныхъ непо- 
средственно доказывается правильность равенствъ 


О.А х == А.К», Вр) —- Т) —- р. (х, 
Вир фм) = Бо 0,9, 


гдь .[ есть постоянная, а м’ и 9х’ суть иблыя функц. Вообще, 


когда | (х), /›(х), 3х)... суть цфлыя функши, 1, 26, Ч, №,... 
суть постоянныя, то 
П- А Ь Е Л (3) 


= Ор 26 ББ + Бу -.... 
5. Положивъ въ равенствф {5) вс коэффишенты с, кромф с», 
равными нулю, мы получимъ производныя отъ степени х”: 
Реми. Пи Пе 
Вх" = т@н — 0 0п—2)”-%.., 
что мы можемъ вообще выразить такъ: ; 
Дл = тт— |... пу Пл". 


Эта формула вфрна, пока \ не болыше т. Если У т, то можно 
у. , 5 
также писать 
| 
р, хт — И. хт—1, 
(п)! 
Если же у — ш, то 
Пак я 
и при уз 


о 0. 
8 133. Свойетва показательной функции. 


1. Въ $ 117 мы вилфли, что при каждомъ вещественномь нли ком- 
плексномь значени х стенень с* можеть быть выражена суммой: 


9 


О: ее А 
9 НОЕ 51 У 


‚ ыы. лини 


Ч 


523 $ 133 


Разумфя подъ У ифлое число и помножая объ части этого равенства 
на у!, мы получаемъ 


№1 у! 


51 
У Ре Во НИ 0) 


о! 
гдЪ [), означаеть сумму безконечнаго числа слагаемыхъ, и такъ какь 


у! 1 У! 1 
УГ 2-2 +002)” 
то 
х 4-1 №? 2 АХ з 


и СЕ Г я 


Принимая во внимане 5 132, 5, мы можемъ равенство (1 предста- 
вить и вь такой форм$: 


м1 6° = Дьх -- Пя = ++ —- Их -- О 


(2) 


ИЛИ короче: 
р 
уе — ® Р-Р (,. 
4 а 


КЕ 


Вь сумм У индексъ у измБняется оть [| до у. Но если и есть 
какое либо ифлое число, которое больше у, то произволныя ЮО, х”, 
0Пу4ел",..., Рад’ равны нулю и мы можемъ прибавить всБ эти члены, 
такъ что 


У У Пьх" Е Ц.. (3) 


$ =1 


2. Напишемъ теперь всф тЪ равенства, которыя получаются изъ 
равенства (3) при у=1, 2,..., Ш, помножимь ихъ но порядку на не- 
опрелфленные множители ^/,, 5, -.-, м И СлоЖимЪ. Тогда получимъ: 


ее у 21-Е ьЗ! С) 


р х Р.Сих Е м Е... Е им) (4) 


р Я | В 2 [1 |+ 3% | т Ра: 
Если положимъ еще 
Ч) = хм +... 1х, 


то ф(х) будеть произвольная цфлая функшя, подчиненная только тому 
ограниченйо, что ф(0) = 0. 
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Если зат$мъ положить 
и +... 99 = ФО), (5) 
Ф (0) = чу, | 2 уз... ут , 
и если, наконецъ, положимъ еще 
Во = и 6 +... м Мы, 
то равенство (4) можно будегь предсгавить такъ: 
с ф(0) = Ф(х) + Ц (>). (5) 


3. Въ посл5лнемъ равенствЪ, составляющемь фундаментъ всего даль- 
нфйшаго, Ф(0) не зависить оть х. Фих. есть цфлая функшя оть х сте- 
пени !— 1, а (” есть функшя отъ х, выраженная безкомечнымь рядомъ. 

Для абсолютнаго значеня |[’`| этой функши мы можемь указать 
верхнюю границу, основываясь па томь положен, что абсолютное зна- 


чеше суммы никогда не бываеть болыне суммы абсолютныхъ значенй 
слагаемыхъ. 


то 


Именно, дла каждаго положительнаго у 
1 1 1 1 1 —_ 
тот” РЕЯ - 2 о 


н если мы означимъ черезъ г абсолютную величину \, То есть, положимъ 


[х! =, 
то изъ равенства (2) булеть слфловать, что 
р + 
ы Е 


поэтому 


ат = 
Если же мы обозначимъ черезъ 


Ст» ость бт 
абсолютныя значены чисель 


^ —” ^› 
112 12° " ця) 


то изъ опрелфленя функщи @ (\) будеть слфдовать. что 
1 со! р. (с: г-+ 545 + -- Ст а 
Перо... Ра" (7) 


или, полагая 


имфемъ: 


1001 <ЕФе. (8) 


ще Ак 9 р ки ый. 
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Зльсь Г(г) получается изъ ф(х} замБною перемфнной х и коэффи- 
шентовъ \]:, 5, .-., У» ИХЪ абсолютными значенями Г, (1, Со...) Ст. 


$ 134. Трансцепдентность чпела е. 


1. Теперь, чтобы доказать грансценлентность числа г. мы изберемъ 
слфлуюций косвенный путь. Донустимъ, что с есть корень алгебраическаго 
уравнен!я л-ой степени, 


Со + Се-Е Се... С“ =0, (0) 
въ которомъ коэффишентеы (д, (д, (5, ...С» суть иблыя числа, изъ 


коихъ первое (% и послфднее С, отличны отъ нуля. Если бы мы допустили, 
что (+ =0, то слБдовало бы голько раздфлить обЪ части равенства на 
нфкоторую степень числа с, чтобы получить такого же вида равенство, 
вь которомъ членъ, независящ отъ с, быль бы отличенъ оть нуля. 


2. Полагая въ основномь равенствЪ (8 133 (6)) х-- № 2,..., 1 
мы получаемъ: 


ефФ(0) =Фа) (а), 
*Ф(0) = Ф(2) + (2), 


®ф(0) =Ф®- ЕГО. 


Помноживь эти равенства соотвфтственно на (1, (5, ..., С», складывая 
полученныя такимъ образомъ равенства и прибавляя къ обфимь частямъ 
полученнаго результата по (‚Ф(О), найдемь, въ виду равенства |1): 


(оО + ОФ... + СФ 
ао ++... +60 (2) 
(о ео... + С, Ф(0) =0, 


что можно написать короче такъ: 


й („ФФ (м) +- 2 С.С” =0, (3) 


и здфсь по $ 133, (5) 


эт 
н 
ХС») — У 962%), (4) 
Н=1 
при чемь ф(\) есть ифлая функщя, уловлетворяющая условпо ф(0) —0, 
но произвольная во всемъ остальномъ, а 9((\) есть иу-ая производная 
оть функши Фф(х). 
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3. Если теперь мы будемъ въ состояНи доказать, что при н$кото- 
ромъ выбор пока еще совершенно произвольныхъ коэффишентовъ “., 
У», ---, Уж, Или, что то же, произвольной функши ф(х), равенство \3) 
невозможно, то отсюда будетъ слФловать, что допушене равенства вила (1) 
непремлемо и, слдовательно, с есть трансцендентное число. 

Но это булеть доказано, если мы сможемъ распорядиться функшей 
Ф.х) такимъ образомъ. чтобы 

1) первая сумма УС, Ф(\) была цблымь неисчезающимъ числомъ, 
имфющимъ, слфдовательно, абсолютную величину, которая по меныией 
мЪрЪ равна 1, между тЬмъ какъ 

2) вторая сумма УС, (/(\) по абсолютной величинЪ была бы мень- 
ше 1-цы, ибо тогда сумма этихъ двухъ суммъ не можетъ быть нулемъ. 


4. По $ 16, 3 существуюгъ простыя числа, которыя больше произ- 
вольнаго напередъ заданнаго числа. Можно поэтому взять простое число р, 
превосходящее число п, и положить 


р И, - 
ФЫ— и! ь 
чмъ услоше $10) —= 0 булеть удовлетворено. 


Степень м! этой функщи равна пр + р — 1. Мы будемъ себЪ пред- 
ставлять эту функцио расположенною по возрастающимъ степенямь х 


илн по возрасгающимъ степенямъ одной изъ разностей х— 1, ^—2,.. 
(х--я). При этомъ получаются сл$дуюцщия разложены: 


0—0) = 2-х 1х2... Ев 
=== Ор р —- р? - ... =- А 


не НЫ), 
ТЕНЬ № ое 


5%) 


» 


Низшихъ степеней х или х — У здЪфеь нфть, такъ какь функ ф(х) 
дфлится безъ остатка на 1, а также на (^— 1)/,..., (х—н)’. Числа 
брт, Фея бы, ру быль: +; бы буть ИЪлыя числа. 


5. Изъ соотношенй (5) дфлешемъ на л?_! выводится: 
С — 2)... =а ах... Рам, 
и, полагая въ этомъ тождествВ х = 0, находимъ 
ПЕ АЕ (0 


Это есть цфлое число, не дЪлящееся на р безъ остатка, ибо простое 
число р, превосхолящее число п, не есть дфлитель какого либо изъ 
Па 5 он . 


527 $ 134 

Далфе. такъ какъ низиий членъ функши ф(х) содержитъ (р 1)-ую 
степень числа х, то 

а — 0. пе. У» == (0) 


у) 


Яррф р т 


< — 


И Е о 
а потому, составивъ производныя оТь функши Ф (х) при х = 0, находимъ 
по $ 132, (6): 
4(0) =0, 40) =0, 4"(0)=0,..., 90-20) = 0. 
9.0) = ар, 


! 
ео == тв — р@р, 


00+0(0) = РФ-Е Бам, 
(0 — рФ-О. . та. 
Такимъ образомъ производныя 60 (0) суть ифлыя числа; 
{2 0(0) не длится безъ остатка на р, а всЪ проч!я числа 949 (0) 


либо равны нулю, либо дЪлятся на р безъ остатка, а потому и 


сумма Ф (0) = 049 (0) есть иблое число, которое не дфлится 
безъ остатка на р. 


6. Положивъ въ равенствЪ 5 132, (4): 


з 
Фор) = ФЕВР О- >. "од... + ры 9 (^) 


т! 
Е, До. ОЕ 


9-9 Не --Е у--У еы 


р т! 


изь третьяго же способа изображеня функши ф(х., указываемаго соотно- 
шешями (5), слфдуеть, что при у — 1, 2,..., ПН 


ф) =9, ФМ =0...., 90) =0, 
о =, 
Чоу) — рф- Об, 
ем) = ЕО. о 
поэтому каждое изъ чисель 960 (%) есть цфлое число, которое либо равно 
нулю, либо дфлится на р безь остатка. 


528 $ 134 


Такимь образомъ и кажлая изъ суммъ 
А РА гоае Ф (У) 
есть цфлое число, дЪлящееся на р безъ остатка. 


7. Отсюда слфдуеть, что и сумма 


=“ 


и 

У сфо = СФ + СФО) + С.Ф +. Фи) 

и=й 
есть ифлое число, и если мы возьмемъ число | столь болышимъ, чтобы 
чнсло (х (отличное оть нуля` не было кратнымъ числа р, то ни эта 
сумма не булеть дфлиться на р безь остатка и будетъ поэтому 
отлична отъ нуля. 


Это, по п. 8, составляеть первую часть доказательства, которое 
мы проводимъ. 


8. Вторую часть, относящуюся къ характеру функши [, можно 
теперь вести весьма просто на основанй: неравенства $ 133 (8). ЗлЪсь 
нужно прежде всего составить функцию Г(г), которая получается изъ 
функщи Фф (х) замБной чиселъ х, ^., \,, -., Уш ИХЬЪ абсолютными значе- 
НЫМИ Г, Со» Сл» -› бт. 

Если функцию 


А А —. 


члены которой имфютъ перемфнныя знаки, умножнть на \- 2, то полу- 
чимь функцио 


де — (а, Е д д Вх —... 


сь перемБнными же знаками. Если же слБлать одинаковымн всБ знаки въ 
обоихь множителяхъ, то есгь, помножить 


д р... на ХВ 


то полученное произведене 


ее ФН +. 


выведется изъ перваго, когда въ немъ слфлаемъ знаки всБхъ членовъ 
одинаковыми. 


9. Изъ повторнаго прим5неня этого простого положеня слфлуеть, 
что вь вычисленномъ и расположенномь произведеши 


(ПЕ... © 5 


ф (>) == ‘р - гу ея 


и.“ 
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члены имфютъ перемфнныя знаки и что это прсизведене переходить въ 
произведене 
ха -- 1 (хр 2)... (ХФ пр 

А о 
если прнинисать всфмъ коэффишентамь положительные знаки, другими 
словами, произвелеше 


т а Е А 
Ой (ри! 


и представляетъь собою искомую функшю, такъ чго 
| . = г 
|909 20а (6) 
10. Если положимъ для краткости 


УИ 2)... И =, 


то, согласно неравенству (6), будеть 


Ра 


р 
у 


Ур —= И. 


Такъ какъ ряль, въ который разлагается функщя с”, сходится при 
всфхь значеняхъь х, то его общ члень \” ИИ при неограниченномъ 
возрастанм и: имЪегь предфлъ нуль при всякомъ ^ (ср. также 8 48, 2). 
Можно поэтому взять простое число р столь большимъ, чтобы дробь 


Иа 


Рес < 


р—1 


аи 
ФП! 
стала произвольно малой, а такь какь с’р»:у есть конечное число, 
то ['(\)|, а потому и абсолютная суммы УС, 7 (^) можеть быть слфлана 
меньше всякаго напередъ заданнаго числа и, въ частности, меньше 1. 
Въ этомъ но п. 3 состоить вторая часть доказательства; такимъ 
образомь доказано положен: 
Число © есть трансцендентное число. 


$ 135. Транецендентиость числа т. 


1. На такихь же основаняхъ покоится доказательство трансцендент- 
ности числа п, а именно оно опирается на соотношеше между числами 
еси п, выражаемымъ равенствомь ($ 118, (12)) 


ти" 0, (1) 


Если п есть алгебраическое число, то и Тк есть алгебраическое 
число. ДЪйствительно, если (=) = 0 есть рацюнальное уравнене, кото- 
рому уловлетворяетъ число п, то и Е (т) Е( —п) = 0. Теперь, если у = 1х, 


Веберъ, Энциклоп. влемент. алгобры. 4 
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то (1) 2 (—1%) = ф(4) = 0и коэффишенты функши (у) суть веще- 
ственныя ращональныя числа. 


2. Пусть м б детъ ункшя у-ой степени и 
у у. 
Ат› 9, Уз» 9 я ©) 3 (2) 


пусть будуть ея корнями. Среди нихъ имфется, слЬдовательно, число ТГ. 
Сообразно съ этимъ, а также въ виду равенства (1) будеть 


(1 Е <”) (1 =“) (1 + <) С +”) 0. 
или, по перемножени: 
И А. -.^ =). (3) 


при чемь первая сумма Ус”? распространяется на всЪ корни (2), вторая 
хе "ь — на всЪ сочетаны у; ук ‹безь повторенй`, третья А 


на всЪ сочетаня по три и т. д. 


3. Симметричесюя функщи У величинъ у; но нашимъ допущенямъ 
суть рашональныя числа (цфлыя или дробныя . а у величинь у, удовле- 
творяютъ уравненю 4х) == 0. 

Симметрическя функши у (У—1) величинъ У у» (наприм5ръ, 
сумма ихъ одинаковыхь степеней), булучи также симметрическими функ- 
цями величинъ у,, суть ращональныя числа, и суммы \, Е №5 также суть 
корни н$фкотораго рашональнаго уравнешя Ч, (х) = 0. 

То же относится и кь суммамь у; 1» + у», число которыхъ равно 
ое (у—1)(у—2) и которыя также суть корни нфкораго уравнены 
1. (х) =0 ит. д- 

Произведене 


ке) Ч |6) Е . (4) 


будетъь поэтому цфлой функщей, которая будетъ уничтожаться, когда 
положимъ въ ней х равнымъ одному изъ чисель 


у м-н, жа, --.. (5) 

4. Между этими числами нуль можеть содержаться одинъ или нЪ- 
сколько разъ. Если допустимъ, что нуль содержится между ними (—1 
разъ, то С есть ноложительное ифлое число, которое по мень- 
шей мЪрЪ равно 1. Оно равно 1 только въ томъ случаф, когда среди 
величинъ (5) нётъ нуля. 

Въ произвелени (4) содержатся (’— 1 множителей, равныхъ Хх. 
Исключивъ эти множители и обративъ затЬмъ всф коэффишенты въ цфлыя 
числа помножешемь на наименьшее кратное А всБхъ знаменателей, мы 
получимъ функцию съ иблыми коэффишентами: 


10 = Хм фи 60...) 
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степень которой означимь черезъ я. Ея корни 
Но Ао бо Чаде 8 (6) 


соотвЪтственно равны т5мъ изъ чиселъ (5), которыя отличны отъ нуля, 


и, согласно равенству (3), эти корни удовлетворяюгъ уравненпо 


Стефен... че" =0. (7) 


Такъ какь между корнями (6) нфть нуля, то У (0) отлично отъ нуля. 
Для нась безразлично, встрЪчается-ли одно и то же число н5сколько 
разъ между величинами (6); число т! имфется между ними во всякомъ случаЪ. 


5. Теперь мы возвращаемся кь равенству $ 133, (6): 
г" 20) = Ф(^} + 0 (>), (8) 


полагаемь въ немъь х = ^., х,,..., Х„ складываемъ и прибавляемъ кь 
обЪимъ число частямь (Ф.О). Тогда мы, въ силу равенства (7), получаемъ 


(7Ф(0) + Фо + Фо) +... + Фа) 
+ бо) + бор +... + во) (9) 
—= Фо (С ее...) =0, 
и основная идея доказательства будетъ га же самая. какъ и въ доказа- 


тельствЪ трансцендентносги числа с. Мы доказываемъ, что функщей ф(х) 
можно такъ распорядиться, что 


из 


я Ч 
и СФ. 0 уу 2(^») станеть не исчезающимь цфлымъ числомь 
ЕЕ 
9 


ь 
2, , ((х,) по абсолютной величин будетъ меньше 1. 


Г 


Тогда равенство 9) окажется невозможнымъ, и лопущеше, будто с есть 
алгебраическое число, будеть опровергиуто. 


6. Функшя У (х) имфеть видъ 


Хе — а ром 


при чемь коэффишенты а, @,, 45,.--, @» суть цБлыя числа, числа @ и 4» 
отличны оть нуля, а коэффищенть й можно счигать положительнымъ. 
Помножая на 4”_' и полагая 


в о, а ое, 
мы получаемз» функщю 


ди = 0 = ее +ьее +... Ь, 00) 


54° 
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съ цБлыми коффишентами, которой корни 


д» 40) Дате ди (11) 
соотвфтственно равны произведенямъ 
Фи Эр Ара соя Чт (12) 


7. Что касается функши Фф(х). которая служить лля составленя 
функщи Ф(\), то мы опредфлимъ ее такъ: 


СЫ а ПИ (д) 


т „= (р в! : 


глф р есть достаточно большое простое число. 
Пусть, по разложени по степенямъ х, будетъ 


(у = д -Н о 
== Л + Вах + ал аа 
гдЪ 4, „|, .«Ь суть ифлыя числа. Полагая х = 0, находимъ 


в, — Е 


(3) 


Такимъ образомъ число 2 отлично отъ нуля. Далфе, 


(р— 0!) = Аа | Да Лана ..., 
слфловательно. 
О) = Фо о, 
ОО 
1‘ (0) ге р. а”, 
Но (0) — рр а, 


8. Если поэтому приписать р значенте, большее наибольшаго 
изъ двухъ чиселъ а, р», то число (9 (0) не будетъ кратнымъ 
числа р, между т5мъ какъ каждое изъ остальныхъ чиселъ 9@3(0` 
либо будетъ равно нулю. либо будеть лфлиться на р безъ ос- 
татка. СлЪдовательно, 


эт 


410) —= У С) (0) 


1 
есть цфлое число, не дЪлящееся на р безъ остатка. 
9. По $ 61, 3, 
0(х) 


^ ^1 


а що 
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при чемь коэффишенты 


ет = р, 
4: = д + вм НН, 


суть цблыя функщи оть 5, съ ифлыми коэффищентами. Взявъ теперь р-ую 
степень оть 0(5), помноживь ее на 


5—1 — [(- = я. 0—1 

га о (5 + (3 а 
и раснположивъ произведене по возрастающим степенямъ разности А да» 
иаходимъ: 


(р)! 9) = (9—5, В, (5,) = жа 6] -... 
== (хм)? В, (0) а их) ..., 


гдЪ коэффишенты суть цфлыя функши оть 3; сь цфлыми коэффищеитами, 


напримЪрь, 
Вы) == ВЕ ВО ВО 
В. (а) = ВФ а а 
Отсюда, какь и выше, выводимъ: 
бе = 0. 9—0, „.., бы) 550, 
ИО =ЕРАВ, С), 
Ох, ) = рф-Н Пан В, (3), 
и, слЪдовательно, положивъ 


О(,) = а" В, (С) НГ. Е В (3) РА 


Фе) — У, 99а) = РО), (14) 
ЕЯ 


пе = 0, - О, г Фа -- + 


есть ифлая фуикшя оть д,, коэффишенты которой суть цфлыя числа. 
Эти равенства не нарушаются, если замбнитгь въ нихь а На 


имфемъь 


ГДЪ 


№5, 2: т.) Ал, дя - 
Сложивъ теперь всф тБ равенства, которыя выволятся изъ равенства 
(14) путемъ такихь замфщенй, найдемъ. что 
п 


У 0 — + О + 9.ь + О... 
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гдф $, == Удь, 5 = М, 5; = Удй,... суть суммы одинаковыхь стене- 
ней чиселъь д. Но эти суммы опредБляются по формуламь Ньютона: 
51 == и ее 0, 


& + я, + 26 =0, 
в Нов я 36 =0, 


и, слЪдовательно, представляютъ собою цф$лыя числа. Отсюда вытекаеть: 


10. Сумма 


3 п 

ее 

рей (>») НЕ 22. (9(+) 

№ —=1 т —1 
есть цфлое число, дьляЯщееся на р безъ остатка. 
Поэтому, если взять число р больщимъ, чфмь (отличное отъ нуля) число (., 
то изь п. 8 и п. 10 будеть слБдовать: - 


11. Сумма 
СФ(0) + Фо) + Фа +... + Ф(а, 


есть цфлое число, не дЪлящееся на р безъ остатка, и потому ея 
абсолютная величина по меньшей мЪрЪ равна 1. 
Этимъ, по п. 5, оправдана первая часть доказательства. 


12. Чтобы „исчерпать и вторую часть, мы должны разсмотрЪфть 
функшю Ё(Г), которую получимъ, когда въ функщи Фф(х), расположен- 
ной по степенямь х, замфнимъ перемфнную х и коэффишенты ея степе- 
ней ихъ абсолютными значенями. 

Полагаемъ для этой ифли и 


О) ЕО. 
и, на основанйи равенства (13), находимъ для ф (х) выражене: 
(ВЫП) == а -Цх—мР(х.. (х—. 


Коэффищенты этого выраженя получаются путемь сложеня и пе- 
ремноженя величинъ: 


а, м, —^., ..., — АХ 


и, согласно 6$ 47, 5, 6, абсолютныя величины этихь коэффишентовъ бу- 
дуть меньше (и во всякомъ случаБ не больше), чфмъ т числа, которыя 
мы получимъ, замфщая величины 4, --Х,, —Х.,-.., — Ан ихь абсо- 
лютными значенями 

о цы я м, 


535 $ 135 


то есть, ие больше чЪмъ коэффищенты функщи 


ПРА р в (хр... (Хы. 


Положивъ поэтому 


ви = Ни м) (ть)... (и у, 


найдемъ, что, при всякомъ положительномъ г, число 


у (в(г) 
(о) т 


и его можно сдфлать сколь угодно малымъ, достаточно увеличивая число р. 
Такимь образомъ. по $ 142. (8), абсолютное значенше числа (ль), 


за 


ы % 

а вмБстЬ съ нимъ и абсолютное . значене суммы м ((х,) можеть быть 
=и 

слфлано меньше всякаго напередъ задаимаго числа и, въ частности, меньше 1. 

Этимь исчерпывается и второе требоване и. 5, чфмь вполнЪ оправдано 

положеше: 


Число п есть трансцендентное число. 


ГЛАВА ХМХ. 


Функцш, дифференщалы и интегралы 


$ 136. Геометрическое представлене функщй. 


1. Выше ($ 93) мы пользовались уже координатами для того, чтобы 
слфлать наглядною зависимость между цБлою функшей и ея независимой 
перемфнной. Такь какь главная цфль всёхь примфненй математики кь 
явлен!ямъ внфшняго мра состоить въ познанми зависимости между измЪ- 
ряемой величиной и другой, способной принимать различныя значеня и 
представляющей поэтому перемфнную величину, то изображене функщй 
при помощи кривыхъ является незамфнимымъ вспомогательнымь средствомь, 
при помощи котораго удается однимъ взглядомъ охватить въ извфстной мЬрЪ 
ходъ явленя или вообще взаимную зависимость перемнныхъ величинъ. 

Наблюдательныя естественныя науки, статистика и друйя дисциплины 
уже издавна пользуются этимь вспомогательнымь графическимъь спосо- 
бомъ для того, чтобы и въ тфхъ случёяхь, когда законъ зависимости не 
вполнЪ извЪстенъ, изобразить ее при посредствЪ кривыхъ, получаемыхь 
помощью измфренй а также и прямой регистрашей, для которой фото- 
граф/я является превосходнымъ вспомо- 
гательнымь средствомъ. 


2. Здьсь мы прежде всего займется 
геометрическимъ представлемемъ соста- 
вленныхь по’ нфкоторымь законамъ про- 
стыхъ функшй, съ которыми мы уже по- 
знакомились въ предыдущихъ главахъ. 

Цфлая функшя первой степени или 
линейная функщ1я Представляется пря- 
мою линтею. Это подробйЪе разъясия- 
ется въ Аналитгической геометри, но 
также непосредственно усматривается на фигурЪ 28, изъ которой выво- 
дится уравнене & 


Фиг. 98. 


= 


`© 
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обрашающееся въ уравнеше (1` при помощи подстановки @ = ©%. От 
рфзокъ ф на оси у-въ считается отрицательнымъ, когда ось у-вь пере 
сфкается прямою ниже нулевой точки. Подобпымъ же образомъ, уголъ © 
считается отрицагельнымь, когда прямая образуеть съ положительнымъ 
направлешемъ оси х-въ тупой или отрицательный острый уголъ. 


}. Цлая функщя 2-й степени у = /(\), какъ мы это уже раныне 
видфли, представляется параболой. Если степень функши /(х) выше 2-й, 
го каждому значению абсциссы х 
все еще соотвЪтствуетъ одно оп- 
редЪленное значеше ординаты \.. 

Эти кривые называются парабо- 
лами высшихъ порядковъ. 
Если, напримЪръ, =”, О 
кривыя С„ (фигура 29), соотвЪг- 
ствующя п =0, +1, +2, 
+ 3,... могутъ быть пюлучае- 
мы послфдовательно одна изъ 
другой по слфдующему рекур- 
рентному способу. Отложивъ на 
оси х-вЪ оть начала коорлинать 
отрфзки ОБ =Ти ОС-=х, 
возставимъ къ ней въ точкахъ 
Еи С перепендикуляры [и 1, 
нанесемъ на р отрфзокъ /:()— а, 


сообразуясь при этомь со зна- 
комъ числа а, который на фи- 
гурЪ 29 взятъ положительнымь. 
Проведемь прямую ОО, до 
встрфчи сь прямою т въ точкЪ Р,, 
черезь которую провелемь пря- 
мую Р, О, 1 р; проведемь пря- 
мую О(); до встрфчи сь пря- 
мой п въ точки Р,, черезъ которую проведемъ прямую Р, (), 1 В: нро- 
ведемъ прямую (О(), до встрфчи съ прямою 1 въ точкЪ [., черезъ ко- 
торую проведемъ прямую [Рз(), 1 р ит.д. Идя огь точки Р, вр обратную 
сторону, ироводимъ прямую (2,2, т; беремъ точкф пересфченя (1 пря- 
мыхь () Ру ир и черезъ нее проводимъ прямую (),Р_, _ 1$ беремъ точку 
пересфчешя () > прямыхь (Ри ри черезь иее проводимь ирямую 
ОР 1 щит. д. Тогда всБ точки неограниченнаго съ двухь сторонь ряда 
точекъ 
Ро 


получаются послфловательно по одному и тому же закону. и мы угвер- 


Фиг. 29. 


\ 
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ждаемъ, что ДР, есть точка кривой („, соотвфтсгвующая абсциссВ х. 
Ибо, если у’, есть ордината точки рР,, гдЪ у можеть быть цБлымъ положитель- 
нымъ или отрицательнымь числомъ, а также и нулемъ, то изь подобя 
треугольниковь ОСР, и ОЕО,‚и вытекаетъь, что ук: ура х:1, ПО- 
этому У, — Ху. Такимь образомь имЪфемъ: 


р = Мути А Аи. 
и 1) при У= п: 
я рее № — и 
2) при у-==0 
с му. аа — № а”. 


что и требовалось доказать. 


4. Вь видф примБровь дробныхъ ращюональныхъ функщ!й, раз- 
смотримъ лвЪ функши 


— 1 
- п ^^ ПЕ 


Нервая функшя \ остается 
положительною при х «а, 
отрицательною при х>а.Нри 
х= 0, будетъ также у=0Ои 
функшя у здфсь имфеть пити- 
шит, потому что она не пере- 
ходить оть положительныхъ 


значенй кь отрицательнымъ, 
а возвращается оть нуля къ 
положительнымъ же значе- 
нямъ. При х —=а н при 
хХ = Е со функшя у стано- 
вится безконечной. (Фигура 
30. Кривая есть гипербола). 

Во второмъ случаЪ функщя 
убудетьноложительной, когда 
величина х содержится между 
— Ти +1, и обращается 
въ безконечность для обоихъ 
этихъ предфльныхъ значешй 


Фиг. 39. 


х. При х >21 или < — Ё, функшя у остается отрицательною и исчезаеть 
при безконечномъ значени х. Полагая 
1 1 1 1 
—— У Е 
а 


‘= 
ы 
| 
© 
г 
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получаемъ: у= у, м. Ординатамъ у,, у» соотв6тствуютъ двЪ равносто- 
роншя гиперболы. Ордината 4, соотв6тствующая разсматриваемой кривой 
будетъ получаться сложен!емъ ординатъ \, и т,, какъ показываеть фигура 31. 


Фиг. 31. 


5. Вь $ 117 мы познакомились съ показательной функщей 

У= г. (2) 
Функщя у имфетъ. только положительныя значешя и постоянно возрастаетъ 
вмЪстЪ съ х; она становится без- 
конечно малой при = —<& 
и безконечно большой ири 
х==-{ о5; далфе, „=1 при х=0 
и у—е при х = 1. НПунктирная 
линНя фигуры 32 показываетъ 
холъ кривой. 

Кривая у— 1” = т“имфеть 
совершенно подобный ходь. 
только абсииссы х слБдуеть 
уменьшить въ отношен!и 1:юра. 

Когла функшя графически 
представлена, то образъ обрат- 
| ной функщи получается про- 
| стымь отраженемъ первой фи- 

гуры въ равнодфлящей 1) 
и третьяго квадранта. Этимъ снособомъ на фигурЪ 32 изь пунктирной 


перваго Фпт. 32. 


т) принимаемой за плоское зеркало. 
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кривой =” получена логариемическая кривая у— шлх. Болфе тоико 
начерченная лия соотвфтствуетъ бригговому логариему. 


6. Если вь уравнении 
Де 9 (3) 
измфрять уголь х дуговою мфрою, то получится кривая, имЪъющая разно- 
образныя примБиеня и извфстная подъ именемь синусоиды. Ордината к 
постоянно остается между — Ги -Е1 и поперемфнно достигаетъ эгихь 
значений, когда значешя х равны печетнымъ кратнымъ числа 5х, между 
тЪмь какь для значенй \, кратныхь числа п, ордината равна нулю. 
Кривая состоить изъ безчисленнаго множества конгруэнтныхь дугъ, изъ 
коихь каждая, въ свою очередь, распадается на двф симметричныя поло- 


вины (9плх = зт(п — \)) (фигура 331. Мы будемь называть кривую пе- 
р1одическою съ перюдомь 2д. 


фиг. 33. 


Лин1я косинусовъ имфеть тоть же видь. Она получается изъ 


сипусоиды перембщенемь послБлней паралельно оси у-вь на длину от, 
какь это видно изъ равенства с0$ = эм (^ —- 5) - 
7. Мы разсмотримъ еще кривую 
у = вх. (4) 


Она состоить изъ безконечнаго числа конгруэнтныхь частей и также ие- 
р1одична съ перюдомъ п. Ордината 


0 
я г = г 


фиг. 34. 


5 


-| 


15| = 
г 


становится безконечной, когда х есть нечетное кратное числа 
(фигура 34). 


3 
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Другими примфрами могутъ служить еше функщи 
1" == созесх == 1/5тх, (5) 
уе -е #)- (6) 


которыя на фигурахь 35 и 36 представлены при помощи кривыхъ. 


фиг. 35. 


Кривая косекансовъ у’ = 1:9 ох получается кзь синусоилы поло- 
женемъ уу’ = 1. Отложимъ для этой цфли на оси ординать отъ начала 
отрфзокъ, обратный по знаку, но равный 
по величинЪ ординат н5которой точки Р 
синусоиды. Если 2{ есть конецъ этого от- 
рёзка и ОС есть отрЪзокъ на оси х-въ. 
равный 1, то перпендикуляръ, возставлен- 
ный изъ точки С кь прямой „Ё(, встрф- 
чаеть ось у-въ въ точкЪ „Г, орлината ко- 
торой по величинф обратна ординатЪ точ- 
ки Р, ибо ОС? = ОЛ.О Г. Точкь т 
соотвЪтствуетъь на кривой косекансовь точка 
Р’, имъющая ординагу, равную ().Ё, ин 


такую же абсниссу, какую имБегь точка 
Р фиг. 36. 


(9) 


Кривая, представленная уравнешемъ (6) имфеть ту форму, какую 
принимаеть укрфпленная на концахь свободно висящая цБиь; кривая на- 
зываегся поэтому цфпною лин!ей. ‘Фигура 36). 


$ 13%. Тифференциталт, и производная. 
р д 


1. Отрфзокь РО, соединяюпий двф точки кривой, называется хор- 
дой кривой; продолжая хорду пеопрелБлеино, получаютьъ сЪкущую 
кривой. 
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Если х, у суть координаты точки Р на кривой, х - Ах, у Ау- 
координаты другой точки О на кривой и 0 есть уголь, образуемый сф- 
кущей РО) съ положительной осью х-въ, то (фигура 37) 


А} 
120 и (1) 


Приращеня Ах, Ау перемфнныхъ х и у’ называются также разностями 


_ Ал 
хи, а отношене = отношен!емъ разностей. 
А 


Взявъ произвольную точку 5 на прямой, прохолящей черезъ точку Р 
параллельно оси х-въ, и обозначивь отрфзокъ Р5 черезь 4х, а отрЬзокь”) 
$5' черезь бу, мы изъ подоб1я треуголь- 
никовь 2()Ки Р5’5 находимъ, что п 
я 
20 — —ы 
ах 
Сь приближешемъ точки () кь точкЪ Р 
величины Ах и А\ измфняются. Если же 
при этомъ не измфнять величины (4х, то 
точка 5’ будегь перемфщаться по лини 
5 Ги прилетъ, положимь, въ положене 5". 
Уголъ 0 также измфняется и, когла опъ 
переходить въ @’, то 20’ — у: 1х. 

Если точка () неограниченно 
приближается къ точкЪ Р, то величины 


фиг. 37. 


Ах и Ау становятся безкопечно ма- 
лыми. Точка 5’ приближается кь предЪльному положеню Ги пре- 
дфльное положен!е Р.Г сфкущей пазывается касательной къ кривой. 
Уголъ 0 приближается къ предфльному значенио , и если мы обозна- 
чимъ черезъ {у отрЪзокъ 5Т, то 


ау = ах № = м (2) 


Отрфзокъ {\ называется дифференц!аломъ функщи у. Онь зави- 
сить оть положеня точки Р на кривой и отъ произвольно выбраннаго 
отрфзка (х, когорый называется дифференц!аломъ х. Частное Чу: 4х 
не зависигъ однако оть произвольно избранной величины {ху и назы- 
вается дифференц!альнымъ коэффищентомъ функц!и у по х или 
относительно х. Онъ такъ же, какъ и у, есть фупкшя отъ х и потому 


2) Точка 5’ есть пересфчене прямой РО съ прямой, проходящей черезъ 
точку 5 параллельно оси у-вЪ. 


АЕ ро "он 
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называется также производною функщей или просто производною 
оть у и обозначается черезъ у’. Если м = {(^) есть данная функшя, то 
ие ЕЕ гм (^) (3) 
есть производная функщЯя 
Произволная есть прелфль, который непосредственно представляется 


0 
Ъ Е 
ВЪ ВИД 0 


Гу Ат 
Е Ч = ит 1 


А 4 
С 4х Аз=о В (9 


а дифференшаль, при произвольно взятомь ({лх, есть 
ИА (5) 
Мы объединяемъ всБ эти разсужленя въ одномъ предложенш: 
Производная отъ функШи есть тригонометрическ!й тан- 
генсъ угла, который касательная къ кривой, изображающей 
функцио у, образуетъ съ положигельною осью л 3). 


2. Лва угла, отличаюцщеся на величину с одинъ оть другого, имфють 
одинъ и тоть же тригономегрическй тангенсъ. Онь есть положительная 
величина для остраго угла. Въ равенствахъ (1) и (2) углы 0 и {* должны 
быть измфряемы сообразно съ поворотомь, при помощи котораго оси 
х-вь можно дать направлеше скущей или касательной, такь что углы 
В и $} должны быть взяты отрицательными, когда вращене направлено оть 
положительной оси х-вь кь отрицательной оси -вЬ. 

Если въ равенствЪ (1) Ах и Ау имфютъь положительныя знаки, то 
перемЪнныя у и х возрастали при переходЪ отъ точки Р къ точкь (); 
когла {х есть величина положительная, а Чу— отрицательная, то функщя у 
убывала, когда перемфнная х возрастала. Если, слЪдовательно, произвол- 
ная 1" отлична отъ нуля, то для достаточно малаго положительнаго значеня 
Ах знакъ величины Ау будеть совпалать со знакомь производной у’, и мы 
заключаемъ: 

Когда въ точкф Р производная у’ есть величина положн- 
тельная, то у возрастаетъ вмфстЪ съ х, а если 1" есть величина 


пред5льномъ положен!и съкущей, которое въ свою очередь ничфмъ не опре- 

дфлено Если же опредфлить производную отъ функши въ данной точкЪ (т. е, при 
Ау 

данномъ зпачени х), какъ предфлъь отношеня Ах: ТО можно будеть затЬмъ опре- 

дЪфлить касательную, какъ прямую, проходящую черезъ даннуто точку кривой тг. е че- 

резъ точку кривой, имющую данныя координаты) и образующую съ положительнымь 

направленемъ оси х-въ уголъ, тангенсъ котораго равенъ производной въ этой точкЪ. 


Ау 
Въ случаЪ отсутств!я производной, т.е предфла отношешя > нёть и касательной въ 
разсматриваемой точкЪ кривой. 
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Если м" въ точкЪ Р есть нуль, то мы не можемь судить по 4” о воз- 
расташи или убываши функщи у. Но если у’ при прохождени въ точкь 
Р черезъ нуль переходить оть отрицательныхь значенй къ положитель- 
нымь, то у будеть переходить оть убывания кь возрастан!ю; вь точкъ 
Р функщя у имБеть наименьшее значен1е, пуп! тиш; л’ иметь наи- 
большее значен!е, тахйпцт, когда у’ переходить огъ положительныхь 
къ огрицагельнымъ значешямь. Въ такихь точкахь касательная параллельна 
оси х-вь. На намихъ фигурахь 30, 31, 33, 35 и 36 легко узнать такя точки. 


8 135. Дифференщалы проетыхь функши. 
1. Чтобы найти произволную оть функши у — /(х), полагают 


Ал =р, Ау = КАР) — /(^) и получаютъ: 
и ы 
р 


1" —= т 
ч #=0 


11) 


Если возможно выполнить дфлене въ правой часги. то послЬ этого можно 
прямо положить р — 0. 
Такъ, напримфръ, полагая въ равенствЪ 


1" — р 
== р 


— а"! -- ав - а’ 36? -- а - и. 


а = Хх + Ь, найлемъ: 


а р — д" 
Ат Е- — А 
й--0 р 


слБдовательно, 
ак") = ва (2) 


и вообше, когда /(^) есть цфлая функшя, а /’(х) ви произволная, то 
В) = ИА (3) 
какъь это слБдуеть и изъ $ 61. 

2. Равенство (2) доказано пока только для цфлаго значеня п. Пусть 
теперь х будеть произвольное рашопальное или ирращюнальное число. 
Ограничимся, во избЬжаше многозначности, положительными значе- 
нями \: тогда х" будегь однозначная функшя, имБющая только поло- 


жительныя значешя. Положимь теперь 


и 


Ду, Де (1+2), 


Ди + р Е. 7 


р р 
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При р>>х, кь правой части этого равенства можно примфнить 
теорему о бипомЪ ($ 121), при чемъ находимь: 


д“ рл“ К. 1 и. (и р 
(ит Иа е+...) 
и, полагая р = 0, имъемъ: 


а, (4) 


какъ и въ равенствЪ (2). 
3. Точно также находимъ изъ разложены 5 129, (7) 
ш(х--) — шх 1 ( ›) 1 р р? 
- = шШЬ1 = ЗА. 
р т я Е Но 
поэтому, полагая р == 0, имфемъ: 


Па Е: (5) 


4. Для показательной функщи с” имъемъ: 


1 (ей =) 

ЕС Бе и — 

$ (ео ) мы р Е 
и, по 8 117, 


О (6) 
5. Изъ тригонометрическихъ формулъ (томъ П, 5 29, (5)) 
к: фа № р 
зт (х-- ВБ) — пх= 29 [а э ) по» 
р л з и. 
с0$ (^-+-р) — созх — — 2 со$ де 2] то 
ар 
при помощи предфльнаго равенства т $1 = 1 ($ 18, 2.) находимъ: 
4дзшх — созхйх 
Е (7) 
Ч с08х = — эт х. 


$ 139. Дифферениталы сложных фупкии. 


1. Если у и д суть двБ функши отъ х, то справедливы слБдуюция 
тождества: 


30-9 _ \ 
ге ОХ (1) 
50) — т @) 
Ах Ах 
у. м, ММ, 
— А ХАХ 


Веберъ, Энциклон. элемент. элгобры. 35 
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Во: 1 Е › (8) 
Ах д А ее 
У. 
и а Х 
&(--АХ ` 
2. Отсюда, переходя къ предфламъ при Ах — 0, получаются слф- 
дуюнце формулы для производныхъ: 


ВОВ И 4 


4х т 0 
Ч _ у 4 
4х2 @х № ^ фл’ (2) 
И, ВЪ частности, когда Х иметь постоянное значеме с, находимъь: 
4 (су [у 
ме @ 
далфе: 
5 Чу = и ы 
о > Цх га Чх (4) 


к 


Отсюда выводятся соотвфтствуюния формулы для дифференшаловъ 


Чо =Ф 4, (5) 
Ч (о) = и + да, (6) 
4 (су) == су, (7) 
9 у в. = и (8) 
А х 


и содержаше этихъ формулъ можно выразить слБлующими словами: 


3. Дифференшалъь суммы равенъ суммЪ дифференц:аловъ 
слагаемыхъ. 


4. Дифференшалъ произведен{я равенъ суммЪ, составлен- 
ной изъ произведен1я перваго множителя на дифференщалъь 
второго и произведен!я второго множителя на дифференц:алъ 
перваго. 


5. Дифференщалъ дроби 4) получается по такому правилу: 
изъ произведенйя знаменателя на дифференшалъ числителя вы- 
честь произеден!е числителя на дифференшалъ знаменателя; 
разность раздфлить на квадратъ знаменателя. 


*) Или частнаго. 
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6. Примфняя повторно эти правила, можно составить дифференщшалы 
всфхъ тБхь функшй, которыя получаются изъ функшй, дифференщалы 
которыхъ уже извфстны, при помощи ращюональныхЪ вычислений, т. е. при 
помоши операшй сложеня, вычитаня, умноженя и дфлены. 

Положивь, напримЪръ, въ равенствЪ (8) 


уе ЗЬ. д == с0$х, 
Чу = со5х 4х, 4х = — зшл 4х, 
получимъ: 
зтх _ с05?х - эт? х 
4 == : 4х, 
с08х с052х 
такъ что 
4х 
Чех = 9} 
ы с05?х ( 
и подобнымъ же образомъ найдемъ, что 
— ах 
Псой х = ь 10 
ы Ш? х О 
Полагая у = 1, д = с05 х, найдемъ: — 
5тх 
Я зе = 11 
с05? х —_ 


7. Когда у’ есть функшя отъ х, а х есть функщя отъ у, то можио 
и на д смотрЪть, какъ на функщю оть х, и вообще на каждыя двЪ изъ 
трехъ величинъ х, у, у можно смотрфть, какь на функшю третьей. При- 
рацешю Алх перемфнной х будуть соотвтствовать приращеня Ау, А: 
перемфнныхъ и д. Величины Ау, Ах являются тогла функцыми отъ Ах, 
и если одна изь нихь становится безконечно малой, то такими же дЪ- 
лаются и двБ другЯя 


Если приращене Аз равно нулю при всякомъ значеши Ах, то = есть 


постоянная. 
Изь тожества 

нь, 
Ах Ау Ах 

слфдуетъ: 
ах _ ад ау 
Е о 12 
4х Чу 4х’ а 

45 
АА 13 

4 т 4у (13) 


8. Эта формула гласитъ: 

Если < есть функщя отъ у. а у есть функшя отъ х, го диф- 
ференщалъ оть д получается, какъ произведен!е производной 
оть х по р на дифференщаль отъ у. 


Или, другими словами: 
35* 


548 $ 139 
9. Тремъ перемфннымъ х, т, $ можно приписать три диффе- 
ренщ!ала 4х, (у, Цх такимъ образомъ, что одинъ изъ нихъ бу- 
детъ произвольнымъ и частное какихъ либо двухъ изъ диффе- 
ренщ!аловъ будетъ дифференщшальнымъ коэффищентомъ соот- 
вЪфтственной перемЪнной. 
Если, напримЪръ, 


{= Шу, у=зшх, у = созхах, 4/4 = Иу, 
то 
Чшзшх = со хх (14) 


и подобнымъ же образомъ 


Чт созх = -— вх 4х, (15) 
о А 
Е 9х  зшхсозх  эт9х” (16) 


10. Равенство (12) даеть также возможность составлять дифферен- 
щалы такихъ функшИ, которыя получаются черезь обращение функшй, 
дифференщалы которыхъ уже извЪфстны. А именно, полагая 5 = х, имемъ 


ах Чу _ 1 
ар  ^ 
и, когда Чх/4у извфстио, то отсюда получають Цу/4х, какъ обращен- 


ную дробь. 
Возьмемъ, напримфръ, у = агс № х, такъ что х -= у, и согласно 
равенству (11) получимъ: 


Но по формуламъ тригонометрии ‘томъ П. $8 26, (5)) 


у =? 


с05? у 
и, слЪдовательно, 4 = 4х/(1- д?). такъ что 


ЧА (17) 
т ° 


ПРЕ А: == 


Если же положить 


у = ас эпх. х— эту, Их = сз уйу, 


то изъ равенствъ созу — УТ — зи? у = У! — дз, получимъ 
ы 4х 
4 агс зшлх = (18) 


уг—х?` 


` 


бы. _ р 


549 $ 139 


Эти краткы указашя не имфютъ даже той цфли, чтобы ввести чи- 
тателя въ начальныя основаня дифференшальнаго исчисленя. ИмЪлось 
только въ вилу показать, какь изъ разложенй въ ряды, полученныхъ 
элементарнымь путемъ, почти сами собою выводятся основныя понятия 
этого исчисленя, и мы сдфлаемъ еще только историческое указанте на то, 
что Лагранжь (Гаэтапее) думаль одолбть именно этимъ путемъ трудности, 
связанныя со строгимъ обоснованемъ Исчисленя безконечно малыхъ -) 

Дифферншальное исчислеше и связанное съ нимъ интегральное ис- 
числеше называютъ исчислешемъ безконечныхъ и разсматриваютъ большею 
частью, какь начало „Высшей математики“. При всякомъ изученми мате- 
матики и примфнени изученнаго необходимо освоиться съ методами 
и премами исчисленя безконечно малыхъ такъ же, какъ и съ таблицей умно- 
женя. Этого можно достичь только при помоши многочисленныхъ упраж- 
ненй на примфрахъ, которые естественно остаются внЪ предъловъ этой 
книги. Существуютъ различные сборники задачъ, употреблеше которыхъ 
будеть полезнымъ для этой цфли; таковы сборники Шлемильха (ЗеШ бей св), 
Зонке (ЗоНнике, пей Негаизреребеп уоп Атзет), Дэльпа (Оёр, пей Бегаиз- 
серебеп уоп МеНо) и друме 5). Богатый матералъ для упражненй содер- 
эжится также въ каждомь болфе обширномъ учебник дифференщальнаго 
и интегральнаго исчисленя, изъ коихъ наиболфе распространенными у 
насъ являются учебники Штегеманна (З4еретапп, Беагрецеё уоп Керей) и 
Серре (Зее БеафеЙе{ уоп Нагпаск ип@ зр@ег уоп Во|Нтайи). Ср. до- 
кладъ Больманна „Обзоръ важнфЙйшихъ учебниковъ по исчислешю безко- 
нечно малыхъ оть Эйлера до новфишаго времени“ въ ЕжегодникЪ НЪ- 
мецкаго союза математиковъ ‘ВенсйЁ уоп Во тапи „Оъегусье йЪег @е 
чисьНр&еп Гентйспег аег пйпНезипамесвпипя уоп Ещег 5 аи Че НеиНное 
7ей“ ип ЛангезБенсь аег Оешеснеп Маетайкег-Уегейирипя Ва. \1. 1897). 


$ 140. Теоремы Тейлора и Маклорена. 


1. Если у = /(^) есть функцы оть х, то и производная у" =. 
есть функщы отъ х. Взявь оть нея производную, мы получимь вторую 
производную оть функши /(х) и, продолжая такимъ образомъ дальше, 
получимъ рядъ высшихъ производныхъ отъ /(х): 


Ао, Род, Г’, Г", .... (0 
Для случая, когда 1) есть цфлая функщя, мы получили всЪ эти 
функщи вь 5 132 изъ теоремы бинома и видфли, что эти производныя 
также суть цфлыя функши и что степень каждой слБдующей на единицу 
пиже степени предшествующей. Поэтому, если функщя /&^) будетъ я-ой 
степени, то Н-ая производная будеть постоянная, а высш!я равны нулю. 


*) Гасгапяе, Твое 4ез Ропсвоп$ апайуйацез. Ргата! ап У (1797)- 
3) На русскомъ язык можно указать сборники задачъ Вфры Шиффъ и 
Хмырова. 
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Въ н5которыхъ случаяхъ рядъ производныхь функшй составляется 
но простому закону. Если, напримЪръ, у == ^" есть степень, то Я-ая про- 
изводная выражается такъ: 


309 = и (и— 0... ип м”, (2) 
и это имфеть мЪЬсто также и для отрицательныхь и дробныхъ показате- 
лей м. При у=— 7 всБ производныя ранны той же функщи 27, а для 
зтх и созх рядъ (1) переходить въ ряды 


шах, с05х, — зШх, — с05х, зшлх, с05х, — та, . 

созх, — Эх, — с05х, эшх, с05х, — зшх, — с0$х, ее 

2. Пусть о 
ед = о фах Ром... Кам-.., (4) 


будегь степенной рядъ, и допустимъ, что онъ сходится абсолютно, когда 
абсолютное значеше х равно г или меньше т. 
Въ 5 115, 8 мы показали, что въ этомъ случаЪ сходится и рядъ 


О дез ‚5 ) 


А \ 
ее. (6) 


Ф(х) = ох - ее. 


если только 


Мы докажемъ теорему: 


3. Рядъ /(х) есть производная функш1я отъ Ф(л). 

Для доказательства беремъ числа х и х- | столь малыми, чтобы 
оба удовлетворяли условию (6). Тогла по $ 58, 3. при всякомъ 68) пока- 
зателЪ 1н 
х р т Дт 
ру к-р «тт 
(по абсолютной величинЪ). 


Если же положить: 


Ил 7-2? в, 3х" 
К» (^) = Е р ит ы 


"ВСЕ и 
то изъ соотношенй (7) получимъ: 
| р 


и это выражене, въ силу допущенной нами абсолютной сходимости ряда 
(4), можеть быть сдфлано, независимо отъ значенй хи р 7), меныше 


и | Сия | т- | Си | та ..-9 


8) цфломЪ. 
т) удовлетворяющихъ однако соотношенямь [х {< г; [ХР < х. 
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всякой напередъ заданной положительной величины @, если только взять Н 
достаточно большимъ. 
Но 


Ф(х + —Ф(х) _ И (ху — жн 
р о. 2} ме. (в Пр 


К»(х —- В) 3 К„(х) 
р . 


ДъЪлая здЪфсь В безконечно малымъ, мы по опрелЪленю произволной 
получаемъ: 


Е 


Ф’(х) = о ах + м... с," + рь, 

гдЪ р» есть величина, которая при достаточно большомъ п можеть стать 
произвольно малой, то есть, Ф’(х) есть сумма безконечнаго ряда }(х), 
какъ это и нужно было доказать. 

Функшя Ф(х` называется интегральною функщей или инте- 
граломъ отъ {(х). 

Сообразуясь съ правиломъ дифференцированя степеней. мы можемъ 
теорему п. 3 выразить и такъ: 


4. Чтобы дифференцировать степенной рядъ, достаточно 
дифференцировать каждый его отдфльный членъ. Кругъ сходи- 
мости при этомъ не измфняется. 


5. Теорему п. 4 можно повторно примфнить къ функщи А и 
ея производнымъ; тогда получимъ: 


Ех) = о Нах - ом фаз ам-..., 
Ро) = а 2х - 3х? + 4.8 | 5% +..., 
"о = 26, + 2-35 х | 3-4 | 4.56 -|..., 
[" (х) = 2.3. + 2.3-46х 3.4.562 ..., 
и вообще 


(8) 


ре9(х) = п! с, .. ие и сах + е гы р Сим (3) 


3)! 
— Ве оО. 


— формула, которую легко доказать методомъ полной индукщи. 


5. Положивъ х = 0 въ равенствахь (8) и (9), получаемъ: 


1 я 
= 0) а =, в = и, а= 3", 


1 
п! 


К (©), 


с» — 
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откуда 
Лео = 1 + хл®-Рю ++... (0 


Эта формула называется рядомъ Маклорена. 


6. Этой формулЬ мы дадимъ еще другой вилъ. Пусть г. (х) будеть 
функщя оть хи (Хх) ея производная. Замфнимъ х черезъ д-р и ста: 
немъ разсматривать, какъ перемфнную, одинъ разъ величину х, другой 
разъ величину р. По 5 139, (12) 


[ Е | 1 (2 р у 
‹ а лень д: («Е Р. 


Выполнивъ дифференцироване и положивъ }==0, находимъ: 


= ра 
( 4 й=0 =. (%, 


и соотвфтственныя равенства можно установить для высшихъ произволныхъ. 

Отсюда слфдуетъ, что, разсматривая /(х-ЕР), какъ функшю отъ р, 
мы найдемъ, для нея, согласно формулЪ (10), слфдующее разложеше по 
степенямъ р: 

: 2 р. 

Да-Ь = о Ро +5" + ..., ап 
и эта формула называется рядомъ Тейлора *). Изъ нея обратно выве- 
демъ рядъ (10), полагая х = 0 и замфняя потомъ } на х. 


7. При выводЪ этихь формулъ мы исходили изъ предположенЯ. что 
функшя /(х) съ самаго начала опредфлена степеннымъ рядомъ. Поэтому, 
если допустимъ одну только возможность разложешя функШи въ рядъ 
вида (10) или (11), то мы получимъ самое разложене, составляя произ- 
водныя оть функщи. 

Вопросъ объ условяхъ возможности такого разложеня мы не отно- 
симъ уже къ элементамьъ. Отвфтьъ на него приналлежитъь къ важнЪйшимъ 
основнымъ проблеммамъ Теори функшй. 

Въ отдфльныхь рядахъ, разсмотрфнныхъ нами въ главахь ХХМУ и 
ХХУ мы легко усмотримъ полтверждене правильности формуль (10) и (11. 
Если возьмемъ, наприм5ръ, биномальный рядъ ($ 116, 1\, 


а" = 1+ В + Во В... 


положимъ 7 = Л/х и умножимъ на х“, то получимъ 
К , 


(хе = м Вир Вооиоре ... Вии р... 


*) ВгооКк ТауГог (1685—1731) издалъ въ 1715 г. сочинеше „Мео4из тсге- 
тетогит“, вь которомъ содержится это разложеню. Сойп МасГаип (1698—1746), 
Тгеайзе ог Йихоп$, 1742, даль формулу (10). 
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откула, при сравневи съ равенствомъ (11), найдемъ, какъ и выше, что 
н-ая производная отъ х“ равна 


И 


8. Отбрасывая въ степенномь ряду (10) члены, слБдующе за н-ой 
степенью перемфнной х, мы получаемь цфлую функц!ю н-ой степени, 
которая, въ предположении сходимости ряда, приблизительно совпадаеть 
съ функщей /(х). Такимъ образомъ для функши }(х) найдена иЪфлая 
функшя ф(х), которая обладаетъ тфмъ свойствомъ что она и п ея пер- 
выхь произволныхъ совпадаютъ соотвЪтственно съ функщей 1) и ея 
произволными при одномъ значени х (при х = 0). Въ ибкоторыхъ слу- 
чаяхъ одна изъ этихь функшИ можетъ быть замфняема другой. Суще- 
ствуеть однако и другой способъ для приближеннаго изображеня любой 
функщи Е(х) въ видф цфлой функщи п-ой степени, а именно разыски- 
ваютъ ифлую функшю ф(х), значешя которой соотвфтственно равны зна- 
чешямь функши ЁР(^) при и-Ё 1 значеняхъ Хх: 


05 а, @.,.+-, @в 


Эта задача уже рфшена при помощи интерполяшониой формулы Ла- 
гранжа 8). Полагая въ ней 


0) —= (х — 4) (с — а) (х = 45) ... (== а»), (12) 
мы по указаннымъ тамъ формуламъ (7) находимъ: 


Е (ао) ©) Ва) < _ Ва») 1%) 
(х— Г (6) Ед (х—а,) Г (а) а. (х— а,) Г’ (а, › 0» 


вмсто чего можно также писать 


ел \* Е@ЛР@ 
ф (%) = с-Р@’ 114) 


и эта формула непосредственно показываетъ, что 
Ф (а) — Е@о). фа) = Е@), ...-, Ф(а,) = Нан). 


Когла функцщя [(х) сама есть ифлая функщя, ‹тепень которой не 
выше и, то функши ф(х) и Р(х) тождественны и мы получаемъ 


{Х (= 


$ _\ 9(@__ 
Ло — ХФ @-8 в 


Выражен!е (15) называется разложенемъ правильно-дроб” 
ной функщи ф(х)/{(^) на частныя дроби. 


8; См. приложеше УП въ концЪ книги: „Разложене цфлыхь функций“. 
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$ 141. Нонятте объ нитегралЪ. 


1. Уже въ древности при опредфлеши площади или объема прибЪ- 
гали къ слфдующему средству: разсматриваемый образъ разлагали на части, 
которыя принимались столь малыми, чтобы безъ чувствительной погрЪш- 
ности можно было считать образъ ограниченнымъ прямыми лиными или 
плоскостями, и затмъ находили сумму всфхь этихъ частей. Этотъ способъ 
можно сдфлать совершенно точнымъ по методу предфловъ или по архи- 
медову „методу исчерпыван1я“. Интегральное исчисленше обобщаеть 
этотъь методъ и приводить его въ систему. Опираясь на прямую очевид- 
ность, элементарная математика уже издавна прибЪгала къ такимъ премамъ, 
хотя и не пользовалась при этомь ни именемъ, ни обозначенями инте- 
гральнаго исчислешя. и геометрическая часть нашего сочиненя содержитъ 
много такихъ примфровъ. ЗдЪсь мы хотимь только установить со все- 
возможной краткостью понят!е объ 
интегралЪ въ его простьйшей фор- 
МЬ и аналитическомъ значени съ 
ифлью показать, какъ оно натурально 
развивается изъ разсмотрЪ ня площади. 


2. Пусть 
у = ® (1) 


будеть произвольная функшя отъ х, 
и допустимъ что она непрерывно воз- 
растаеть межлу х=аи х=[. По- 
ложимъ что она представлена дугою 
©В кривой на фигурЪ 38. Требуется 
найти площадь 5 части плоскости (абВо). 

Мы лфлимъ интерваль р —а=— А на п равныхъ частей, изъ коихъ 
каждая равна А/и, и проводимъ въ точкахъ лфлешя а, х, х,,.... В ор- 
Анна У, У. 

Фигура 38 указываетъь намь тогда двф площади 5, и 5,, составлен- 
ныя изъ прямоугольниковъ, при чемъ одна 5, цфликомъ содержится въ 
площади 5, а другая содержить въ себф площадь 5, такъ что 


ма 
5 = а (юм -... + 9. 
Е 


Разность этихь двухь суммъ равна 


55 5: == - [9 о) = (5 1 _- ..- —- бы м 


Фиг 38. 


(2) 


гДЪ 


(3) 


2% 
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и если с есть наиболышная изъ разностей 0», о и, 
то 


о а (4) 


Такъ какъ функщя т предполагается непрерывной, то величина д ста- 
новится безконечно малой, когла число Н становится безконечно большимъ. 
Величины 5; и 5, произвольно приближаются одна къ другой и обра- 
зують делекиндовское сфчеше, которымъ опредфляется— вообще иррашо- 
нальное —число 5. Это же число 5 служить верхнею границею всфхъ чи- 
сель 5, и нижнею границею всхъ чиселъ 5.. Оно опредфляется фупкщей 
у = 7%) и границами 4 и р интервала А. 

Это число 5 называется интеграломъ функши /(х) между предфлами 
4 и 6. Мы обозначаемъ его черезъ 


[2 
в = [ пса», (5) 


при чемъ полъ /(х)4х — ух понимаютъ площадь элементарнаго прямо- 
угольника, ставшаго безконечно малымъ, а подъ У — знакъ суммы. 

Когда функщя /(^), при измфнени х оть а до р, не возрастаетъ, 
а убываеть, то заключеше то же, только съ тфмъ отлишемъ, что въ не- 
равенствахъ (2) знаки < слфлуеть замфнить знаками >>. 

Если же функшя /(х) между границами 4, р перехолдитъ оть воз- 
растайя къ убыванйю или наоборотъ, то интерваль дЪлятъ на лвЪ или 
на нфсколько частей и кь каждой изъ нихъ прим5няютъ въ отдфльности 
ТЬ же разсужденя. При этомъ всегда будетъ 


$ 
га А 
| Аодах = ть... © 


св 2% 
= т ГА (иль -... -Е 2»). 


3. Возьмемъ въ видЪ примфра функшю у — х*, въ которой { есть 
цфлое число. Сверхъ того положимъ еще а — 0 и, слЪдовательно, А — р. 
Тогда 
„= (2) „= (21). = (32) — (и6\* 
А И п мы а 
поэтому 
рен Но, 


$ = пан ИАА... (7) 
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Слагаемыя содержащейся здЪсь суммы 


= и... 


образуютъ ариеметическй рядъ [-аго порядка а суммы 5:, 6., 5.,.. 
сами составляють ариеметичесюй рядъ (Ё-- 1)-го порядка. Такимъ об- 
разомъ, по 5 57, 2, сумма с, есть выражене вида 


— < 26) (1) 
В ео (8) 
вь которомъ биномальные коэффишенты В и числа ©, ие зависятъ 
оть п. Здфсь легко опрелфлить число &,,,, ибо 
А. — лк 

5, ре — Я 
== ©) Ве о (и) _ 3—1) ©), — Ве-п 
ОЙ ВЕР Ве ео 


поэтому, сообразно $ 553, (7): 


жа Во о роб, Ром | 


Это равенство должно удовлетворяться при всякомъ значенм # и, 
слфдовательно, должно быть тождествомъ, такъ какь уравнеше /-ой сте- 
нени не можеть имфть болыше, чЪмь Ё корней. Но степени бипомиаль- 
ныхъ коэффишентовь В ®,..., Ве 0 относительно п ниже | и только 


(и—1)и— 2)... (и—) 

[3 
есть выражене степени Ё, поэтому изъ сравненя правой и лЪвой части 
равенства (9) получается 


У 
Ве } — 


д, =. (10) 


Такимъ образомъ, при переходЪ частнаго с,/Н^Р! къ предблу при 
Н —= ©, выраженя 
(7) (=) (2) 
Вов В, 
ПЕН? енот” * т! ` 


исчезаютъ, потому что степени числителей относительно ий ниже стененей 
знаменателей. Напротивъ, 


В: о _% (п — 1) (п — 2): 5 6 "— № 


г = пе (Е- 1) 


Е Е (1-1) (:- .) ..(1-- „), 


и предфль этого выражения равенъ 1/42 1)!. Поэтому 


я й 2} ар у 
т оьн — а-ю! о Е! 
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и изъ равенства (7) мы получаемъ для 5» предфлъ: 


5 


ее ни 


4. Когда у’ есть сумма с фа (х) Е с,Фь(х), глЪ с, с. суть постоян- 
ные множители, то изъ опредфлевя интеграла при помощи суммъ (6) 
непосредственно вытекаетъ, что 


о 


$ [2 ь 
й (с. ф,(х) -- С.Ф» (х)) 0%. = С / фи‹х)ах + =” ф»(х)4х, (12) 


и соотвфлственныя равенства выводятся также для суммъ, содержащихъь 
больше членовъ. 

Поэтому изъ равенства (11) можно прямо получить интегралъь цф- 
лой функши: 

Если 


= № ЕЕ АЕ... Е ея", 


есть цфлая функщя т-ой степени, то 


5 
:щ ЗА |? р о а 
Е - Е —. 13 
‚Гая Е 2 =. 3 вл ера т 1 | 
. ь 
Если станемь разсматривать эту сумму, какъ функщю Ф (р) отъ р}, 
то Ф(ф) будеть иитегральной функщей оть функши /(Б) въ томъ же 
смыслЪ, въ какомъ мы употребляли это выражеше въ $ 140, 3. Изъ раз- 
ложеня суммы 5 выводится 


$ [2 И 
/ Годах НЕЕ / Геоах — / Аозах = ФО — Фа. (14) 


5. Рядъ значенй перемфнной х оть а до БВ называется промежут- 
комъ интегрированя. Этотъ промежутокъ можно всегда привести къ про- 
межутку оть —1 до {1 по слБлующему способу: Положимъ 


_ 2х —ф—а 


И, я (а) +). (5) 


Когда х, постоянно возрастая, проходить значешя отъ а ло В, то | про- 
ходить значешя оть —1 до --1, также постоянно возрастая, и функшя 
у = Их) булеть вмфстЪ съ 16мь функшей ф(|) оть Ё, если положимъ 


у =; (6 — а) + @+9)) = $00. (16) 
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Точкамь дфленшя а, ^., х,,...,В на фигурЬ 38 соотвфтствують для | 
я 4 : 
точки дфленя 1, 1-- =- 1-{ =», 4-1 и ординаты 


5 
0 = Ф(— 1). д == (-'+2), у 9, = ФИН И. 
и 
Поэтому й Ф (ОЕ есть предфль обфихъ суммъ 


—1 


= а Е у), =. (, у. + .-- + ›„), 


и, полагая вновь А —=р— 4, получаемъ: 


Нл Б ь 
5] ф(О4Е= Два» = Да»: (17) 


для цфлой же функши 


Ро) СОР... 


нахолимь изъ равенствъ (13} и (14): 


Ч 

В т 

з / ВО Е = Сь- а 
т 


гдЪ въ правой части остаются числа (.; только съ четными индексами 1. 


8 142. Ириближенпое вычислене интеграловт.. 


1. Такъ какъ мы легко можемъ найти интеграль цфлой функц и 
н такъ какъ всякую функшю мы можемъ замБнить сь нфкоторымь при- 
ближешемъ цБлою функщшей при помощи-ли ряда Тейлора или при помощи 
лагранжевой формулы, то отсюда получаются различные способы для при- 
ближеннаго опредфлевя интеграловъ. Изслфдованя значительно упроща- 
ются, когда промежутокъ интегрированя по $ 141, 5 приведенъ къ ин- 
тервалу оть —1 до +1. 

Итакъ, пусть перемфнная { булетъ ограничена интерваломь — 1,..., 1 
и пусть Ф(П будеть какая либо функия Опредфлимъь ифлую фуикцио 
Ф([) степени п, совпадающую съ функщей ф(1) при и-- 1 значеныхь 


У бы оля 22 (1) 

Положивъ 
9 о, ф(<,) — а, -. ф(х,) ==», (2) 
О о, (3) 


= РН фа он... ый + оща, 
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мы получимъ, согласно 5 140, (13), (14\: 


О 1, (0) у» / (1) 4 
ТО а—олбы ао + Назыреы ® 
У эх 


< = (—2:)/ (2) у 


Частное }(!)/(1—2;) есть цфлая функшя отъ [ степени И и ея интегралъ 
можно опредфлить по $ 141. Сначала для каждаго числа х ряда (Г) мы 
получимъ: 


И еее "фе... (Е, (5) 


гдЪф, согласно $ 65, (3), коэффишенты 9» (2%) суть цфлыя функши оть а, 
выражаюнуяся слфлующимъ образомъ: 

4(%) = 1, 

0 (@®) =а« а, 

95%) = с - с, 

Чз (@) — 0 с, 9? са Ч с., (6) 


дн) — а" Е са” | срать. 
Напишемъ члены второй части равенства (5) въ обратномъ порядкф: 


и. — 9 (®) 9.) Е о... Но@г 


и положимъ 


ив 
кк ° КО 
5% - 274). ИЕ 1 (7) 


1 ( 9» ›(&) 4—1 (<) ) 
=. и (2 = `—- = о 
(@) 4 ( у 3 нЕ 5 =Е 2} 
при чемъ послБдый членъ внутри скобокъ есть 9: (&}/п или 1/1), 
смотря по тому, будетъ-ли п число нечетное или четное. 
Вь такомъ случаЪ изъ равенства (4) выводится приближенная формула: 


#=0 


ве Е 
у Ф(04=2 х 45 (и) - (8) 
= 


и потому, согласно $ 141, (17): 
ь 


|. 4х = 6 —а) А 35 (2;). (9) 


а 
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Когла числа ©; извЪфстны, то по равенству (7) можно опре- 
дЪфлить всф суммы 5(5;) = 45, и онЪ не зависятъ отъ функщи у 
которую нужно интегрировать. 


‚ 


2. Взявъ, напримфръ, п = 2; ж =-—1, ©, = 0, &, —=1, получимь: 


= и 

Г = 1, 
а 

9:0 = —1, 


. 1 р 
5() Ро) (+6 Ее 3 ) з 
поэтому 


2 1 5 Я 


слЪдовательно, формула (9) даеть приближенное значеше: 
5 


[ у4х = ЕЕ (о 4, +»). (10) 


е/ 
Г 


Эта формула носить назваше правила Симпсона. Ея геометри- 
ческ!Й смыслъ заключается въ томъ, что данная кривая замЪ- 
няется параболой, у которой крайня и средняя ординаты совпа- 
даютъ съ данными. 

Если точность этой формулы недостаточно велика, то можно раздЪ- 
лить данный интерваль на нфсколько частей и примфиять формулу (10) 
къ каждой изъ нихь *). 


3. Какь бы ни были выбраны числа ©,, равенство (8) даеть точное 
+ 
значене интеграла / фи аЬ, когла Ф(Г) есть цфлая функшЯя, степень 
—1 
которой не выше я, потому что при этомъ допущени функши Ф (В и 9(0 
идентичны. Чтобы составить себЪ суждене о точности формулы (9), при- 
мЪнимъ ее къ случаю, когла ф (1) =" и ти. Если означимь черезь 
О» число, на которое лфвая часть равенства (9) больше правой, и при- 
мемъ во внимане, что 
ны 


я 2 
| й ЕЕ И ==. 


—1 


*) ТВотаз 5ипрзоп, англйсюй математикъ, родился въ 1710 году, провель 
жизнь въ Лондонф и Вульвич и умеръ вь 1761 году на своей родинф МаКее 
Воз\уо{ в, ГесезегзНие. 
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смотря по тому, будетъ-ли и четнымъ или нечетнымъ, то, согласно ра- 
венству (8), $ 


ее а #5 (9) ны: т 1 . 


гдф 5—0, или 6 = 2 въ зависимости отъ того, будетъ ли Ш не- 
четнымъ или четнымъ. 
Внося первое изъ выражен (7) вмЪсто 5(а;), находимъ: 


ты 


г 


в" р 
Г)» = юз Г) “ т 1° вы 


—1 


4. Формула (11) даеть для [)„ значене, равное нулю, когда 1 = И. 
Мы получимъ это, положивь ф(^) ==” въ $ 140, (15). Когла же тн, 
то дфлимъ [” на / (№. Мы получнмъь частное (О„ и остатокъ К» (1), 
степень котораго не выше 11: 


т — ОКВ + КО, (12) 
а такь какь /(5;) = 0, то 
И (©) = б;”". 


Но №» (0 //(И) есть правильно-дробная функщя и, слфловательно, по 
$ 140, (15) имБемъ: 


К» О : эт: (а; ) Ч ©; ей 
О =У у (5%) (Е—@%,) о (1—&,) /' (&) : 
и равенство (11) даеть: 
) ; $ 
Ты Е : а (1) ! лы 7 . (1 3) 
ЫА т-1 
Положивъ 


Вы) = ь Ней +... м, — (14) 


мы получаемъ отсюда: 


ОД = =, -Ё = 


| &2 


т Зе (15) 


и въ выражен для /)„ величины =; входять только съ четными индексами. 
Такимъ образомь, въ случаф, когда у есть ифлая функщя 1-ой сте- 
пени или когда функщя у можетъ быть съ достаточною точностью пред- 
ставлена ифлою функщей ш-ой степени (напримбрь, при помощи ряда 
Тейлора): 
Е С р, 
то въ равенствЪ ‹8) ошибка выражается такъ: 


р == не Па = Са Пыль + ...- —- и. (16) 


Веберъ Энциклоп. элемент. алгебры. 3 
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5. Чтобы вычислить величину ошибки для данной функши } (0), или, 
что то же, при данныхъ величинахъ ©, нужно только выполнить дфлевя, 
требуемыя равенствомъ (12). Точность способа будетъ тфмъ больше, чмъ 
больше булетъ” число исчезающихь величинь О„41, Пн2,... Такь какь 
мы располагаемь и -- 1 величинами @; или Н -- ! коэффищентами функ- 
щи / (1), то мы можемъ распорядиться ими такь, чтобы было *) 


Пл ==. 4 =. Ра = 0. (17) 


Въ этомъ случаъ формула (9) остается точною, когда степень функши у 
повышается до 2п- 1, и при помощи н-+-1 иромежуточныхъ зна- 
чей мы достигаемь тБхь же результатовъ, какихъ достигли-бы, выбравъ 
произвольно 27 -- 1 промежуточныхъ значенй. 


6. Если п--1 величинь 2; имфють попарно противоположныя 
значешя при нечетномъ 91, или если при четиомъ н одна изъ нихь равиа 
нулю, а остальныя и имНюогь понарно противоположныя значеня то ки) 
при четномъ и есть нечетная, а при нечетномъ и четная функц: 


а а Че (18) 
поэтому, какъ это’ слдуетъ изъ равенства (12), когда замфнимъ въ немь / 
на —, функшя К„(Р) будеть четной прин четномь 11 п нечетной при 
нечетномъ 11; а изъ опредБленя величины $ и равенства (15) слфлуетъ, что 
всЪ величины 1[)„ съ четными индексами ш исчезаютъ. 

Отсюда, напримЪръ, вытекаетъ, что Симпсоново правило 
вполнф точно не только для функщй 2-й степени, но н для 
функшй 3-й степени. - 

7. Мы разсмотримъ нёкоторые примфры, относяниеся кь методу 
Гаусса, основанному на равенствахъ (17). 

Когда п = 0, то { (1) = % =0и 5(%,) := 1, такь что 

: 
Из4х —= (В — а). 
а 

Такимъ образомъ здфсь функщшя просто замБщается постоянной, ко- 
горая равна средней ординатб уу кривой, такъь что площаль зам Бщается 
ирямоугольникомъ, котораго основаше равно интервалу В — а, а высота— 


средней ординат у,. Представляется геометрически очевиднымъ, что при. 


этомь допущени формула (9) еще остается вфрной, когда у есть функшя 
первой степени, то есть, кривая сводится кь прямой лини. 


8. Пусть будеть п = 1, }(В = № -Н с; мы получимъ: 


и, К, = —с, И - 


*) Саиз$$, МеНоЧи$ поуа иЧертайит уаюгез рег арргохипаНопет пуешепа!1. 
(Об треп 1816, \егке Ва. Ш, $. 165) 
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такъь что Р, —= 0 при се=— + ‚ и мы находимъ: 
1 1 з 1 
о чи, 60 == ео 90 ИА) =. о. 
о уз Г уз 71 5} 


Г. 
] уЧх = (ф— а) У Св, 


Злфсь 1, , суть ординаты, соотвЪтствующ значенямь / — в 1/ ИЗ = 
—= №. 0,18257. Кривая замфняется прямой, проходящей черезь точки 
&—— П/У, =, = 1]УЗ; У —=7,; и формула остается точной, 
когда функщя у достигаегь третьяго порядка (какъ и Симпсонова формула). 
9. При и = 2 слфдуеть положить [(/) = 13 -{ (1, (0 = Вс, 


откуда: 
2с Я 


ПЕ 6 М = З =>, ЖЕ = 
а такъ какь [), — 0, то 
3 
а 
и 
я в. 
ее. 0 @, = + р 
Е ) 5 : 4 
59%) == 510) =— 18’ 5(4.) — д} 


слБдовательно, 
Й 


] ПРЕ р ТЕ (5 -Е 8, - 5у,). 


а 


Кривая здфсь замфшается параболой, проходящей черезь точки, 
: 3 
имБюЮиМя абциссы |/ = из — + 0,2449490, 1—0, и формула оста- 
ется точной до функшй 5-го порядка. 

Для опредфленя функшй (1+. уповлетворяющихъ условямъ (17) при 
боле высокихъ значеняхь н, Гауссъ создаль особыя вспомогательный 
средства. Онн приводять къ такь называемымъ шаровымъ функшямь, 
находящимь часто примБнеше въ математической физикЪ. При помощи 
теоремы Штурма можно показать, что найденная такимъ образомъ 
функщя /0), какь это и требуется, всегда иметъ п--1 вещественныхь 
корней, содержащихся между —1и +1 1). 


Ср. Не!пе, НапаБасй 4ег КивеНилКНопеп, 2. Аий., Ва. |, Тей 1. \ММерег, 
Рамфисн Чег АшеЬга, 2. Аий., Ва. 1 $ 983. 


36> 
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10. Гауссь примфняетъ свой способъ къ интегралу 


5 
‘ах 
шх 


а 


при а —= 100000, р —= 200000. Это предоставляется интереснымъ, такъ 

какь при болыпихъ значеняхь 4 и В этоть интеграль приближенно вы- 

ражаеть число простыхъ чиселъ, содержащихся между @ и В — законъ, 

когорый, однако, установленъ до сихь поръ только эминрически. Кривая 

1Лплх, подобно гиперболЪ, ассимптотически приближается къ оси х-въ. 
Симпсоново правило даетъ: 


100 000 1 т 4 1 ) 
6 5110 ш15 41 "20-410 з 


Съ точностью до пяти знаковъ: 
11 10 — 2,30259, 
ш 15 = 2,70805, 
120 == 2,99573, 


и значене предыдущаго выраженя приблизительно равно 
8404,573. 


Гауссовъ способъ даеть съ точностью до третьяго десятичнаго знака 
при л = 0, 1,2: 
8390,395, 


8405.955, 
8406,237. 

Точное значене, вычисленное Бесселемть (Веззе!), равно 
8406,243, 


а число простыхъ чиселъ, содержащихся межлу 100000 и 200000, 
равно 8372. 


ДОПОЛНЕЫНТЯ, 


Г. 8 143. Изь нетори часла и ечиелентя. 


Это внесено авторомъ во второмъ издан въ дополнен къ $ 6. 


1. Въ послфднее время история науки и, въ частности, истор!я мате- 
матики возбуждаеть особенный интересъ. Этому новому течению мы обя- 
заны, помимо снешальныхъ изслфдованй филологовъ и матемагиковъ, цЪ- 
лымъ рядомъ превосходныхъ работь, среди которыхъ наиболфе выдаются 


слълующя: 

УЕ. Моп4ас!а, Низюйе дез таётаНаиев. 2ше вай. Рапз 1799 1802. 4 тома. 

Е. Меззейпапп, АюеБга 4ег Опеспеп, пас Чеп ОцеНеп Беафейеё Вейт. 
Вейпег. 1842. 

А. Агпе, Сезсысще Чег гетеп Маетанк. Эва 1852. 

Н. НапкеЁ ИХиг ОСезссМе ег Мафетайк ип АЦегт ип@ МиваНег ер- 
2, Теиопег. 1874. ПослЪ смерти автора издано его отцомъ. 

М. Спаз$!ез, Арегси Ш5юнцие Че тешо4е$ еп Оботеше. 2те вай Рап$. 1875. 
Варро! зиг 1е$ ргортёз Че 1а Овотёше. Рап$. 1870. 

М. Сапфог, УоПезипеет йЪег Сезсысще 4ег МаетаНк. 2. АиЙаре. 3 Вапае. 
Гера, Тенбисг. 1894 — 160 

Это сочинеше простирается до 1758 г. Продолжеше, разрабатываемое авто- 
ромъ совмБстно съ боле молодымъ ученымъ, готовится къ печати. 

С. Т Сегнага, СезсшеШе 4ег МаНетаНк шт ОешбсШап@а. Мипсвеп, Оеп- 
Ъиге. 1877. Ашз Чет уоп 4ег Мйлспепег АКадепие ПегаизредеБепеп ЗапитекуегК 
„ОезсШее ег \/1ззепзспаЙсп ш ОеибеНапа“. 

Н. 0. Хец тел, Нёбюйе 4ез Машётайцие$ Чап$ РАпЯдиайе её ]е тоуеп абе. 
Райз, Саи Шег-УШагз. 1902. Франнузское издан!е. 

Н. С. Хеш еп, СезсысШе ег Мабетавк ип ХУ[Г ипа ХУП Лабфиадек. 
Ее1р21е, Теирпег 1908 Н$мецкое издан е. 

А. у. ВтаиитаНЬ Уойезипееп Бег СезсШсШе 4ег Тивопотеше. 2 Вале. 
Рараю, Теибпег. 1900—1908. 

Зов. Тгор{Ке, безсысше аег Еететаг-МафетайК. 2 Вапде. Гео, Мей & С° 
1902. 1908. 

Ег. Епяе! ина Р. З4аскер Ге ТНеопе Чег РагайеШиеп уоп ЕиКНа $ аш 
Цаиз$. Герию, Теипег. 1895. 

Еега. Возепрегрег, Ою Оезсысще @ег Рпуяк. 3 Тейе. Втаипзев\уе, 
Меуер. 1582—1890. 

Е. Возепьегоег, 1зааК Мемуюп ип@ зеше рНузжаНзспеп Рип2уеп 

Виа. \оН, СезссШе 4ег Азкопопие. МипсНеп 1877. 
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Новыя издан1я греческихъ математиковъ. 


ЕцсН 41$ орега опиша е4@а. Нефего её Мепре. 

П1орНапН Ахапани! орега отта е4. Р. Таппету. 

АроПопи Реграе! диае ргаесе ежап{ е4. Нефего. 

АгсЬите4а!$ орега отша еа. Нефеге. 

Эти издая, выпущенныя Тейбнеромъ въ Лейпциг$, содержать гречесюй 
тексть и латинсыЙ переводъ. 

КромЪ того имфются еше слБдующе н5мецке переводы: 

О!орНапё пЪегзей ип@ шй Аптекипреп БезейеЁ (гирЛесн шй 4ег ОБег- 
зебитр аег Кап@Бетегкииреп уоп Репа) уоп @ \егё Нейт. Гере, Теифпег 1890 

АроПоп!и$, уоНЗпее, шИ Чеп пиг т ага зсПег ОЪегземипе еаНепеп 
Вйиснегп уоп Ва]5ат. Вейш 1861 1). 

Выходящая въ настоящее время большая энциклопещя „ЕпсуКюрайе аег 
таФетайзспеп \/1зепзспаЙеп“ удфляеть особенное внимане историческому раз- 
витю отдфльныхъ дисциплинъ и содержитъ богатыя литературныя указан!я. 


2. Въ книг Нессельмана „Критическая исторя Алгебры“ *) мы на- 
ходимъ слъдующее замфчане: 

„Поняе о числф есть поняЧе элементарное и непосредственно 
врожденное нашему духу; всллстые этого всЪ попытки научно обосно- 
вать это поняз!е будуть такъ же безплодны, какь и старая доказать 
евклидовы акбомы“. Въ самомъ дЪлЪ, мы не знаемъ ни въ древности. ни 
въ средые вфка ни одной удачной попытки выяснить темное для насъ 
происхождене поня\я о числЪ. Пивагоръ и пивагорейцы оставили послЪ 
себя только мистическя числовыя игры; хотя они и содержатъ уже нфко- 
торыя ариеметическя истины, но самаго поняя о числахъ, конечно, не 
выясняютъ. А т опредфленя, которыя даетъ пы: о 
собою, какъ и его геометрическя опредЪфленя, не болЪе, какъ словесныя 
описанНя, которыя предполагаютъ самое поняте уже усвоеннымъ. (Ее- 
тещогит ГЛЬег УИ, стр. 185 **). 

Однако, пытливый умъ не можеть примириться съ существованемъ 
предфла нашего изслЪдованя и на всяюЙ открытый вопросъ отвфчаеть 
стремлешемъ углубиться въ его сушность. Такимъ образомъ, современные 
изслЪдователи не остановились на общепринятомъ поняти о числЪ и сдЪ- 
лали настойчивую попытку глубже проникнуть въ происхождене этого 
понятя. Кантъ удфляеть мало мфста понято о числЪ. Для него матема- 
тика, занимающая вообше въ его систем выдающееся мфсто, сводится, 
главнымъ образомъ, къ геометрии. По его мн®фнио ариеметика, играеть по 
отношеню ко времени такую же роль, какую геометр!я, играеть по 


*) „Начала“ Евклида имЪъются также въ русскомъ переволЪ, сдфланномъ иро- 
фессоромъ Ващенко-Захарченко: К!евъ. 1880. Переводъ снабженъ многочисленными 
прим5чан ями. 

*) Меззейпапп „КИйзсНе Сезсысще 4ег АюеБга“. 

**) Цитировано, какъ это булетъ и въ дальнЪйшемъ, по изданно Нейфегга 
(греко-латинское). Герге, Тепьпег 1884. 
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отношенйо къ пространству, — взглядъ, довольно распространенный и 
помимо Канта (напр. Гамильтонъ). Хотя такое воззр$е въ извфстномь 
смыслЪ справедливо, однако оно далеко не охватываеть нашего поняя 
о числЪ во всемъ его объемЪ. 

Въ послфднее время эти приннитшальные вопросы вновь возникли, 
какъ прелметь математическаго изслфдованя. Въ письмЪ къ Бесселю Гауссъ 
высказываеть мысль, что число (въ противоположность понятю о про- 
странствЪ) представляеть собой продукть творчества нашего духа. Онь 
говорить далфе, что ему удалось привести образоваше этого поняя къ 
болЪфе элементарной дфятельности нашего духа, къ сопряженио вещей 
между собой и образован: ю родовыхъ понят! Й, классовъ (идей въ 
смыслЪ Платона). Это изсл5довае привело къ новой вЪтви математики, 
къ учению о комплексахъ, или многообраз!яхь. Эта дисциилина за- 
нимается основными вопросами ученя о величин и приводить къ тому, 
что на обыкновенное число надо смотр$ть, какъ на частный случай боле 
общаго понязя. Это болЪе общее поняме о числ было выяснено лишь 
благоларя строгому опредЪленю и математической разработкЬ идеи о 
безконечности; нужно сказать, что въ этомъ вопрос и по сей день ос- 
тается еще много неяснаго. 

Предшественникомъ этихъ изслфлован!й является Бернгардъ Боль- 
цано (Вегпбаг@ Воапо) въ ПрагЪ (1781—1848). Его небольшое сочине- 
те, относящееся къ этому предмету, носитъь назваые „Парадоксы безко- 
нечности“ и издано послЪ ‘смерти автора Пригонскимь *). 

ДъЪиствительнымъ основателемъ ученя о комплексахъ является Георгъ 
Канторъ (въ рядЪ статей въ журналЪ „МафешайзсНе Аппаеп“, начиная 
съ ХУ т., и вь другихъ сочиненяхь). ЦФльное изложен1е этой дисциплины 
даль Шенфлисъ **). Въ тфсной связи съ этимъ находится неболыное из- 
слфдоване Дедекинда „Что такое числа, и какую они имфютъ ифль *} 
а также „Учебникъ ариеметики“ Шрёлера `): послЗднее сочинене 
принадлежитъ къ числу первыхъ, которое становится на путь болфе глу- 
бокаго изслЪдованя вопросовъ элементарной ариеметики. Способъ умо- 
заключеня, извЪстный подъ названемъ совершенной инлукщи. давно нахо- 
диль себЪ примБнеше въ математикЪ; но прежне математики мало зани- 


+) Ог. Вегивага Во!гапо’$ „Рагадожмеп 4ез Опеп@нсвеп“, Пегаизреребеп аиз 
Чет зспиЙИсвей МасШаззе 4ез Усаззег$ уоп Пг. Рг. РИпоп$Ку. Переиздано въ 1889 
году фирмой Мауег & МиПег. 

3%) А. спо ез$ „Пе Епискеште ег Гебте уоп асп РилкипапшааНо- 
КеНеп“. Тайгезренсйё аег Оешсвеп МаетайКег Уеепиеипе. УШ, 2. 
") К Педекта „Уаз $т@ ип@ \уа$ зоЦШеп @е ХаШеп“. Вгаиизсплуей, 1888. 
Русс переводъ этого небольшого сочинешя, приналлежаний г. Н. Парфентьеву, 
приведенъ въ „ИзвЪспяхъ Физико-Математическаго Общества при Имп. Казанскомъ 
УниверситстЪ“. Т ХУ № 2. 1905. 

*=ж*) Е. Зсвго4ег. „ГентфисН Чег «ететагеп Атштенк“. Гераф 1873 


“ 
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мались логическимъ обосновашемъ этого према. Въ упомянутомъ сочиненйт 
Делекинла это сдфлано въ первый разъ. НФкоторыя соображеня по этому 
вопросу мы находимъ также въ вышедшей недавно книг Пуанкарэ 
„Наука и гипотеза“ *). 


3. Интересныя свфдЪНШя относительно названй и обозначеня чиселъ 
У различныхъь народовъ мы находимъ въ посмертномъ сочинении Ганкеля 
„Кь истори математики въ древности и въ среде вЪка“ # ") 

Въ послфднее время мы имфемъ два примЪра возникновеня новыхь 
названй для чиселъ, вызваннаго практическими потребностями. Именно, 
слово „милЛонъ“, которое появилось около 1500 года въ Итами. и слово 
„милЛарлъ“, которое по крайней мЪрЪ въ Германи вошло въ употреблеше 
только въ наши дни со времени франко-нфмецкой войны 1870—71 г.г. 
Оба слова представляютъ собой итальянсвя увеличительныя назван!я числа 
шШе (тысяча). 

Система цифръ, которою мы въ настоящее время пользуемся, не- 
сомнфнно ведеть свое происхождене изъ Инди. Возникновене этой уди- 
вительно совершенной системы, превзойти которую представляется совер- 
шенно невозможнымъ, теряется во мрак доисторической древности; 
можно однако обнаружить, что въ УП стольи нашей эры: эта система 
примфнялась уже въ полномъ развити. Что это творене исходить именно 
изъ Инди, Ганкель объясняеть тЬмъ, что релиЧозно возвышенное и не- 
постижимо великое находило въ фантази индусовъ выражеше въ неимо- 
вЪрно большихъ числахъь (у Будды было шестьсоть тыСячъ миллоновъ 
сыновей, боговъ было двалцать четыре тысячи биллюновъ и иоАлИ 

На западъ эта система счислешя была принесена арабами, жившими 
въ Испащи и въ южной АфрикЪ, сначала въ несовершенной формЪ счета 
при помощи счетной доски (АБасиз). а позже былъ введленъ 0, употребле- 
не котораго имфло рышающее зпачене и. можно сказать, развязало руки 
вычислителю. 

Новый способъ счислешя быль названь „алгориемомъ“. а мате- 
матики, которые имъ пользовались, „алгориемиками“ въ отлище отъ абя- 
цистовъ, съ которыми они одно время вели упорную борьбу (см. прим$- 
чане на страницЪ 45). 

Однимъ изъ выдающихся представителей абацистовь быль Гер- 
бертъ (родился въ 940 г. вь Ануегепе, кончиль жизнь папой подъ 
именемъ Сильвестра И. умеръ въ 1003 г. въ РимЪ). Распространеню алго- 


*) Н. Рошсагё. „Га з4епсе е+ Рпурозе“. Рамиз 1903. Нъменюй переводъ 
этой книги, сдфланный Л. Линдеманомъ, содержить очень цфнныя примфчашя. 
Н. Ро1псагёв. „Увзепяевай ипа Нуро#езе“. Ашопзте ЧешесКе Апзрабе шй еййи- 
Чеглдеп Аптегкипоеп уоп Е. ипа Е. пдетапи. Гера 1904. ИмЪется руссюй 
переводъ, сдфланный г. Андреевымъ „Наука и гипотеза“ Москва. 1903. 

==) Н. НапКе!. „Хиг СезеЫсшШе аег МаШетанк ип АНеНит вла пп МИиаНег“. 
Гефао, 1874. 
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риема на западЪ болфе всего солЪйствовали Леонардъ Пизанский, 
названный Фибоначи (ЕШиз$ Вопасй; ГлБег АБас!т появилось въ началЪ 
ХШ столфия), и 1орданъ Неморар!й (Тогдапиз Мештогани$ умеръ въ 
1237 г. генераломъ Доминиканскаго ордена; АгИншеНнса, А!огИншиз де- 
топзга#1$). Въ Византи индская система счислешя сдфлалась извЪстной 
только въ ХУ столЬии, благодаря ариеметикЪ монаха Максима Плануда 
(Махипиз Р1!апиде$), который употребляетъь слово „Т2рта“ для обозна- 
ченя нуля. Отсюда и ведеть свое начало наше слово „цифра“, взятое 
изъ арабскаго языка, которымъ мы въ настоящее время называемь каждый 
изъ основныхъ знаковъ письменнаго счисления. Отсюда же и происходить 
французское слово „2его“. 

Прошло еще немало времени, пока обозначене и счетъь по алго- 
риему вошли въ повседневное употреблене. Въ Германи эта система 
счисленя получила всеобщее распространеше около середины Х\УГ стол, 
чему не мало способствовала знаменитая ариеметика Алама Ризе (Адат 
ВЧезе, 1522). Однако, и въ наше время вь н$фкоторыхъ случаяхь пользу- 
ются еще римскими цифрами, напр. въ цфляхь орнаментики. 


П. $ 144. Работы Евклида, Лгофанта и Ферната по теор чиеелъ. 


Это примБчаше вставлено авторомъ во второмъ издан послЪ $ 20-го 


1. О свфдфнЯяхь, которыми располагали греки до Евклила. мы 
знаемъ очень мало. Отъ пивагорейцевъ, въ учеши которыхъ числа играли 
такую важную роль, сохранились нфкоторыя довольно глубоюя предло- 
женя теор!и чиселъ, но безъ всякой систематической связи (см. Сапг, 
СезсшсШе ег МафетаНКк, 2 Анй. Ва. [ Кар. 6, $. 137\. Только въ „На- 
чалахь“ Евклида мы находимъ теорю чиселъ, содержащую, по существу, 
почти все то, что и въ настоящее время составляеть основу высшей 
ариеметики. Свойственная Евклилу геометрическая форма изложеня обу- 
словливается недостаткаткомъ простой системы обозначеня чиселъ, какой 
мы располагаемъ теперь въ видЪ индскаго счислешя и буквеннаго зна- 
коположеня, и при нашихъ привычкахъ затрудняетъ намъ пониман!е. 

Если, напримЪръ, Евклидъ изображаетъ неопредфленныя простыя числа 
(книга [Х, 20) произвольно выбранными отрЪфзками, то это рЪшительно 
ничего не вносить въ доказательство теоремы, о которой идетъ рЪчь, и 
обусловливается только потребностью имфть перелъ глазами конкретный 
собразъ абстрактныхъ представленй. 

Мы здЪЬсь вкратцЪ приведемъ предложеня, къ которымъ, ма наигь 
взглядъ, приводится сущность д$ла. 

Во второй книгЪ приведены основныя предложеня объ умножени 
многочленовъ (см. выше $ 9). ЗдЪсь геометрическй методъ имфеть бо- 
лЪе глубокое значене, нежели въ теори чиселъ: если разсматривать 
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фигурируюния здЪфсь величины дЪиствительно, какъ отрфзки, и ихъ про- 
изведеня, какъ площади, то доказательство, по существу, аппеллируетъ къ 
геометрической интуищи. 

Въ 7-ой книг даются опредЪленя (часто въ мало понятной формЪ), 
изъ которыхъ ясно вытекаеть, что рфчь идеть только о цфлыхъ поло- 
жительныхъ (натуральныхъ) числахъ. ЗдЪфсь даются опредфленя четныхь 
чиселъ, простыхъ чиселъ, взаимно простыхъ чиселъ, квадратныхь чиселъ, 
кубическихь чиселъ, совершенныхъ чиселъь. Изслфдоваше начинается съ 
вопроса, который въ настоящее время всегда принимается за основу теорш 
чиселъ, съ разыскайя наибольшей общей мЪры двухъ чиселъ и распознава- 
ня взаимно простыхъ чиселъ (УИ, 1, 2. Евклидовъ алгориемъ; см. $5 15). 

Лишь значительно позже (УП, 34, 36) опредфляется наименьшее 
кратное двухь или нФсколькихъ чисель и даются способы для его 
разысканй. 

Далфе (УП, 15, 16) приводится теорема о перемфстимости мно- 
жителей въ произведеши, но доказывается она не при помощи площади 
прямоугольника, а посредствомъ мало наглядныхъ соображенй, основанныхъ 
на дБлефи отрфзковъ на единицы. 

Особенно подчеркнуть нужно еще предложене УП, 30, заключаю- 
щееся въ томъ, что произведеше двухъ чисель можеть дфлиться на 
простое число только въ томъ случаф, если по крайней мфрф одинъ изъ 
сомножителей дфлится на это число. Это предложене, собственно говоря. 
содержить наиболфе глубокое опредфлеше простыхь чиселъ и въ посл$д- 
нее время въ теор!и общихъ алгебраическихъ чисель и алгебраическихъ 
функшй привело къ доказательству существованя такь называемыхъ иде- 
альныхъ простыхъ множителей. 

При помощи этого предложеня прежде всего доказывается, что 
каждое число либо представляетъь собой простое число, либо длится на 
простое число. Отсюда непосредственно выводится. что каждое число од- 
нимъ и только олнимь способомъ разлагается на конечное число простыхъ 
множителей; впрочемъ, это предложенше высказано у Евклида ие доста- 
точно опредфленно. Только значительно ниже (ПХ, 14) приводится отно- 
сящееся сюда же предложеше, что произведеше нЪфсколькихъ простыхъ 
чисель не дфлится ни на одно простое число, отличное отъ этихъ сомно- 
жителей. О степеняхъ простыхъ чисель здЪсь не упоминается. 

Очень замфчательно также доказательство предложен я, что число 
простыхъ чиселъ превышаеть всякое число, которое можеть быть указано. 
или, какъ мы теперь выражаемся, что число простыхъ чиселъ безкопечно 
велико (1Х, 20; $ 16). Это доказательство отличается такой простотой 
и наглядностью, что врядъ ли оно можеть быть замфнено болфе простымь 
Однако, это доказательство не можеть быть распространено на болфе 
глубоще вопросы, напримфръ, о числЪ простыхъ чиселъ въ ариеметической 
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прогресфи или о числЪ простыхъ множителей въ высшихъ числовыхъ 
корпусахъ. Поэтому, пробрЪтаетъь важное значене другое доказательство, 
гораздо болфе трудное и опирающееся на свойства безконечныхъ рядовъ. 
Доказательство это принадлежить Эйлеру и поздфе было развито Дирихле. 

Заключеше [Х книги, въ которой оканчивается изслфдоване цфлыхъ 
чиселъ, содержитъ формулу суммы геометрической прогреси и основную 
теорему о совершенныхъ числахъ. 

О жизни Евклида мы имфемъ очень мало св$дфн: онъ жилъ въ цар- 
ствоваше перваго Птоломея, который управлялъ Египтомъ отъ 324 до 285 г. 
доР. Х., и училь и писалъ въ Александри. Его сочиненя, изъ которыхъ 
сравнительно мноМя дошли до насъ, во всф времена пользовались глубо- 
кимъ уваженемъ, вышли въ многочисленныхь издашяхъ и переводахъ и 
вызвали очень обширную литературу. Изъ сочиненй, въ которыхъ можно 
найти болфе подробныя свёфдфёйя по этому вопросу, мы приведемъ кромБ 
общихъ сочинешЙ по истори математики, указанныхъ на страницахъ 567 
и 568, только слБдующи: 

М. Сапфог. „ВикИа ип зет Лабтфипаег“. Герижю. 1867. 

7.1..Нефеге. „[Иегаигоезсысв све Зибеп Бег ЕиКПа“. Серию. 1882. 

М. З1топ. „ЕцКПа ипа @1е зесй$ р1апипеизсНеп ВйсКег“. [.е1р21о. 1901. 

Изъ греческихъ авторовъ, писавшихъ послЪ Евклида ио теори чи- 
сель, до Дюфанта серьезное значене имфетъ только Эратосвенъ; изобрЪ- 
тенный имъ методъ разысканя простыхъ чисель быль изложенъ выше 
па стр. 53 и 54. 

Совершенно неожиданнымъ, безъ предшественниковъ, представляетса 
появлене Д1офанта, личность и вся дБятельность котораго кажутся до 
нЪкоторой степени загадочными. Нельзя сказать точно, назывался ли онъЪ 
Рлорвапё$ или ПуорНашез, хотя послфднее начертане представляется бо- 
лЪе вЪроятнымъ. Относительно времени его жизни можно съ увфренностью 
указать только на промежутокъ отъ 180 г. до Р. Хр. до 370 г. посль 
Р. Хр., т. е. промежутокь въ 550 лЪтъ; н$фкоторыя соображеня, болЪе 
или менфе вфроятныя, даютъ основаше отнести расцвфтъ его дфятельности 
скорфе кь концу этого перТода. Онъ жиль въ центрЪ современной гре- 
ческой науки, въ Александр!и, и писаль по гречески. Но странность его 
появленя приводитъ Ганкеля даже къ предположеню, что Дюфанть не 
былъ грекомьъ, а варваромъ, и что онь происходиль изъ одного изъ тфхь 
племенъ, которыя около этого времени стали проникать въ греческий мръ; 
предположене это, однако, никакихъ положительныхъ данныхь за себя 
не иметъ. 

Огромное большинство задачъ, разработкой которыхъ занимался 
Дюофанть, относится къ категории, сохранившей и но настоящее время 
его имя — Длофантовы задачи; это задачи о разыскани цЪфлыхъ чиселъ, 
удовлетворяющихь извЪфстнаго рода уравненямъ. Если Дюфантъ иногда 
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не ограничивается цфлыми числами, а ищетъ ращшональныя рЬшены со- 
отвЪтственныхь уравненй, то въ этомъ нЪфть принцитальной разницы, 
гакъ какъ рашональное число представляеть собой частное двухь цфлыхь 
чиселъ 1). Однако, самой простой изъ этихъ задачъ, рёшены неопредЪлен- 
наго уравнеШя первой степени съ двумя иеизвфстными, которое излагается 
въ настоящее время въ элементарныхъ школахъ подъ назвашемъ ученя объ 
уравненяхъ Д1юфанта и приводится къ Евклидову алгориему, этой именно 
задачи въ сочиненяхъь Дюфанта н$ётъ. 


Эту задачу и ея рышене мы находимъ въ Европ послЪ Дофанта 
впервые только у Баше |въ Китаф и Инди они были разрфшены раньше) 
въ его сочинеми „Занятныя и прытныя задачи въ области чисель“ *\, 
а также въ его примфчаняхъь къ выпущенному имъ же первому печат- 
ному изданио Д1офанта (1621). Я не раздьляю той сдержанной оцфнки, 
которую далъ ариеметикъь Дшюфанга Ганкель. Правда, въ задачахъ, по- 
ставленныхъ и разрфшенныхъ Дюфантомъ, нельзя найти внутренней связи, 
системы, или метода; но таковъ уже характеръ вопросовъ теор чизелъ, 
что они всегда кажутся произвольно поставленными и каждый изь нихь 
требуетъь своеобразнаго метода рьшеня. „Эта вЪтвь математики представ- 
ляегь ту замфчательную особенность, что здЪсь значительные успфхи 
почти всегда были достигнуты попытками убЪфдиться, что то или иное 
инлуктивно найденное положене справедливо вообще; между тЪмъ во 
всфхъ другихъ отрасляхь анализа значительные результаты обыкновенно 
получались благодаря новымъ точкамъ зрфня, къ когорымъ авторы рЬдко 
приходили путемъ попытокъ сконцентрировать отдфльныя разрозненныя 
предложешя; новые горизонты чаще раскрывались благодаря сознанной 
необходимости, обнаружившейся при разработкЪ вопросовъ, нелоступныхъ 
при прежнихъ методахъ изслфдованя“ **). 

Кь изсльдованйо внутренней связи ариеметическихъ вопросовъ при 
ступлено только въ послфлнее время. Именно, эта произвольность, эта 
непосредственность въ методахъ изслфдованя въ области теори чиселъ, 
которая иной разъ затрудняеть начинающаго, составляегь для знатока 
дЪла неотразимую прелесть этой дисциилины, обаяше которой его никогда 
не покидаетъ. Во всякомъ случа можно сказать, что теоря чисель по- 
строена на Д1офантЪ; его книга во всф времена занимала нанболье 
талантливые умы. 


') И задача. такимъ образомъ, всегда сводится къ разысканю цфлыхъ чиселъ. 

*) Васнеё ае Мехитас. „РгоЫётез раба её аЧесвыЫея Чи! зе оп иг 
1ез пошгез“. 1612, 2-ое изд. 1624. Вновь переиздана въ Парижб въ 1884 г. С1ацае 
Сазрага Васпеф З1енг 4е Мо2!тас, 1езуитъ. быль профессоромъ риторики въ 
МиланЬ, а также членомъ французской Академш въ ПарижЪь 1587— 1638. 


**) Брчешеь „Ощегзиснопееп @Бег @е Тпеоне Чег Чиаагайзспеп Когтеп“ 


1% 
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Наиболфе выдаюцийся французсый алгебраисть ХУ столфтя Вета * 
въ своемь пятитомномь „Деейса“ собралъ рядъ задачъ, частью заимство- 
ванныхъ у Дюфанта, часто составленныхъ по его образцамъ; такой же 
характеръ имфеть и книга Баше, о которой мы упоминалн выше. Но са- 
мымъ крупнымъ изъ всфхъ этихь авторовъ по теор1и чиселъ, примыкающихь 
къ Д1офанту, является Фермать ** 


. ВажнЪфйиия свои открытя въ области 
теор!и чисель онъ излагаль въ нисьмахъ къ различнымъ ученымъ, а чаше 
въ вилЪ примфчайЙ на поляхь сочинений Д1офанта, изданныхь Баше. 
Посл его смерти вс эти сообщеня и примфчаня были опубликованы 
его сыномъ въ новомъ издани Д‘офанта ***). Предложеше, преимуще- 
ственно извфстное подъ пазващемь „теоремы Фермата“, согласно которому 
разность 4”-——@а всегда дЪлится на н, если а есть произвольное цфлое, 
а п простое число, и которое въ обобщени пр1обрЪло величайшее значе- 
не для теорйи чиселъ, появилось вь первый разъ въ письм$ къ Френиклю 
(Етеп«е), относящемся къ 1640 г. Доказательство этого предлложеня не 
представляеть затруднешй; но сь другими теоремами, высказанными Фер- 
матомъ, дЪло обстоитъ иначе. 

Въ качеств примфра можно указать предложеше, которое Кроне- 
керъ назвалъ „великой теоремой Фермата“, предложеше, интересное не 
столько по своему содержанию, сколько по доказательству. Во второй 
книг (задача 8, 3) Дюфантъ изслфдуетъ задачу о разложени полнаго 
квадрата на сумму двухь другихь квадратовъ. По этому поводу Ферматъ 
замБчаетъ: 

„Между тЪмъ совершенно невозможно разложить полный кубъ на 
сумму двухъ кубовъ, четвертую степень на сумму двухъ четвертыхъ степе- 
ней, вообще какую либо степень на сумму двухь степеней съ тЬмь же 
показателемь. Я нашель истинно удивительное доказательство этого прел- 
ложеня, но здфсь (въ книгЪ, въ которую онъ записывалъ свои примфчаня) 
слишкомъ мало мЪфста, чтобы его помфстить“, 

Никакихъ другихъ указанйй относительно доказательства этого прел- 
ложешя у Фермата не найдено, а наиболЪе вылающимся изслдователямъ 
не удалось вновь его открыть. Для третьей и четвертой стеленей пред- 


+) Егапсоз Ма, 1560—1603 г. 


**) Было бы правильнфе называть его Ферма, но у насъ пастолько уста- 
новилось назване „теорема Фермата“, что мы ршили сохранить эту неправиль- 
ность имени. 

Рлеге Ееттаё родился въ 1601 г., умеръ въ 1665 г., быль не математнкомъ 
по спещальности, а юристомъ (совфтникомъ парламента въ ТулузЪ). Сочинены 
Фермата въ послфднее время переизданы П. Таннери и Ш. Генри (Р. Таппегу, СИ. 
Непгу. Райз, 1891). — 


+**) Эти примфчаня приведены вь нёмецкомъ переводь Дюфанта, принадле- 
жащемъ Вертгейму (\Уегейи), также на нЬмецкомъ языкб. 
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ложеше локазано Эйлеромъ, для пятой— Дирихле. Дальше илетъ доказа- 
тельство Куммера, которое уже охватываеть обширную категорию пока- 
зателей; олнако Куммеръ пользуется наиболфе глубокими и трудными 
средствами анализа, которыми Фермать во всякомъ случаф еще не владЪлъ. 

Иначе обстоитъ дфло съ другой теоремой, которую Фермать счи- 
таль правильной. именно, что увеличенная елиницей степень числа 2, по- 
казагелемь которой также служитъ степень числа 2, есть простое число. 
Но здЪсь Ферматъ самъ заявляетъ, что ему еще не улалось дать исчерпы- 
вающее доказательство этого предложеня. Если бы это предложеше было 
правильнымъ, то оно давало бы возможность находить сколь угодно боль- 
ия простыя числа, для чего мы иныхъ средствъ въ настоящее время ие 
имфемъ. Однако, какъ иоказаль Эйлеръ, предложене это неправильно: 
уже 23? 1-1 — 4294 967 297 разлагается на множителей, именно дфлится 
на 641. 


ТИ. $ 145. Иегорическя овъдьншя объ иррацтональныхь чиелахъ. 


Это дополнеше внесено авторомъ послЪ $ 26. 


Теоря ирращональныхъ чисель также начинается съ Евклида. Пятая 
книга „Началъ“ посвящена отношенямъ. Опредфленя 3 нельзя признать 
опредфленемъ слова „отношене“; но опредфлеше 4 устанавливаетъ, въ 
какомъ случаЪ дв величины имБють отношеше, именно, если меньшая 
изъ нихъ, будучи повторена достаточное число разъ, превзойдетъ болыную *). 

Далфе опредфлене 5 и 7 строго устанавливаютъ, въ какомъ слу- 
чаф два отношешя равны и въ какомъ случаЪ одно отношене больше 
другого ($ 27,2). Опредфлеше 3 замфняеть то, что мы въ настоящее 
время называемъ аксюмой непрерывности: послфдняя въ книг Х, 1 на- 
ходить слБдующее выражеше: если мы оть н$фкоторой величины отни- 
мемъ болыне половины, отъ остатка вновь отнимемъ болыше половины его 
ит. д, то мы такимъ образомъ всегда придемъ къ величинЪ, меньшей, 
нежели любая заланная величина (вмЪсто „болыне половины“ можно бы- 
ло бы брать любую дробь). 

Что существуютъ соизмфримыя и несоизмфримыя величины, т. е. въ 
нашей терминоломи ращональныя и иррашональныя отношеня, это, пови- 
димому, ясно понималь уже Пиеагоръ. Евклидъ вь Х книгЪ (9) показы- 
ваетъ, что стороны двухъ квадратовъ, площади которыхъ не относятся 


*) Эго положеше совпадаеть сь \У постулатомъь въ сочипеши Архимела 
„О цилиндрЪ и ковусЪБ- (издане Гейберга. Т. [ сгр. 11); поэтому оно извЪстно 
подъ пазвашемъь „Акс1омы Архимеда“ (См. О. $10172. „УоЦезипреп @Бег аПзе- 
шеше Атнтейк [. Мафетайзсне Аппаеп ХХХ Х. НИЪегЕ „Огапареп 4ег Сео- 
тее“,. Исторически было бы правильнфе называть это предложеше Евклидо- 
вымь; но это могло бы привести къ см5шеню съ другими акбюмами Евклида. 


не О а — 
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между собой, какъ полные квадраты, несоизмфримы. Частный случай этого 
предложеня разбирается особо въ книгЪ Х, 117, гдЪ мы находимъ два 
доказательства, что Шагональ квадрата несоизмфрима съ его стороной. 
Это доказательство, намфченное еще Аристотелемъ, обнаруживаеть, что 
нфть двухь цфлыхъ взаимно простыхь чисель хи , которыя удовле- 
творяють соотношеню 227 — у?. Въ самомъ дЪлЪ, еслибы такое равенство 
имфло мЪсто, то у должно было бы быть четнымъ числомъ, а потому ре 
должно было бы длиться на 4. Но въ такомъ случаъ д? должно было 
бы длиться на 2, и х было бы четнымъ числомъ. Между тЬмъ это не- 
возможно, такъ какъ х и у не имБють общихъ множителей. 

Еслибы Евклидъ объединиль всЪ равныя между собой отношеня 
въ одну идею (въ одно родовое поняте), то онъ даль бы строгое 
опредЪлеме общаго понятя о числЪ (рацюнальномъ и иррашональномь). 
Но такая мысль далека отъ ТЬхь точекъ зрны, на которыхъ стоялъ 
Евклидъ *). Лишь въ новфйшее время сознательно установлены такя 
системы понят (категор!и), которыя можно разсматривать, какъ общее 
опредЪлеше числа. Всф эти системы равносильны, если между ними мо- 
жеть быть установлено взаимно-однозначное сопряжене. 

Соотвфтствующе элементы всфхъ этихъ системъ, равно какъ и тЪхъ 
системъ, которыя еще, быть можеть, булутъ построены со временемъ, мо- 
гутъ быть, въ свою очередь, объединены въ одно родовое поняте, которое 
представляло бы поняме о числ въ еще болфе глубокомъ смыслЪ. Изъ 
этихъ системъ, которыя, такимъ образомъ, могуть быть разсматриваемы 
какъ представители поняя о числф, наиболфе важными и наиболЪе про- 
стыми являются тф, которыя установлены Р. Дедекиндомъ и Г. Канторомъ. 
Оба автора исходять уже изъ понятя о рашюональномъь числЪ, которое 
они принимаютъ, какъ извфстное. Дедекиндъ **) построилъ поняме о с%- 
чени (въ области ращональныхъ чиселъ, см. $5 22, 4). Канторъ же примф- 
няетъ для той же цфли поняМе о числовыхъ рядахъ ***). Въ тесной 
связи съ числовыми рядами Кантора находятся такъ называемые „варанты“ 
(уапате5), къ которымъ прибфгаеть Мерэ для опредфлешя иррашональ- 
наго числа ****). Болфе подробныя свБдфня о литературф этого вопроса 


*) Евклидъ опредфляеть понямя „рашюнальное и ирращональное“ (опгГ 9, 
оуо;) такимъ образомъ, что онъ нЬкоторый опредфленный отрЪзокъ и всЪ соиз- 
мфримые съ нимъ отрфзки называеть рашональными, а всЪ несоизмфримые съ 
нимъ отрфзки—иррашональными. Впрочемъ, квадратные корни онъ при этомъ от- 
носить къ рашональнымъ числамъ. 

*+) В. Редекта. „Зейекей ипа Ииталопае ГаШеп“. ВгаипзсВ\уер. 1872. 

Имфется русск! переводъ, принадлежаший С. Шатуновскому: 

Р. Дедекиндъ. „Непрерывность и иррашональныя числа“. Одесса. 1906. Машез 
+++) Мафетанзсне Аппаеп. У. 
*++*) СВ. Мбгау, Кеуце 4ез зос166ез зауащез: зс. тай. 1869. Еесопз понуе|- 


1ез зиг Гапа1узе шИпибзитае. Ргепиёге рае, спар!е П. Рамз 1894. 
Веберъ, Энциклоп. элемент. алгебры. 37 
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можно найти въ стать Прингсгейма „Ирращональныя числа и сходимость 
безконечныхь процессовъ“ въ 1 томф „Энциклопеди Математическихъ 
наукъ“. Еще обстоятельнфе вопросъ изложенъ Молькомъ въ [| томЪ фран- 
цузскаго изданя энциклопеди. 

Нельзя не отмфтить, что Кронекеръ вовсе отвергаеть поняте объ 
ирращональномъ числ и стремится облечь всю математику въ такую 
форму, чтобъ она оперировала только цфлыми числами. Возможность такой 
постановки вопроса. какъ замфчаетъ Дедекиндъ, высказывалъ уже Дирихле. 
Но именно для того, чтобы избЪфжать необычайной сложности, которая съ 
такой постановкой связана, наша наука и расширяла систематически поняме 
о числ; это производилось постепенно, сообразно обнаруживавшейся 
потребности въ совершенно безукоризненно логической формЪ, и именно 
поэтому точка зрЪня Кронекера по се время не нашла себЪ посл$дователей. 

Нужно однако сказать, что изслЪдованя, относянцяся къ теори ком- 
плексовъ, не во всфхъ пунктахъ привели къ достаточно яснымъ результа- 
тамъ. Такь въ самое послфднее время возникли нфкоторыя сомнфня, ко- 
торыя связаны съ противорфчивымъ поняемъ о „комплексф всЪхъ ком- 
плексовъ“ и которыя еще недостаточно выяснены. По этому вопросу 
нужно упомянуть сочиненя Фреге „Основные законы ариеметики“ и 
Русселя „Основашя математики“ *). Послфднее сочинене содержить также 
и друмя интересныя изслфдованя, относяшияся къ теори познаня. Въ 
„Отчетахь Гейдельбергскаго конгресса 1904 г.“ **) Гильберть далъ об- 
зоръ своихь изслфдованй, которыя также еще нуждаются въ дальнфйшемъ 
выясневи. 


ТУ. $ 146. Историческая свЪдЪн1я о логариемахъ. 


Это дополнеше вставлено авторомъ послЪ 6$ 38. 


Когда съ возрожденемъ наукъ въ ХУ и ХУ столБмяхь вновь ожила 
астроном, то очень скоро сказалась потребность въ новыхъ дЪйстви- 
тельныхъ средствахъ, которыя дали бы возможность справиться съ боль- 
шими числовыми вычисленями. Тригонометр развилась и дала астроному 
практическя средства для вычисленя, а для тригонометр!и были вычислены 
обширныя таблицы, среди которыхъ наиболЪе значительными является 
„Ориз Раанпит“. Этоть обширный трудъ быль начать на средства 
курфюрста Пфальцскаго Фридриха 1\ Георгомъ Ретикусомъ ***\, который 


*) РЕгере. „Стипарезейе ег Агтейк“ 2 Ва., Гепа 1893. В. Киззе!. „ТВе 
Рипс рез о тафетайс$“, СашЬнаре. 1903. 


+) Уефшапаширеп Ч4ез атеп Копртеззез Чег МафетайКег ш Не4еегя уот 
8 Ы$ 13 АпризЕ 1904. 


***) Сеогр Лоаспип ЕКВаейси$ родился въ 1514 году въ ФельдкирхЬ въ 92ор- 
арельбергЪ, умеръ въ 1576 году въ Кашау въ Венгрм. 
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вель эти вычисленя въ течеше многихъ лфтъ; послЪ его смерти таблицы 
были закончены Валентиномъ Отто (Уаепйп Оо въ 1596 году вь Ней- 
штатЪ). Позже эти таблицы были просмотрфны и исправлены Вареоло- 
меемъ Питискусомъ (Ва{поотаеи$ РЁзсиз, ТВезаигиз$ та #Нетайси$, ЕтапК- 
Ви. 1613). 

Особенно затруднительнымъ всегда было выполнене умноженй, 
поглощающее много времени; отсюда стремленге замфнить его сложешемъ. 
Первыя попытки въ этомъ направлени, естественно, примыкали не къ ло- 
гариемамъ, а къ тригонометр!и; тригонометричесюя функщши въ то время 
уже представляли собой хорошо извфстныя, вошедш въ практику орудйя 
вычисленя, между тфмъ какъ поняе о показательной функщи, о степе- 
няхъ съ дробными показателями было въ то время математикамъ совер- 
шенно чуждо. Къ этому присоединялось то обстоятельство, что тригоно- 
метричесюя таблицы находились уже въ распоряжеши вычислителей и 
давали прекрасныя средства для вычисленя. Такимъ образомъ возникла 
метода, извЪстная подъ своеобразнымъ названемъ „РгозарНаегез$“ (отъ 
словъ 760669016 и @фаго801с — прибавлеше и отнимане), сущность кото- 
рой сводилась къ примфненвю извфстныхъ тригонометрическихъ формулъ: 


зт а эт В = - (с0$ (& — В\ — со (&-Н В)), 
0$ @ с0$ В = >. (с0$ (&— 8) - со (х- В)). 


Если поэтому нужно было вычислить произведеше двухъ правиль- 
ныхь дробей, то по таблицамъ можно было разыскать два угла аи В, 
косинусами или синусами которыхъ были данныя числа. Тогда оставалось 
по таблицамъ розыскать косинусы суммы и разности этихъ угловъ, сло- 
жить ихъ {или вычесть) и полученное число раздфлить на 2. 


Этоть премъ значительно сложнфе логариемическаго вычисленйЯ; 
онъ, напримфръ, не можетъ быть непосредственно распространенъ на дъ- 
лене, возвышене въ степень, извлечене корня. Но, по существу, онъ 
покоится на той же основной идеф; при современной же точкф зрЪфня 
на тригонометрическя функши, какъ на показательныя функШши съ мни- 
мыми показателями, онъ и фактически находится въ непосредственной 
связи съ логариемами. 


Этоть методъ былъ изобрЪтень Нюренбергскимь священикомъ [оан- 
номъ Вернеромъ (Зопаппез \Метег, 1468—1528), который принадлежалъ 
къ кружку знаменитаго гуманиста Пиркгеймера (\/ИШЪа!а РиКкнеитег); но 
она была забыта, а затёмъ вновь найдена, развита и доказана въ «обсер- 
ватори Тихо-Браге въ Ураненбургь (1580), а также при дворЪ кур- 

37* 
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фюрста Вильгельма ГУ въ Кассель (1532—1592), оказавшаго значительныя 
услуги астрономии *). 

Однако теоря логариемовъ оставила далеко за собой всЪ эти по- 
пытки. Какъ это обыкновенно бываеть съ значительными открытыми, 
появлению логариемовъ предшествовали друйя, менфе удачныя попытки 
того же рола и точно установить здфсь пр!оритеть не такъ легко. Къ 
тому же заслуга автора заключается здЪсь скорфе въ осуществлени идеи, 
вь рышимости посвятить цфлую жизнь такимъ гигантскимъ вычисленямъ, 
чфмъ въ открыти самой идеи. по существу, крайне простой. 

Уже въ книг Архимеда „Шаниятус“ авторъ въ одномъ мЪстф пока- 
зываетъ, что въ ряду чиселъ, которыя, начиная съ единицы, возрастаютъ 
въ геометрической прогресси, произведлене двухъ чисель можеть быть 
найдено такимъ образомъ, что мы отыщемъ число, отстоящее отъ пер- 
ваго на столько же членовъ ряда, на сколько второе отстоитъь отъ еди- 
ницы. По существу, какъ мы видимъ, это есть основное положеше лога- 
риемическаго вычисленя. Но только въ эпоху возрожденя наукъ эта идея 
на практик находитъ себф осуществлене. 

Однимъ изъ наиболЪе замфчательныхъь предшественниковъ является 
Михаиль Штифель (М!свае! Зе, род. въ ЭслингенЪ, въ ВюртембергЪ, 
въ 1486 или 1487 году, умеръ въ ШенЪ въ 1567 г.). Онъ былъ августин- 
скимъ монахомъ, перешель въ учене Лютера, съ которымъ сдружился 
и работалъь въ качествз проповфдника въ различныхъ мЪстахъ **). Въ 
1544 г. Штифель напечаталь въ Нюренбергф сочинеме „Ап{ипейса ш- 
Чета“, въ которой онъ ставитъ члены ариеметической прогресми въ связь 
съ членами геометрической прогресми слфдующимъ образомъ: 


к с 0 
ЧА ПВ ее 
8 4 2 
Числа верхняго ряда онъ называетъ показателями; онъ знаетъ, что 
оба ряда могутъ быть неограничено продолжены въ обЪ стороны и что 
сложенйю, вычитанйю, умножению и дБленю чисель перваго ряда отвЪ- 
чають во второмъ ряду умножеше, дфлеше, возвышене въ степень и 
извлечене корня; онъ знаетъ, такимъ образомъ, основныя свойства логарие- 
мовъ. Но о томъ, что промежуточнымъ числамъ перваго ряда также могутъ 
быть отнесены числа второго ряда, объ этомъ, т. е. о непрерывности 
логариемовъ, которая собственно и дфлаетъ ихъ практическимъ средствомъ 
вычисленя, мы не находимъ у Штифеля никакого слФда. 


*) Этимь занимались Раш \/Иись, Каутагиз Отзи$ и 1055 Вт. См. Вгаип- 
шавЕ. „УоПезипаеп Бег Чег резсшсще Чег Сеотеёе“. 

*=) БолЪе обстоятельныя св дЬШя объ этомъ замфчательномъ человфкЪ можно 
найти въ статьь М. Кантора въ „АНзешете Оешвсве ВюртарШе“. 
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Этимь шагомъ, а также построещемъ первой таблицы логариемовъ 
мы обязаны двумъ математикамъ, которые работали почти одновременно, 
но независимо другъ оть друга. 

Г. Бюрги, швейцарець (1055 Вёге, 1552—1632) изъ Лихтенштейга 
въ ТоггенбургЪ работалъь болыпую часть своей жизни въ КасселЪ, на службЪ 
у курфюрста Вильгельма 1\, который особенно цфнилъ его за способности 
къ механикЪ; въ промежуткахъ онъ работалъ также въ Прагф, гдЪ онъ 
находился въ сношешяхъ съ Кеплеромъ. Его „АтИйвтейзске ип@ реоте- 
изсне Ргортезз-1аБЩеп“ были вычислены между 1603 и 1611 годами, но 
появились въ печати только въ 1620 году. По онисанйо Браунмюля 
(Вгаиитй!) устройство этихъ таблицъ заключалось въ томъ, что въ пер- 
вомъ ряду помфщены числЪ вида х = 10” (красныя числа) а во второмъ 
ряду соотвфтствуюция числа у = 108(1,0001)* при п —= 0,1, 2,3..- 
{черныя числа). Такимъ образомъ 


Ея 


1 < 10" 10° 
и | (1+) | 


а потому х — 103105 ( у10-8), если за основанге принято число (1- 1/104)", 
каковое отличается отъ основан ес нашихъ натуральныхъ логариемовъ 
только въ четвертомъ десятичномъ знакЪ. Такимь образомъ таблица 
Бюрги представляетъ собой, строго говоря, таблину антилогариемовъ, т. е. 
таблицу, въ которой мы по каждому логариему непосредственно находимъ 
соотв5тствующее число. И зд5сь мы имфемъ, такимъ образомъ, натуральные 
логариемы. Однако идея разсматривать числа, какъ степени одного опре- 
дфленнаго основан, а логариемы, какъ показателей, была Бюрги совер- 
шенно чужда. 

Джонъ Неперъ (Мерег или Марет, Ваоп уол Мест) род. въ 
1550 году вблизи Эдинбурга и жилъ до самой смерти (1617) въ Шот. 
ланди. Его „Резсирно ши Нс! 1орагИНтогит сапой“ появилось въ печати 
въ 1614 году. 

Неперъ въ эпоху, когда наше поняте о функши еще не было вы- 
работано, очень остроумно и наглядно представляеть послЪфдовательность 
логариемовъ и чиселъ. Онъ представляетъ себ двф точки, одновременно 
движуцияся по прямой лищи. Первая точка проходитъ равныя разстояня 
въ равные промежутки времени; если поэтому путь (х), который онъ 
проходитъ въ элементь времени, есть А, то въ И элементовъ времени 


И А 


вторая же точка движется къ опредЪленной конечной точкЪ такимъ об- 
зомъ, что въ каждый элементь времени она пробЪфгаеть опредфленную 
1/т часть остающагося пути. Если въ первый моментъь вторая точка 
также пробЪгаетъ разстояше А, то весь ея путь составляеть тА. Если 
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мы это разстояше примемъ за единицу, то путь, остающийся послЪ пер- 
ваго элемента времени есть 


1 
(т — ПА И] 


по истечеши же н элементовь времени разстояе второй точки оть 
конца пути есть 


Такимъ образомъ 


1 энх 
И (1 -=) р 


Е т 
т. е. х есть логариемъ числа у при основани (: ——}. 
Е: т 


1 т 
Неперъ принялъ 7 = 107, такъ что число (1 — очень близко 
п 


подходить КЪ 1. 

Лагранжъ, который въ своихъ дидактическихъ сочиненяхъ обыкно- 
венно даетъ прекрасное изложене историческаго развийя дисциплины, въ 
своихъ „[.есопз @6тетапез“ *) въ глав5 о логариемахъ указываетъ, что 
задача о музыкальной шкалЪ почти необхолимо должна была привести 
къ понято о логариемахъ. Если мы обозначимъ основной тонъ черезъ 
единицу, то гармоническ!е интервалы получаются дфлеШемъ струны 
монохорда въ очень простыхъ отношеняхъ; объ этомъ знали еще пиеа- 
горейцы. Обратныя значемя этихь отношенЙ, которыя мы называемъ 
числами колебанй, суть: 


Основной тонъ 1 

Секунда 9/8 
Малая тершя 6/5 
Большая тершя 5/4 
Кварта 4/3 
Квинта 3/2 
Секста 5/3 
Септима 15/8 
Октава 2. 


Въ этой таблицЪ квинта секудны, напримЪръ, которой соотв$тствуетъ 
число 27/16, вовсе отсутствуетъ; чтобы получать частые интервалы, нужно 
еще, такимь образомъ, вставлять промежуточные тоны. Между тфмъ, еслибы 
числа колебанй можно было бы расположить въ геометрическую про- 
грессйо, то мы получили бы гамму, въ которой каждое число колебанй 


*) Гесопз Чётешанез зиг 1ез ша6етаЧаиез, доппбез а Гбсое поппае еп 1795. 
Оецугез 4е Гартапре, Тоше УИ. 
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находится въ одномъ и томъ же отноше и къ предыдущему; исходя оть 
любого тона, можно было бы такимъ образомъ получить ту же послЪ- 
довательность интерваловъ. Изъ практическихъ соображен!й это постоянное 
отношене не должно быть слишкомъ мало; опытъ музыкантовъ призналъ 
лостаточнымь 19 тоновъ на октаву. Въ этой, такъ называемой, равномЪр- 
ной модеращи интервалы осуществляются не во всей чистотЪ, а лишь 
приближенно. Поэтому, если мы будемъ выражать высоту тона логарив- 
момъ числа колебанй и раздфлимъ 1 2 на 12 равныхъ частей, то мы по- 
лучимь лучш способъ модераши. 
Самыя числа колебанй будутъ въ такомъ случа: 


о 


Для секунды, напримфръ, мы получаемъ 1,123..., межлу тЬмъ какъ 
точное число есть 1,125. Для квинты мы получаемъ 1,4983 вмЪето точ- 
наго числа 1.5. 


У. $ 147. Опредфлители. 


Этотъ параграфъ вставленъ въ начал Х главы. 


1. Подраздълене перестановокъ на четныя и нечетныя, приведенное 
въ $5 51, составляеть основу общей теор опредЪлителей, которая даетъ 
обшй методь для рЪшеня системы и уравнешй первой степени съ И 
неизвЪстными х;, №, Хз, ...) Ан. Такая система содержитъ 7? коэффи- 
щентовъ; столь же велико число соединешй изъ и цифръ 1, 2, 3,..., В 
по два сь повторенями, если принимать во внимаме и порядокъ цифръ. 
Поэтому коэффишенты удобнфе всего обозначать символами вида @з,к; 
всф индексы Ги Ё независимо одинъ отъ другого принимають всевоз- 
можныя значеня 1, 2, 3, ..., И. 

Такимъ образомъ, систему ий линейныхъ уравненй можно выразить 


слЪдующимъ образомъ: 
р О =), 
в.“ -Н 4, 2>, ЕЕ, (1) 
а: 5 ма =. 


2. Мы будемъ предварительно разсматривать систему коэффищен- 
товъ независимо отъ уравненйй (1) и для наглядности напишемъ ее въ 
видЪ квадрата 


2 ---› бт | (2) 
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Здфсь первый индексь коэффишента а;к означаеть горизонталь или 
строку, въ которой этоть коэффишентъ стоитъ, а второй индексъ, обо- 
значаеть соотвфтствующую вертикаль или колонну. 

Изъ этой таблицы коэффишентовь мы образуемъ опред$ленную 
численную величину или функщю коэффишентовь 4;», которую мы на- 
зовемь опредфлителемь и составимъ по слфлующему правилу. Соста- 
вимъ прежде всего произведеше & чиселъ 4;ьк, занимающихь въ квадрат- 
ной таблицф дагональныя мЪфста, иначе говоря, всфхъ тЪхъЪ коэффишен- 
товъ (нь, въ которыхъ оба индекса имъютъ одинаковыя значеня: 


О 


Это произведеве мы назовемъ главнымъ членомъ опредЪлителя. 
Затфмъ въ выражеши \[ произведемъ всЪ перестановки © — бл бо озен 2 
вторыхъ индексовь и каждому полученному такимъ образомъ произ- 
веденйо 
пи (3) 


29 п 


сообщаемъ знакь -- или —, смотря по тому есть ли соотвфтствующая 
перестановка четнаго или нечетнаго порядка. Мы получаемъ такимъ об- 
разомъ п! членовъ, сумма которыхъ 


А= У == М, (4) 


и называется опредфлителемъ системы (1); самый квадратъ (2), заклю- 
ченный между двумя вертикальными чертами, служитъ также для обозна- 
ченя опредЪлителя; короче пишуть также: 


7 == 9. 1,5 иж а, „. (5) 


Если, напримфръ, положимъ я = 3, то согласно $ 51, получимъ: 


Я, 1, Чо, @, з 9,1420. 3— @, 453» 
4.1, @.., а. | = те 2, „4 за, — @, 5 @, @зз 
Чл» @з, Ч а 4, 39,193, а, за, „а, , - 


Это вполнф совпадаетъ съ выраженемъ приведеннымъ въ $ 40, (8), 
если примемъ во внимане н$которое разлише вь обозначеняхъ. 

Каждый изъ членовъ \[,, изъ которыхъ состоитъ опредЪлитель 5 
представляеть собой произведене п множителей; въ каждомъ членЪ какъ 
первый индексъ, такь и второй получаютъ по одному разу каждое изъ 
значенй 1, 2, 3... и. Иными словами, въ составь каждаго члена всегда 
входить одинъ элементъ изъ каждой горизонтали и одинь элементъ изъ 
каждой вертикали. 

3. Если мы въ одномъ изъ произведеши М, переставимъ множи- 
телей, то значене этого произведеншя не измфнится; поэтому множителей 
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можно также расположить такимъ образомъ, чтобы вторые индексы 
1,2, 3... п были расположены въ натуральной послфдовательности. 
Тогда первые индексы образуютъ перестановку В, обратную переста- 
новкЪ @ '). Такь какъ хи В суть перестановки одного и того-же класса р 
то мы можемь составить опредфлитель и такимъ образомъ, что мы всфми 
возможными способами переставимъ первые индексы, а затЪмъ при каж- 
домъ членф поставимъ знакъ {- или —, руководствуясь тмъ же пра- 
виломъ п. 9-го вь примфненми къ перестановкамъ первыхъ индексовъ. 
Это мы можемъ выразить слЪдующимъ образомъ: 

ОпредЪлитель не мЪняется, если мы въ немъ замЪнимъ вер- 


тикали горизонталями и обратно. 


4. Если мы въ перестановкЪ & замфнимъ другъ другомъ кае либо 
два индекса, то четныя перестановки переходять въ нечетныя и 0б- 
ратно. Поэтому каждый члень №, переходитъ въ другой, который фи- 
гурируетъ въ выражени „{, но съ противоположнымъ знакомъ. 

Но такой перестановкф двухь индексовъ отвфчаетъь перестановка 
двухъ вертикалей въ таблицЪ (2); такъ какъ, согласно п. 3, то же спра- 
ведливо и относительно горизонталей, то мы получаемъ теорему: 

ОпредЪлитель мЪняетъ знакъ, если мы въ немъ замфстимь 
другъ другомъ двЪ вертикали или двЪ горизонтали. 


5. Если соотвЪтствующе элементы двухь рядовъ, о перестановкЪ 
которыхъ идетъ рФчь въ п. 4, имфютъ одинаковыя численныя значенЯ, 
то огъ перестановки этихъ двухь рядовъ, опредЪфлитель вовсе не м$Бняется. 
Между тЪмъ, согласно предыдущей теоремЪ, опредфлитель долженъ гри 
этомъ перемЪфнить знакъ. Такимъ образомъ доказано предложене: 

Если въ опредЪлителЪ соотвЪфтствуюние члены двухъ вер- 
тикалей или двухъ горизонталей равны, то опредфлитель ра- 
венъ нулю. 


6. Повторнымъ прим$нешемъ теоремы 4, докажемъ: 
Если мы въ опредЪлителЪ 4 какимъ либо образомъ пере- 
ставимъ его вертикали или его горизонтали, то абсолютная ве- 


') См. 8 50, 8. Въ произведеми М, вторые индексы образуютъ н$®которую 
перестановку ©. Чтобы перейти отъ перестановки © къ натуральной послфдователь- 
ности, нужно сдфлать субституию, обратную той, которая приводитъ стъ натураль- 
ной послБдовательности къ перестановкЪ и. Эту именно субститущю мы произве- 
демъ надъ первыми индексами. когда будемъ размфщать множителей такъ, чтобы 
вторые индексы образовали натуральную послфдовательность. Вотъ почему послЬ 
этого первые индексы составятъ перестановку В, обратную перестановкЪ &. 


2) Если мы оть натуральной послфдовательности къ перестановк® а прихо- 
димъ четнымъ числомъ транспозищй, то мы и къ перестановкЪ В перейдемъ чет- 
нымъ числомъ транспозищй, такъ какь для этого достаточно произвести т5 же 
транспозиши только въ обратномъ порядкЪ. 
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личина опред$лителя не измфнится; что касается знака, то онъ 
сохранится, если произведена четная перестановка, при нечет- 
ной же перестановкЪ знакъ мЪняется на обратный. 

Формулой это можно выразить сльдующимъ образомъ: если О СЪ 
@&;,..., @и есть перестановка индексовъ 1, 2, 3,..., п, то 


ЕЕ ое (6) 


оба п“, 


гдЪ въ правой части нужно взять знакъ +. если х есть четная пере- 
становка, знакъ —, если это перестановка нечетная 


7. Отсюда легко вывести теорему умножен]я опредЪлителей; 
эта теорема содержить въ себЪ правило, согласно которому произведеше 
двухъ опредЪфлителей одного и того-же порядка можетъ быть представлено 
въ видЪ опредЪлителя того же порядка. 

Чтобы вывести эту формулу, мы на время воспользуемся нЪсколько 
болфе точнымъ обозначещемъ. 

Положимъ, что у пробЪфгаеть всЪ перестановки У У м 
пусть (— 1)” будеть равно --1 или —1, смотря по тому. будеть ли 
соотвфтствующая перестановка четной или нечетной. Тогда мы можемъ 
представить выражеше .1 (4) или (5) въ видф: 


О. (7) 


Если @ есть произвольная перестановка вторыхъ индексовъ, то, согласно 
соотношенйо (6), 
$ 
а рае т 
Сы о 


Пусть теперь И будеть другая система величинъ, подобная системЪ 


а. ,; пусть 


Е) 
ВО, (9) 


будетъ составленный изъ нихъ опредЪлитель. 


Если мы помножимъ равенство (8) на (1, а. бэ, а, --- бъа, И возЬмема. 


сумму полученныхъ выраженй, соотвЪтствующихъ всфмъ возможнымъ пе- 
рестановкамъ &, то мы получимъ: 


АВВ Ви... С та, де 9% 


120: 1,4, > 


ЗдЪсь нужно произвести суммоваше сначала по у, сохраняя одну и 
ту-же перестановку &, а затЪмъ нужно произвести суммоваше по х, рас- 
пространяя его на всф возможныя перестановки вторыхъ индексовъ. Такъ 
какъ @& есть перестановка вторыхъ индексовъ, то въ каждомъ членЪ ин- 
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дексы 0,, 0., 9.,..., Я» имфють всЪ различныя значеня. Съ другой 
стороны, согласно п. 5, сумма взятая по У была бы равна 0, еслибы два 
индекса © были равны между собой, напримфръ: 

у 

У (— аи оо 2 0 


о п, бп 


ВслЪдстве этого соотношене (10) останется въ силЪ, если при суммо- 
вани по & будемъ давать двумъ или нЪсколькимъ индексамъ одно и то 
же значеше. Мы можемъ поэтому сказать, что въ выражении (10) индексы 


,, 5, ..., б„ независимо одинъ отъь другого пробЪгаютъ всЪ значеня 
1, 2,..., И. ВМЪстЬ съ ТЬмь самое соотношене (10) мы можемъ на- 
писать въ такомъ видф: 
у о, с. ая 
АВ = Х(—1)* У, „Ч, >, аи, М, а. ПО 


Съ другой стороны, если мы введемъ обозначения: 
ба В й т Во: ов В, „а, „, (12) 


то правая часть предыдушаго равенства приметъ видъ: 
ия у 
>( 1) С, т С, ое о, - 


въ прежнихъ обозначеняхъ это есть не что иное, какъ опредлитель 


м Аи 
Г, 2 НС, 1) ея бя 


и мы получаемъ такимъ образомъ формулу 


ИВС: (13) 
или подробнЪе: 
Я 1» Ч 2, ея а т. а - в 
а. › Чо, --.. 4 р ) =. | 
2,1 д 2 || 2.1 9.2 2, (14) 
Чит» а, а а, и р 2,2? а Их 


|, 


п, 


1 
| Ха В» Ха, :а а 2 


Ио 


ЗлЪфсь литера 1, по которой производится суммоваШе пробЪгаеть 
въ каждой суммЪ черезъь всЪ значеня отъ 1 до п. 
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Въ словахъ это правило можеть быть выражено слБдующимъ образомъ: 

Чтобы составить произведенйе двухъ опредфлителей, со- 
стоящихъ каждый изъ п строкъ, перемножаемъ элементы 1-ой 
строки на соотв$тствуюше элементы &-ой строки и составляемъ 
сумму полученныхъ произведен!й. Этимъ путемъ мы получимъ 
элементъ с;к новаго опредЪлителя. 

Такъ какъ въ каждомъ опредЪлителЪ горизонтали могутъ быть сдф- 
ланы вертикалями, то такое произведеше можно составить четырьмя раз- 
личными способами. 


8. Чтобы выдфлить т$ члены опредфлителя 


ие Н.Я а 


от Мио 


которые содержать элементь 4,,, достаточно оставить на своемъ мЪстЪ 
второй инлексъ 1 и переставить всфми возможными способами остальные 
индексы 92, 3,..., И; совокупность всфхъ этихъ членовъ можетъ быть, 
слфдовательно, представлена въ видЪ 4, , а гдЪ а есть опредЪли- 
тель, составленный изъ п—1 горизонталей: 

и п 


г 27 Нее ие (15) 


Этоть опредфлитель можно получить изъ даннаго опредФлителя, 
написаннаго въ формЪ квадрата, если зачеркнуть въ немъ горизонталь и 
вертикаль, скрещивающщяся на элементЪ 4,,. 


9. Съ другой стороны, при помощи 1—1 транспозишй можно при- 
вести 1-тую строку на первое мЪсто; точно также при помоши Е—1 
транспозишй можно А-ую вертикаль сдЪлать первой. При этомь опредЪ- 
литель пробрЪфтаетъь множителя (— 1} +*, а элементъ д;„ оказывается на 
мЪстЪ, которое занималъ элементъ 4, ,. Теперь мы можемъ составить со- 
вокупность членовъ, содержащихъ элементъ ак по формулЪ (15). ВмЪетЪ 
съ тЬмь мы получаемъ: 

Если мы положимъ совокупность всЪхъ членовъ, содержа- 
щихъ элементъ 4». равной 0: к, то к есть опредфлитель, 
составленный изъ и — 1 горизонталей, который можно получить 
изъ даннаго опредфлителя /, вычеркивая въ немъ горизонталь 
и вертикаль, скрещиваю пияся на элемент 4:„ и умножая полу- 
ченный опредЪлитель на (— 1) +*. 

Эти величины /Ёк называются минорами опредфлителя Я. Въ вы- 
ражени минора 4;ь въ качествЪ перваго индекса не фигурируетъ а вь 
качествЪ второго индекса не фигурируетъь #. 

Миноры опредфлителя изъ 9 элементовъ приведены въ $ 40, (3). 


10. Если мы составляемъ опредфлитель „{ изъ главнаго члена 
11, @22...@»», Переставляя первые индексы, то мы видимъ, что Въ 
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каждомъ членЪ его фигурируетъ одинъ и только одинъ изъ множителей 


Ч, 1» Ч 1» Чл, 259 Фа 


1 


Ссобразно этому, опредфлитель ‚| можетъ быть представленъ въ слЪфду- 
ющемъ видф: 


А= Чл тр ы Ч т ее > а Чл а 


Это тождество называется разложен{емъ опредЪлителя по эле- 
ментамъ первой вертикали. Точно также мы можемъ разложить опре- 
дфлитель по элементамъ любой другой вертикали; вообще, полагая -Ё рав- 
нымъ любому изъ чиселъ 1, 2, 3...ип, мы можемъ написать опредфли- 
тель /{ въ форм: 


„Ч == а. —- аль ь -{- -.. - п. (16) 


11. Въ минорахъ 4, ,, и. ...) Ч, элементы А-ой вертикали не 
фигурируютъ. Съ другой стороны, если мы замфнимъ элементы Пр бу зе, 
элементами любой другой вертикали Ч. Ч, р... Ч, ТО опредЪлитель, 
согласно п. 5, обращаетъ въ нуль. Если поэтому Ти # суть два различ- 
ныхЪъ индекса, то 


0 аа ь -Е а Ра ен. (17) 


12. Если мы, согласно п. 3, замбнимь горизонтали вертикалями, 
то мы получимъ новый рядъ формуль вида: 


а о. (18) 
а г а, > т а, Чьи. (19) 


Изъ этихъ тождествь можно очень легко получить рядъ важныхъ 
предложенй, касающихся опредЪлителей. Такъ изъ разложенй (16) и (18) 
мы получаемъ непосредственно: 


13. Если всЪ элементы одной горизонтали или одной вер- 
тикали имфютъ общаго множителя, то этотъ общ!й множитель 
можетъ быть вынесенъ за знакъ опредЪлителя. 


14. Если мы помножимъ равенство (17) на неопредфленнаго множи- 
теля Л и прибавимъ къ равенству (16), то мы получимъ: 


А = Е м ь (аыЕ а с а ъ (ак Вр ее (20) 


Это тождество выражаеть предложене, которое въ словахъ можно 
формулировать слЪдующимъ образомъ: 

ОпредЪлитель не изм$нится, если мы къ элемеитамъ какой 
либо вертикали придадимъ соотвЪтствующйе элементы любой 
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другой вертикали, умноживЪ ихъ предварительно на произволь- 
ное число Л, или если къ элементамъ какой либо горизонтали 
придадимъ соотвфтствую {йе элементы любой другой горизон- 
тали, умноженные на произвольнаго множителя Л. 


15. Изложенныя свойства опред$лителя даютъ очень простое средство 
для рЪшеня системы уравненй первой степени: 


Я.А, = 41 2“. и. Ч,“ — 1. т 
4, 11 я Ч, 5“, Ее О: на 4, „^„ = з г“ 


Я 1А, Е 4 5^о не ме Е 4, „х» Е: Е. 1 к* 


Если мы помножимъ первое уравненше на и: пя о 
третье на а и т. д посл$днее на а какъ это здфсь указано, и 
полученныя уравнены сложимъ, что коэффищенты всфхъ неизвфстныхъ х, 
кромЪ ль, обратятся въ 0. Поэтому мы получимъ 


Я, = Е а +... = (22) 


Если „4 отлично отъ 0, то дБленемъ на 4 отсюда легко получить хь. 


(21) 


второе на 


16. Если количества 3, о, 7з---\» вс равны 0, то мы полу- 
чаемъ систему однородныхъ линейныхъ уравненй: 


Пе = о 


Ч = - Ч 5х» -е ое: Г 1, „^„ =- 0, (23) 


ЧАТ в 2 о ке Е Хи = 0. 


Равенства (22) показываютъ, что въ томъ случаЪ, когда опредфлитель 
Я отличенъ отъ 0, всЪ неизвЪстныя Ху, Хо, Хз --. Х» Должны быть нулями. 
Система въ этомъ случаЪ собственнаго рфшенй ($ 41, 1) не имЪеть. 

Необходимое услове того, чтобы система (23) имфла собственныя 
рЪшеня, выражается равенствомъ 


2 ==0. (24) 


Это равенство представляеть собой такимъ образомъ результатъ 
исключен1я неизвфстныхъ х изъ уравненй (23). 

Если услове (24) выполнено и по крайней мёрЪ одинъ изъ мино- 
ровъ /{к: отличенъ оть нуля, то мы получимь собственное рЪшене, 
если положимъ: 


Хх = 4 ы х, = Ч, › вену А = (25) 
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Если всЪ миноры „4; равны 0, то это не даетъ собственнаго рЪ- 
шеня. Но и въ этомъ случаф существуютъ собственныя рЪшеня, кото- 
рыя выражаются въ минорахъ этихъ миноровъ. Но мы не можемъ здЪсь 
входить въ разборъ этого случая. 


УТ. $ 148. Распростране формулы Ньютона на полиномы. 


Это дополнеше внесено въ $ 55. 


Въ $ 53 (3), биномальные коэффишенты представлены въ формЪ: 
1! 
и п! ] 
( т! (®— т)! 
Если мы поэтому положимь т — а, н— т=В, х +В, то мы 
получимь формулу: 


|! 
(х у)» = > то ее, (1) 


гдЪ суммован!е распространяется на всевозможныя разложен!я 
числая надва слагаемыхъ, изъ которыхъ ни одинъ не долженъ быть 
отрицательнымъ. При этомъ подъ символомъ 0! нужно разумфть число 1. 
Въ этой формф теорема Ньютона допускаеть обобщен. 
Пусть х, у, д... будуть неопредфленныя величины, число кото- 
рыхъ равно 7, а 11 пусть будетъ число, которое всЪми возможными спо- 
собами разлагается на т цфлыхъ слагаемыхъ, между которыми 


нЪтъ отрицательныхъ: 
пав уу-.... (2) 


Тогда съ помощью индукщи нетрудно показать, что 


! 
Уча. “Уре. @ 


гдЬ суммованше распространяется на всевозможныя разложешя (2). 
Доказательство этой формулы, справедливой при г = 2, какъ мы 

узке сказали, производится при помощи совершенной индукщи. Именно, 

примемъ, что теорема справедлива въ случаЪ (7—1) слагаемыхъь и положимъ 


из -+... 


Тогда по формулЪ (1) 
п! 
(хи) = У ВУ хи, (&Ру=у). {4) 
Съ другой стороны, такъ какъ формула (3) принята для г—1 слагаемыхъ, то 
в к“ У! г 
бе -.-> 


подставляя это въ формулу (4) мы получаемъ формулу (3). 
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УП. 8 149. Разложене цфлыхъ алгебраических функщй 
на множителей. 


Этотъ параграфъ былъ вставленъ во второмъ издани послЪ 8 63. 


1. Фуныя п-ой степени 


Ф (^) = в На ма ам... Каха. а) 


имфеть и - 1 коэффищентовь 4%, а,, @5, .-., а». Эти коэффищенты 
можно выбрать такимъ образомъ, чтобы функщя при и-1 значеняхь 
независимаго перемфннаго 0,, и, ©, ..., о», принимала заданныя значе- 
ня 4, 1, 4, ..., Л». Для опредфленя коэффишентовъ а; мы полу- 
чимь систему линейныхь относительно этихь коэффищентовъ уравненй: 


ф (6%) о. 9 (<, ) — А:, . ф (<) == го (2) 


изъ этихь уравнешй коэффишенты а; могуть быть однозначно опредф- 
лены, если детерминанть системы отличень отъ нуля. Функщи, степень 
которыхь ниже #1-0й, мы можемъ разсматривать, какъ частные случаи 
функши н-ой степени: мы ихъ получимъ, если уравненй (2) дадутъ ду = 0. 
Можно безъ труда показать, что опредфлитель этой системы уравненй 
представляеть собой не что иное, какъ произведеше всфхь разностей 
вида о, — &, и потому не можетъ быть равень нулю, если всф значеня 
©; какъ это, естественно, подразумФвается, различны между собой. Мы 
можемъ, однако, обойти вычислеше опредфлителя, если намъ удастся, 
во первыхъ, доказать, что двухъ функШЙ н-ой или болфе низкой сте- 
пени, удовлетворяющихъь поставленнымъ требованямъ, не существуетъ, 
а во вторыхъ, непосредственно составить одну такую функшю. 

Чтобы доказать первое утверждене допустимъ. что существуютъ 
дв функщи Ф, (х) и ф-(х), удовлетворяюция услоямъ (2) при данныхъ 
значеныхъ количествь фи 4;. Въ такомъ случаЪ разность ф‚(х) — ф»(х) 
представляеть собою функшю не выше 1-ой степени, которая имфетъ 
п--1 различныхъ корней: о, ©.,..., @,. Согласно $8 61,5, функщи 
ф.(х) и ф.(х) должны быть поэтому тождественны. 


2. Чтобы составить функцию ф(х), удовлетворяющую требованямъ, 
положимъ: 


(<) == (х— в) 9—0) чо (== (3) 


такимъ образомъ /(л.) будетъ функщей (п--1)-ой степени; положимъ далфе 


1) = ло, У. И ре =).  () 


х— в. хХ—@ 


а - 
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Въ такомъ случаЪ 
ео если 1 == (, 


№ () = Р() © 61, 3,4) 9 


Если поэтому положимъ: 


ВО 
(Х Е 1—0 12 ом 5 
> ( } (ее) `. ) 
то 
210%) = 0, 1=й, 2:(9:) = 1. (6) 
Если поэтому ы 


ф(х) = Лово(х) Е Ав (к) +... Чь8ь(х), 


то функшя ф(х) удовлетворяеть требовайямъ (2). 

Эта формула извфстна подъ назвашемь интерполящонной фор- 
мулы Лагранжа. Она имфеть цфлью представить функщю, извфстную 
намъ только по отлфльнымъ своимъ значешямъ, полученнымъ, напримЪръ, 
изъ наблюденй, въ видф цфлой функши отъ независимой перемфнной. Съ 
извЪстнымь приближешемъ это можно сдфлать и въ томъ случаЪ, когда 
законъ, которому явленя дЪйствительно слфдуютъ, не такъ простъ *). 


3. Мы воспользуемся здЪсь этой формулой для другой цфли; именно, 
мы сдБлаемь изъ нея слБлующй выводъ: 

Если мы выберемъ произвольно я +1 различныхъ чиселъ 4+, 
а затЪмъ составимъ (п 1) функшй 5(х) по формулЪ (5), то 
каждая цфлая функщя 1-ой или боле низкой степени ф(х) вы- 
разится линейно черезъ функщи 52(х) 2). 


4. Если за а; мы примемь цфлыя числа, то коэффишенты функщй 
2(х) будуть рашюональныя числа, которыя, однако, вообще говоря, не 
будуть цфлыми. Формулой (7) выражаются, конечно, и всф функши ф(х) 
съ цлыми коэффищентами; для нихь коэффищенты „4; будуть цфлыми 
числами. Но обратнаго утверждать нельзя: не всегда формула (7) при 
цфлыхъ значеняхь коэффищентовь /{ воспроизводить функшю ф(х) сь 
цфлыми же коэффищентами. 


5. На изображени цфлыхъ функшй Кронекеръ построилъ методъ, 
посредствомъ котораго всегда возможно найти множителей, на которыхъ 
разлагается функщя съ цфлыми коэффищентами, или установить ея непри- 


') Въ $ 61, 4 показано, что значеше /’(а) есть О(@), гдБ ОС) есть частное 
оть дълешя функши /(х) на (х— а). Въ данномъ случаф это частное есть не что 
иное, какъ /,(х). 

*) См. статью объ интерполящи въ „Энциклопеди математическихъ наукъ“, 
т.ч. Ц. 

2) Это выражене дасть формула (7), если за коэффищенты 1; примемъ зна. 
ченя функщши /(%,). 
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водимость. Этотъ методъ представляетъ собой лишь обобщеше изложеннаго 
въ $ 63, 1 према для разыскашя ращональныхь корней цфлой функщи. 
Если нужно изслфдовать, разлагается ли функшя съ цфлыми коэффишен- 
тами на множителей, то прежде всего слБлуеть помощью евклидова алго- 
риема найти общаго наиболышаго дфлителя всфхь коэффищентовъ и уда- 
лить его. Мы можемъ поэтому принять, что общ наиболышй дФлитель 
коэффишентовъ равенъ 1. Такя функщи называются первообразными 3). 
Если первообразная функшя приводима, то она разлагается на первооб- 
разныхъ же множителей: 4) 


Ех) = 9(х) ф (>). (8) 


Такъ какъ сумма степеней функшй ф(х) и Ф(х) равна ‘степени функши 
Е(х), то степень одной изъ двухъ функшй ф и ф не превышаетъ поло- 
вины степени функши Р(х). Если поэтому Р(х) есть функшя степени 
21 или 2п--1, то одна изъ составляющихъ функшй, скажемъ ф(\,, 
будетъ не выше н-ой степени; мы можемъ, слфдовательно, представить 
ее формулой (7). Выберемъ за &; произвольныя цфлыя числа. Въ та- 
комъ случаЪ, въ виду соотношешя (8), 


Е(о) = ф(а) $(:) = 4: 4(0,), 


гдф /[:, Р (5%) и ф(%) суть цфлыя числа. Число „4; представляетъ со- 
бой поэтому дЪлителя числа [’(а,). 

Однако, когда функшя [ задана и числа ©; выбраны, то количества Р(а;) 
суть извфстныя цфлыя числа, которыя имфютъ каждое только конечное 
число дфлителей. Такимъ образомъ, за 4, 211, .1,,..., А» могуть быть 
приняты только комбинащи дфлителей чисель ЁЕ(а,), Е(&,),..., (о); 
нужно только имЪфть въ виду, что каждый дЪФлитель можеть быть взять 
какъ съ однимъ знакомъ, такъ и съ противоположнымъ. Мы получимь, 
такимъ образомъ, по формулЪ (7) конечное число функшй ф(х), на ко- 
горыя и нужно дфлить функшю ЁР(х). Если ни одно изъ этихъ дф- 
лен!й не совершится нацфло, то Ё(х) несомнфнно неприводимая 
функщЯ 5). 


*) Этоть терминь приведенъ авторомъ во вторэмь издан въ п. 2 параграфа 63. 

*) Въ $ 63,3 доказано предложеше, представляющее собой лишь частный 
случай высказанной здфсь теоремы, именно тотъ случай, когда старший коэффи- 
щенть въ полиномБ Р(х) равенъ 1. Во второмъ издаёи теорема доказана въ общемь 
вид. Это доказательство мы воспроизводимъ ниже въ п. 6 настощаго параграфа. 

*) Пояснимъ это нфсколько подробнфе. Намъ нужно найти дфлителя $ (х) 
функщи Р(х). Мы выбираемъ произвольныя цфлыя числа о, @., ..., @„. Тогда, какъ 
выяснено въ текст, 9(а,) = 4, есть дфлитель числа Е(а,), 2(%,) = А, есть длитель 
числа Ё(о,), -..,2(9,) ==, есть дфлитель числа Е ,„). Мы тогда принимаемъ за -1, 
произвольнаго дфлителя числа /(х,), за .4, — произвольнаго дфлителя числа Е(а.,) 
ит. д. Затьмь по формулБ Лагранжа мы составляемь функцию ©(х), соотвфт- 
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Не всЪ комбинаши дЪфлителей чиселъь Ё(2,), Ё (5),...-, Е (в) да- 
дуть функщшю ф(х) съ цБлыми коэффишентами; поэтому нфкоторыя ком- 
бинащши дфлителей могутъ быть напередь исключены, и число испытанйй 
можетъ быть такимъ образомъ уменьшено. Рунге (Кипэе) указаль премъ, 
даюций возможность исключить этихъ непригодныхъ дфлителей, и, такимъ 
образомь, методъ Кронекера получиль не только теоретическое, но и 
практическое значене *). 


6. Если функшя /(х) сь цфлыми коэффищшентами 


1) = @^ Нах“ + ЕН ах —- Дт (9) 


разлагается на множителей, то всегда можно выбрать два цфлыхь числа 
р и т такимь образомъ, что 


7х =тФ@) ФО, (10) 


гдЪ ф(х) и $ (>) суть первообразныя функши съ цфлыми коэффишентами. 
ДЪиствительно, если {[(х) разлагается на множителей ф,(х) и {, (х) сь 
лробными коэффишентами, то мы можемъ въ каждой функши привести 


всЪ коэффишенты кь одному знаменателю: тогла получимъ: 
4 


р 
ф.@) = 3. 465, М (=) = р, — Ч (х), 


гдф 9 (х) и }.(х) суть с съ цБлыми Кофи ВмЪсть сь 
тфмъ, если положимъ [,р. = р, то 


РМ 


Если ф,(х). и ф,(х) суть функши не первообразныя, то 


фах) = пи Ф(), $.) = т, ф@, 


гдф ф(х) и Ф(х) суть функши первообразныя. ВмЪстЪ съ тЪмъ, если по- 
ложимь 1,5 — Ш, то получимъ соотношеше (10). 

КромЪ того мы можемъ принять, что р есть число положительное 
и простое относительно 71; но мы докажемъ, что р =1. Съ этою цфлью 
положимъ: 


а а. 


11 
ФО) = ох аб {о +... оао, — 
ствующую этимъ значешямъ 4,, 4,,...,4,. Если Р(х) дБлится на © (х), то нами 
найденъ дБлитель функщи Е(х). Въ противномъ случаЪ мы беремъ другую комбн- 
нацию дфлителей чиселъь Р(о,), Е(,)... Е(э,„). Если ни одна изъ этихь комбинащй 
не дасть функщи 3(х), на которую Ё\х) длится безъ остатка, то послЪфдняя не- 
приводима. 
*) Кгопескег, СтеИе$ Зошипар Ва. 94, 5. 347. Випве, Илает, Ва. 99, 5. 90. 
38* 
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гдЪ и Е у = п. Производя умножеше, получаемъ: 
Пао а 
ра, = т (64 НВ), 
ра, = т(фос, Вс + Вс), (12) 
раз = т (бьсз + Вс, с, 4 В со), 


Эти равенства составляются по тому же закону, что и равенства (3) въ 8 63. 
Пусть теперь р будетъ простой дфлитель числа р; въ такомъ случаЪ 
опз, не можеть быть дфлителемъ всфхъ коэффишентовъ р или всЪхь коэф- 
фищентовъ с, такъ какъ ф и ф, по условю, суть функши неприводимыя. 
Положимъ, что р, есть первый изъ коэффишентовъ [, а с, первый изъ 
коэффищентовъ с, которые не дфлятся на р. Въ такомъ случаЪ 


числа [ъ, 6, [,... 61 дьлятся на р, ав, не дфлится на р, аз) 
13 
» Со’ с, [7 оо С—1 ” п” р, » Сз я ” ” ` 
Выдфлимъ теперь изъ равенствъ (12) то, которое занимаетъ (г-{ 5-Е 1)-ое 
мЪсто, и напишемъ: 


ра тис баса, асе... Вась абс, --...). (14) 
Но, по условпюо, (с; не дЪлится на р, а всЪ остальные члены выраже- 
ня, заключеннаго въ скобки, длятся на |; поэтому все число, заключенное 
въ скобки, не дфлится на р. Но такъ какъ р, а вмЪстЬ съ тёмъ и вся 
ЛЪвая часть равенства (14) дфлится на р, то т дБлится на р, что про- 
тивно предположенйо, что р и зи суть числа первыя между собой. 
Такимъ образомъ, число р не можеть дфлиться ни на какое простое 
число, т.е. 2—1; вмЪстЬ съ тфмь изъ соотношеня {10) мы получаемъ: 


1) = т9@) +0. 
Если же р==1, то равенства (12) обнаруживаютъ, что всЪ коэффишенты а 
дфлятся на 1. Если поэтому [(х) есть первообразная цфлая функц. 
то и т —= 1. ВмЪстБ сь тфмъ мы получаемъ теорему: 
Если первообразная функщя съ цБлыми коэффищентами 
приводима, то она разлагается на первообразныхъ же множи- 
телей. 


УИ. 8 150. Сравнешя выешихъ степеней. 


Этотъ параграфъ вставленъ авторомъ во второмъ изданы посль $ 70 


1. Изъ уравненя (1) $ 70-го слфдуеть, что ау-—с дфлится на БВ, 
или, согласно обозначеню, принятому въ 6 67, 


ау = (тоа. Ь). (1) 
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Обратно, если мы удовлетворимъ этому сравненйю, то мы найлемъ также 
значене х, соотвфтствующее уравненпо а» — 6х = С. Такимъ образомъ, 
сравнеше (1) даеть для у одно и только одно рышене изъ ряда чиселъ 
0, 1,2, ..., 2—1, если аи Б суть числа первыя между собой. ВсЪ 
друмя ршеня этого сравневя, согласно 5 70, 3, сравнимы съ этими ос- 
новными р5шенями по модулю р. Это сравнеше называется сравненйемъ 
первой степени, или линейнымъ. Мы видимъ, такимъ образомъ, что 
здфсь имфеть мЪфсто полная аналомя съ предложенемъ, согласно кото- 
рому линейное уравнен!е съ олнимъ неизвфстнымъ имфетъ только одно 
рЪшен1=, если подъ рышешемъ сравнешя мы разумфемъ не одно число, 
а совокупность всЪхь сравнимыхъ между собою чиселъ, удо- 
влетворяющихъ сравнен!ю. 


2. Аналомя между сравненями высшихъ степеней и алгебраическими 
уравнешями не сохраняется. однако, во всей полнотЪ. Пусть 


ед = дол, А А... Анах+ 4, © 


будетъ пфлая функщя и-той степени. коэффишенты которой 4, „Ми, --. 1» 
суть цфлыя числа. Если при х = а функшя }(х) принимаетъ значеше 
(а), которое дфлится на простое число р, то говорятъ, что @ естъ 
корень сравнешя н-той степени 


Их) =0 (тоа. р). (3) 


Если а удовлетворяетъ этому условю, то и каждое число, сравнимое 
съ 4 по модулю р, также удовлетворяетъ этому услов!ю; это вытекаетъ 
изъ предложен, доказанныхъ въ & 67, 3—5. Совокупность всфхъ этихъ 
сравнимыхъ между собою чисель разсматривается, какъ одинъ корень 
нашего сравнения. 

Что имются сравненя этого рода. которыя не имфютъ ни одного 
корня, въ этомъ легко убфдиться на простомъ примЪрф. Возьмемъ, напри- 
мЪфръ, сравнеше: 


1) = +{1=0 (под. 3). 


Это сравненше не иметь рЫшенй, потому что л?--1 ни при какомъ 
цфломъ значеши х не можеть дфлиться на 3. ЗдЪсь, такимъ образомъ, 
теорема, соотвЪтствующая основному предложенйо алгебры, не имфетъ 
мЪБста. Справедливымъ остается только слЪдуюшее предложен: 

Сравнен{е и-той степени при простомъ модулЪ р не можеть 
имфть болЪе, нежели п различныхъ корней. 

Это предложене справедливо при # = 1. Оно будетъ, слФдовательно, 
доказано во всей его общности, если мы докажемъ его для функщи п-той 
‚ степени въ предположени, что оно уже установлено для функщи (и—1)-ой 
степени. Это доказательство можно провести слфдующимъ образомъ. 
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Согласно $ 61, 3, если х и а суть два неопредФленныхъ количества, мы 


можемъ положить: 
1 =@е—@ 9@-До, 


гдЪ (\(х) есть цБлая функшя (п—Г)-ой степени съ цфлыми коэффишен- 
тами. Если, поэтому, [(а) и }[(х) дЬлятся на р, то и произведеше 
(х— а) О(®) должно дфлиться на р; если при этомъ х не сравнимо съ а, 
т. е. разность х— а не длится на р, то О(^) должно длиться на р. 
Если мы, поэтому, примемъ, что доказываемое предложее справед- 
ливо для функши (п— Г)-ой степени, то имфется не болфе н—1 несрав- 
нимыхъ между собой значешй перемфинаго х, при которыхъь ()(х) д$- 
лится на р, а слфдовательно, не болфе п значенй, при которыхъ / (х) = 0. 


ТХ. 8 151. Существоваще первообразныхъ корней по. простому 
модулю. 


Этотъ параграфъ вставленъ авторомъ послЪ предыдущаго. 


1. Въ 8$ 68 доказана теорема Фермата, согласно которой 
1 = 1 (точ. р), 


если р есть простое число и @ не дфлится на р. Если ф есть наименьшее 
положительное число, при которомъ 


аГ=1 (под. р), 


то говорять, что ( принадлежитъ показателю | по модулю р. Если 


при какомъ-либо значении р 
а = 1 (то. р), 


то р есть число кратное {. Въ частности. [ всегла прелставляеть собою 


дфлителя числа р} — 1. Число х, которое принадлежитъ показателю р— 1, 


$? 

называется первообразнымъ корнемъ простого числа р. 
Мы имфли случай встрфчать отдфльные примфры такихъ первооб- 
разныхъ корней. но мы не дали общаго доказательства предложешя. что 
для каждаго простого числа р существують первообразные корни. Это 


доказательство мы теперь дадимъ. 


2. Случай р==2 не представляеть никакого интереса, ибо при 
р— 2 число 1 есть первообразный корень Предположимъ, поэтому, что р 
есть нечетное простое число, такь что р—_1 есть число четное. Разло- 
жимъ р— 1 на простыхь множителей и положимъ 


ий. 


гдЪ а, р, с суть различныя простыя числа, а“, В, с’— наивысшИя степени, 


въ которыхъ эти простыя числа входять въ составъ числа р— 1. Прежде 
всего мы докажемъ: 


*« 
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1) Существуетъь ц$лое число „Ч, которое принадлежитъ 
показателю 4“ по модулю р. 
Въ самомъ дЪлф, степень сравненя 
Е 
а 
хо = (штоа. р) 
ниже, нежели р — 1, поэтому, согласно предыдущему параграфу, между 
числами 1, 2... рр—1 найдется такое, которое этому сравненшю не 
удовлетворяетъ. Пусть у будетъ такое число. Если мы положимъ 


то 
а 
г =1 (под. р). 
Если .{ приналлежить показателю }, то число | должно быть дЪли- 


телемь числа а“. Если бы [ было меныше 4“, то оно должно было бы 
быть дфлителемь числа 4“_', а потому было бы 


Е, 
те 
ей и. 
их ПР. (тод. р), 


что противно условйо. Такимъ образомъ, число  принадлежить пока- 
зателю 4“. 

Такимъ же образомъ можно найти числа В, С..., которыя при- 
надлежать соотвфтственно показателямъ | ааа 


2) Произведене © = АВС... принадлежитъ показателю 
р—1 по модулю р. 

Если мы примемъ, что © принадлежить не показателю р ра 
менышему показателю р, то ( р— 1):р есть цфлое число, большее 1; въ составъ 


этого числа могутъ входить только простыя числа 4, р, с, ..-; такь какъ, 
съ другой стороны, это число болыше 1, то оно должно длиться, по 
крайней мЬрЪ, на одно изъ простыхъ чиселъ а, р, с, ..., скажемъ, на а. 


Если мы, поэтому, положимь р— 1 — рА, то Ё есть цфлое число, крат- 
ное а, а р есть дЪлитель числа (р— №:а. Поэтому, изъ сравнешя 
57 = 1 (тоЧ. р) слфдуетъ: 
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Такъ какъ, съ другой стороны, (р—П:а длится на р, @..., то 
в—1 Р—1 
В“ =1 Са =1,..., 
а потому 
р 1 
а 1 


Показатель, которому принадлежить число ‚„[ по модулю р, долженъ 
былъ бы, такимъ образомъ, быть дфлителемъ числа (р—1):а- Между 
тЪмъ, этимъ показателемь служить число а“, которое не входить въ 
составъ числа (р — 1): 4. 


3. Этимъ доказано существоваше первообразнаго корня © для каж- 
даго простого числа р. Каждое число, сравнимое съ © по модулю р, также 
будеть первообразнымъ корнемъ по тому же модулю. Совокупность всфхъ 
этихь сравнимыхь межлу собою чисель мы будемъ разсматривать, какъ 
одинъ первообразный корень. 

Числа ь 


72 3 р—2 
о 


всф несравнимы между собою, а такъ какъ ни одно изъ нихъ не длится 
на р, и число ихъ равно р— 1, то между ихь вычетами фигурируеть 
каждое изъ чиселъ 

ВЕ, р. ед зао |0 —=1 


ОДИНЪ И ТОЛЬКО ОдДиИНь разъ. 


4. Можно безъ труда опредфлить показателя Я которому принад- 
лежить любое изъ этихъ чиселъ, скажемъ 5*. Именно, если с есть общий 
наиболышй дфлитель чисель фир — 1 и Ё= ей, р—1 = 6], ой} 
и представляеть собой число простое относительно |. ВмьстЬ съ тфмъ 
2" — 0 сравнимо съ 1 только въ томъ случа, если р дфлится на | 
Сообразно этому 2* принадлежитъ показателю [, а такъ какъ число зна- 
ченй, которое можетъ имфть число &, есть ф(/) (5 67, 9), то имъется 
ф (Г) несравнимыхъ между собою чиселъ. которыя принадлежать пока- 
зателю [. Если мы положимъ {=р— 1, то придемь кь заключению, 
что существуеть ф(р— 1) несравнимыхъ между собою первообразныхъ 
корней простого числа р. 


Х. 8 152. Евадратичные вычеты простыхъ чиеель. 


Этотъ параграфъ вставленъ во второмъ издани послЪ $ 72. 


1. Мы уже видфли въ предыдущемъ параграфЪ, что простому нечет- 


1 
ному числу р всегда отвфчаеть > (р — 1) квадратичныхъ вычетовъ и 


столько же невычетовъ, если мы число нуль разъ навсегда выключаемъ. 
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Квадратичные вычеты можно получить, какъ вычеты чиселъ 


ЛО 
12 2 а е ты 
в: ‚(= 


Числа, которыя въ этомъ ряду не фигурирують, суть невычеты. Для 
сокращеня рфчи мы будемъ теперь разсматривать всф числа, имьюния 
одинъ и тоть же вычеть по модулю р, какъ одинъ индивидуумъ, одинъ 
числовой классъ. Сообразно этому, мы будемъ вообще разумфть подъ 
квадратичными вычетами всф числа а, при которыхъ сравнене лх? = а 
(тоа. р) имфетъ ршеня. Въ настоящемъ параграфЪ для сокращеня рфчи 
мы будемъ также говорить просто вычеты вмфсто квадратичные вы- 
четы. Мы получимъ слфдующя предложен. 


2. Произведен{!е двухъ вычетовъ есть вычетъ. 
Въ самомъ дЬлЪ, если 


ее О 
то 
(хх = аа’ (тоя. р), 


такимъ образомъ, аа’ также есть вычетъ. 


3. Произведен{е вычета на невычетъ есть невычетъ. 
Въ самомъ дЬлЛЪ, если 4 и 44’ суть вычеты, то существуетъ два 
такихъ числа хи у, которыя удовлетворяютъ сравненямъ: 


С 


съ другой стороны, согласно $ 71, 1, существуеть такое число х’, что 
хх’ == 1. Въ такомъ случаб: 


Пя. бр, 


а потому 4’ также представляеть собою вычетъ. Отсюда вытекаетъ, что 
произведеше аф есть невычетъ, если (4 есть вычеть, а К невычетъ. Въ 
самомъ дЬлЪ, если бы @ф было вычетомъ, то и р, какъь мы только что 
показали, было бы вычетомъ. 


4. Произведен{!е двухъ невычетовъ есть вычетъ. 

Въ самомъ дЪлЪ, если | есть какое-либо число, которое не дфлится 
на р, то произведене рр пробЪгаетъ полную систему вычетовъ по мо- 
дулю р, когда множитель р пробЪгаеть полную систему вычетовъ. Эта 
полная система вычетовъ состоитъ изъ квадратичныхъ вычетовъ @& и квад- 
ратичныхь невычетовъ В. Если р есть невычетъ, то произведеше рх, 
согласно предыдущей теоремЪ, проходитъ черезъь всф невычеты. Слфдо- 
вательно, произведене р должно пройти черезъ вс вычеты. 
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Полезно провфрить эти теоремы на произвольно взятомъ примЪфръ; 
напримфръ, при р = 13: 
ата то т 1 
Е и ОЕ 
5. Критер!й Эйлера. 
Если х означаетъ число, не длящееся на р, то, по теорем Фермата, 


РЕ Е 
1 == (. = ‚) (Е се ,) =0 (тоа. р). 


Поэтому одинъ изъ множителей 
Ей = 
Е и. 
долженъ дфлиться на р. Но оба множителя совмфстно не могутъ длиться 
на р, ибо въ такомъ случаф ихъ разность 2 тоже дфлилась бы па р. 


Положимъ теперь, что @ есть квадратичный вычеть числа р. Въ такомъ 
случаБ существуетъ число с, удовлетворяющее сравнен!ю 


62 = а. 


ПримЪфняя вновь теорему Фермата, получимъ: 


р1 
а’ =! =1 (под. р), 
а потому каждый квадратичный вычетъ удовлетворяетъ сравненю 
а 
ЕН = 


Этому сравнению удовлетворяютъ всЪ 5 (р— 1) квадратичныхъ выче- 
товъ. Согласно же теоремЪ, доказанной въ $ 150, 2 ему не можетъ удовле- 
творять ни одинъ изъ невычетовъ. Слфдовательно, квадратичные невычеты 
удовлетворяютъ сравненйо 

р-1 


2% = 
х 1 = 0. 
Мы получаемъ, такимъ образомъ, теорему: 
Число с представляетъ собой квадратичный вычеть или 
невычетъ, смотря по тому, какое изъ двухЪъ сравнен!й имфетъ 


м сто: 
р21 


СЪ Зил битой) (1) 
6. Критер1й Гаусса. 


1 
Пусть с будеть число, не дБлящееся на р. Разсмотримъ > (р — 1) 
чиселъ, кратныхъ с: 


—1 
С, Я ЗС, © 05 Р 5 (2) 


_ ба 
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а также произведене этихъ чиселъ 


ИС эй (3) 


Абсолютно наименьшЕе вычеты чиселъ (2) по модулю р содер- 
жатся въ ряду чиселъ 
Е. т. 
2 
Съ другой стороны, между этими абсолютно наименышими вычетами не 
можетъ быть двухъ, имбющихъ одну и ту же абсолютную величину. Въ 
самомъ дЬЛЪ, если бы гс = -Н с, то г- Г’ должно было бы длиться 
на р; между тмъ это невозможно, если г и г’ суть различныя положи- 
тельныя числа, оба меньшшя 5 р. Поэтому, абсолютныя величины абсо- 
лютно наименьшихъ вычетовъ чиселъ (2) совпадаютъ съ числами 


Если, поэтому, среди абсолютно наименьшихъ вычетовъ чиселъ (1) 
имфется | отрицательныхъ, то 


РЕ (1.1.2.3... (тоа. р). (4) 


Сопоставляя сравненя (3) и (4), получаемъ: 


с* =(—1)* (точ. р). 


Въ связи съ предыдущей теоремой это приводитъ къ слфлующему выводу. 

Число с, не дълящееся на р, представляетъ собой квадра- 
тичный вычетъ или невычетъ по модулю р, смотря по тому, 
имфется ли между абсолютно наименьшими вычетами чиселъ (2) 
четное или нечетное число отрицательныхъ чиселъ. 


7. Если мы примфнимъ эту теорему къ числу с—=—1. то числа ряда 
(2) сами представляють собою свои абсолютно наименыше вычеты; всЪ 
они отрицательны. Такимъ образомъ, — 1 есть квадратичный вычетъ, если 
- (р —1) есть четное число, и невычетъ, если а (р— 1) есть число нечет- 
ное. Это совпадаетъ съ предложенемъ, доказаннымъ выше инымъ путемъ: 

Число — 1 представляетъ собой квадратичный вычетъ всЪхъ 
простыхъ чиселъ вида 4т--1 и невычетъь простыхъ чиселъ 
вида 471 -| 3. 


*) Абсолютныя величины вычетовъ чиселъ (2) могутъ отличаться отъ чиселъ 
Этого ряда порядкомъ. 
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8. Обратимся теперь къ числу с = — 2. Въ такомъ случаЪ рядъ (2) 
совпадаетъ съ рядомъ четныхъ отрицательныхъ чиселъ 
—2, —4, —6,..., (р). 


Если 8 + р, то —2г представляетъ само свой абсолютно наименьший 
положительный вычетъ, который будетъ, поэтому, отрицательнымъ, Если же 
2т —_ фь то абсолютно наименыпимъ вычетомъ числа — 2г будетъь р— 2; 
онъ имЪфетъ, слЪдовательно, положительное значеще. Такимъ образомъ, (^ 
есть число четныхъ положительныхъ чиселъ, которыя меньше -Ь 
или, что сводится къ тому же, число всфхъ цфлыхъ положительныхъ 
чиселъ, которыя меньше ар. Число р всегда приводится къ одному изъ 
четырехъ видовъ: 8т-- 1, 8ш- 3, 8-5, 8т--7. Въ каждомъ изъ 
этихъ четырехъ случаевъ № есть число положительныхъ чиселъ г, которыя 
удовлетворяютъ условямъ: 


—_ Эт т, Ам 
= т, 
гота, и=2м |1, 
гот, и=т- 1. 


Отсюда вытекаеть слфдующее предложене: 
Число — 2 есть квадратичный вычетъ всЪхъ простыхъ чи- 


Е 


селъ вида 


8т +1, 8т +3, 
и невычегъ всфхъ простыхъ чиселъ вида 
8пШ- 5, 8т 7. 

9. Сопоставляя это предложеше съ предыдущимъ, МЫ приходимъ, 


согласно п.п. 2, 3, 4, къ сл5дующей теоремЪ: 
Число {-2 есть квадратичный вычетъ простыхъ чиселъ вида 


8т-1, 8т 7, 
и невычетъ простыхъ чиселъ вида 
8т +3, 8т- 5. 
10. Историческия свЪдЪн!я о квадратичныхъ вычетахъ. 


Если с есть квадратичный вычетъ числа р, то существуютъ цфлыя 
числа х, для которыхъ квадратичная функшя 


1) = *—с (5) 


дфлится на р. Поэтому, старые авторы по теори чисель Эйлеръ, Ле- 
жандръ и друЦе называютъ простыя числа, для которыхъ с есть квадра- 


© 


РА ь: — 
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тичный вычетъь, простыми дфлителями функши }(х). Задача, которую 
мы здЪсь разобрали для случаевъ с = —1, ==2, устанавливаетъ простыхъ 
дфлителей функшй л? Ти х?-=2. Фермату эти результаты были уже 
извфстны. Но, повидимому, онъ пришелъ къ нимъ только путемъ индук- 
щи. Доказательство для случая с = — 1 было дано Эйлеромъ, а для 
случая с = = 2 Лагранжемъ. ОбшйЙ закоиь для любого с быль выска- 
занъ впервые Эйлеромъ (1783), но не былъ имъ доказанъ. Этоть общий 
законъ, который Лежандръ называетъ закономъ взаимности квадратич- 
ныхъ вычетовъ, а Гауссь „ТНеогета Гипдатеп{а]е 11 Чоснипа 4е 
ге51@и1$ дца@гас1$“, играетъ въ истори новой теор!и чиселъ очень 
важную роль. КромБ Эйлера и, повидимому, совершенно независимо оть 
него къ этому закону индуктивнымъ путемъ пришель Лежандръ (1785), 
но доказательство было дано впервые Гауссомъ въ 1786 году. 

Гауссъ много разъ возвращался къ этому предложеню и до 1818 
года далъ 6 доказательствъ этого предложеншя, основанныхъ на совер- 
шенно различныхъ принципахъ. Еще два доказательства были найдены 
въ его посмертныхъ бумагахъ. 

Друня доказательства даны Коши, Якоби, Эйзенштейномъ, Куммеромъ, 
Кронекеромъ и другими. Особенно простое доказательство принадлежить 
пастору Целлеру *). 

Содержане этого общаго закона можеть быть выражено слфду- 
ющимъ образомъ. 

Если изъ двухъ нечетныхъ простыхь чиселъ ри 4 по край- 
ней мЪрЪ одно имфетъ видъ 4т- 1, то р есть квадратичный 
вычеть или невычетъ по модулю {, смотря по тому, есть ли 4 
вычетъ или невычетъ по модулю р. Если же оба числа рид 
имбютЪ видъ 471 --3, то р есть вычеть по модулю 4, когда 9 
есть невычетъ по модулю р, и обратно. 

Случаи с=—Т и С—=-=2, которые мы разсмотрфли выше, не 
содержатся непосредственно въ общемъ законф и носятъ назваше до- 
полнительныхъ предложен!й къ закону взаимиости квадратич- 
ныхъ вычетовъ. Подробныя свЪлЪня о доказательствахъ закона взаим- 
ности можно найти въ спещальномъ сочинени О. Баумгарта **). 


*) МопаБенсШе ег Вейтег Асадепие 1872. 


**) Озма1А Ваишваге „ОеБег 4аз диа@гайзсНе Вергогирезе“, 11ерир. 
ТеиЬпег. 1885. 
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Значеше числа 9. 

„ абсолютное 35, 165. 
Золотое сБчене 114. 


Идеи 4, 569, 577. 

Извлечене корня 72. 

ИзмБримость 98. 

Измърительные приборы 98. 

Инваранты уравненя четвертой сте- 
пени 340. 

Инверая 176. 

Индексы при буквахъ 31, 583. 
› въ сравнешяхъ 269. 

Индуктивный процессъ умозаключеня 
15. 

Индукшя совершенная 14. 

Интегралъ 554. 

Интегральная функщя 551. 

Интерполящонная формула Лагранжа 
598. 
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Интерполящя (при употреблеши лога- 
риемическихъ таблицъ) 130. 
Ирращональныя числа 74. 
„ › ДЬйстыя надъ ними 84. 
обращене ихъ въ непрерыв- 
ныя дроби 303. 
приближенное выражеше ихъ 
при помощи ращональныхъ 
дробей 307. 
История математики (литература) 567 
Исчислимый комплексъ 18. 


Тордань Неморарйй 571. 


Канторъ Г. 17, 77, 577. 
Канторъ М. 212, 567. 
Кардинальныя числа 19. 
Карданъ 171, 411. 
Категория 3. 
Квадратичные и неквадратичные выче- 
ты 281. 
» вычеты простыхъ чисель 600. 
Квадратный метръ 102. 
Квадратныя числа 206. 
Квалратура круга 520. 
Квадрать 32. 
Кирхгоффъ 149. 
Классъ 3. 
Клейнъ Ф. 414. 
Колеблюшийся рядъ 448. 
Комплексныя числа 154. 
„ сложеше и вычиташе 155. 
- › Умножене и дБлеше 156. 
Комплексы 3, 578. 
Конечное число 10. 
Коническое сфчеше и уравнене 4-ой 
степени 345. 
Коническя сфченя (пучекъ) 346. 
Корень 72, 116. 
»„ квадратнаго уравненя 152. 
„ степень его 116. 
существоване его (основная тео- 
рема) 246. 
„ функши 2-ой степени 162. 
цфлой функши 220. 
т: изъ единицы 367. 
„ „ алгебраическое опредфлеше 
ихЪ 373. 
» „ Выражене ихъ въ радика- 
лахъ 398. 
Корни квадратные 72, 117. 
„ м ИЗЪ мнимыхь чиселъ 158. 
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Корни квадратные, обращене въ не- 
прерывныя дроби 309. 
Косвенный анализъ (химическ!й) 147. 
Косинусъ (выражеве его безконечнымъ 
произведешемъ) 510. 
Коши 172, 237, 416, 605. 
Коэффищшенты степенного ряда 450. 
„ ЦБлой функщи 152, 286. 
Кратное 44. 
„ общее 49, 60. 
„ общее наименьшее 49. 
Кратные корни цфльхъ функщй 225. 
Кронекеръ 20, 408, 413, 578, 595, 605. 
Кругъ сходимости 456. 
Кубическй корень 117. 
Кубичесюй метръ 102. 
Куммеръ 605. 


Лагранжевъ способъ приближениаго 
вынчисленя корней 414. 
Лагранжь 413, 414, 549, 582, 593, 605. 
Лежандръ 317, 605. 
Лейбницъ 172. 
Леонардо-да-Винчи 115. 
Леонардъ Иизансюй 571. 
Линдеманнъ 570. 
„ доказательство трансцендентности 
числа я 521. 
Линейныя уравнемя 152, 588. 
„ фуикши 223, 586. 
Лин косинусовъ 540. 
„ синусовъ 540. 
Логариемичесве ряды 488. 
Логариемическя таблицы 130. 
„ » ихь употреблеше (примфры) 135. 
„ » интерполящя 130. 
Людольфово число 495. 
Гадой уоп Сешеп 495. 
По 71. 


Максимумъ и минимумъ 84, 544. 
Макъ-Лорена рядъ 552. 
Мантисса десятичной дроби 95. 
„ логариемовъ 129. 
„ перюодической десятичной дроби 
263. 
Масштабъ 98. 
Машинъ 494. 
Метацикличесюя уравненя 399. 
„ числа 399, 403. 
Методы исключеня 138. 


Метрическая конвенщя, интернащональ- 
ная 102. 
Миллардъ 570. 
Миллонъ 570. 
Миноры опредфлителя 142, 588. 
Мнимые корни 220. 
квадратныхъ уравненй 163. 
„ „ Кубическихь уравневй 324. 
Мнимыя числа 154. 
ихъ геометрическое изображе- 
не 164. 
„ зо иИХь исторя ИТ. 
Множимое 26, 40. 
Множители 44. 
Множитель 26, 40. 
Модуль сравнешя 254. 
Молькъ 578. 
МопсТа 567. 
Мощность 4. 
Муавра формула 171. 
Муавръ 172. 
М5ра, общая наибольшая 45. 
МЪры объемовъ 102. 
„ поверхности 102. 
„› Ффизичесмя 103. 


” ь 


о: 


Названя и обозначенге чиселъ (цифры) 
9, 570. 
Наименьшее общее кратное 49. 
Натуральные логариемы 127, 489. 
» числа И. 
НеизвЪстное 137, 220. 
Неопредфленное уравнене 254. 
Неперъ 126, 581. 
Непрерывность биномальнаго ряда 476. 
„ комплекса 109. 
„ степенного ряда (Абелева теорема) 
450. 
„ теорема о непрерывности 86, 122. 
„ функщи 476. 
Непрерывныя дроби 303. 
обращене квадратныхь кор- 
ней въ непрерывныя дроби 309. 
перюдичесвя 313. 
разложене вещественнаго кор- 
ня въ непрерывную дробь 364. 
Неприводимость функши л" — а 391. 
Неприводимый случай при рЪшенм 
уравнений 3-ей степени 323, 396. 
Неприводимыя (или неразложимыя 
функши 229. 


>» ? 


Е 3 


» з 
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НеразрЬшимость уравненя 5-ой степе- 
ни въ радикалахъ 403. 

Несоизм5римыя величнны 108. 

Нессельманъ 568. 

Нечетное число 42. 

Никомедь 410. 

Нормальный метръ 102. 

п-угольникь 369. 

Нуль 20, 35. 

Митегиз логариема 124. 

Ньютоновъ законъ всемрнаго тягот$- 
ня 106. 

Ньютоновъ способъ приближеннаго вы- 
численя корнй 359. 

Ньютоновы формулы для суммЪъ оди- 
наковыхъ степеней 242. 

Ньютонъ 172. 


Область ращюнальности 234, 386. 
Обратныя перестановки 184. 
Обращенная дробь 63. 

Общй наибольинй дфлитель 45. 

›» л » Цфлыхь функшй 225. 
Однозначное соотвЪтств!е 5. 
Однородныя уравнешя 144. 
Опредфлители 583. 

Опредфлитель функши 2-ой степени 343. 

„ системы уравненй 138, 141. 
Ориз Раанпит 578. 

Основаше логариемовъ 122. 
„ системы натуральныхь логарие- 
мовъ 434. 
„ степени 32, 63, 119. 
Остатокъ 43, 222. 

„ абсолютно наименьший 47. 
Отношене 101, 109. 

Отображене комплекса на другомъ 

комплексф 4. 

Отрицательныя числа 34. 
Отто 579. 


Параболы 537. 

РаЦез рторогНопае$ 131. 

Пачюло Л. 115. 

Пелля уравнене 315. 

Первообразные корнн простыхъ чи- 

селъ 262. 

доказательство нхъ существо- 

ваня 598. 

Первообразные и непервообразные кор- 
ни изъ еднннцы 399. 


> ыы 


Первообразныя функши 594. 
Перемфнное 219. 
Перемфстительный законъ при сложе- 

ни 24, 38. 
прн дфйств!яхъ надъ дробями 61. 
-. » „ надъ мнимыми числами 155. 
яя э надь иррацюнальными чи- 

слами 90. 
при составленш перестановокъ 
181. 

„ »„ при умножени 26. 
Перестановка главная 175. 
Перестановкн 173. 

„ обратныя 184. 

„ примфнене ихъ для опредБленя 

числа и-угольннковъ 175. 

„ четныя и нечетныя 175. 
Пересфчене комплексовъ 7, 11. 
Перодическя десятичныя дроби 262,427. 

„»» » чистыя и смышанныя 264. 
Перюдическя непрерывныя дроби 314. 
Перюды вычетовъ 261. 

„ при дБлейн окружности на части 

380. 
Пивагорейцы 115, 301. 
Пиеагорова теорема 284. 
Пивагоровы треугольники 284. 
Пиеагоръ 576. 
Планудъ Макснмъ 571. 
Подкоренное чнсло 116. 
Подстановки 138. 
Подходянйя дроби 307. 
Показатель 32, 63. 
Показательная функшя 465, 539. 

„ „ ея свойства 522. 
Полиномъ 32. 

Полная система вычетовъ 256. 
Полные квадраты 72, 206. 
Положительныя числа 35. 

Порядокъ величины числа 107. 
Порядокъ группы 191. 

Построене съ помощью циркуля н ли- 

иейкн 386. 

Правило знаковъ (Декарта) 348. 

Правильная дробь 58. 

Правильная часть комплекса 7. 

Правильное (или собственное) и ненра- 
вильное разложене числа на сумму 

двухъ квадратовъ 288. 

Предфль 425. 


Предблъ ряда 451 
Уп 


ое 468. 
Приближенное вычислене интеграловъ 
558. 


рЬшеше уравненй 347. 
Приближенныя злаченя 86, 91, 95. 
„ = Десятичныхъ дробей 68. 
Ириводимыя и неприводнмыя функши 
228, 592. 
Ирюбщене ирращюнальности 234, 386. 
Прогресс ариеметическя 155, 204, 493. 
„ геометрнческя 125, 210, 423. 
Произведеше 26. 
„ безконечное 503. 
суммъ 30. 
„ функц 220. 
Производная функшя 224, 543. 
Нроизводная цфлой функщши 520. 
Пропорщи 112. 
Рго$НарНаегез1$ 579. 
Простые сомножители 50. 
Простыя числа 49, 295, 517, 564. 
вида 41-1 280, 288. 
Противоположныя числа 36. 
Проценты, процентная такса 212. 
Проценты сложные 213. 
Прямоугольныя числа 206. 
Фома 580. 
Пуанкаре 570. 
т — число 103. 
„ вычислене его 493. 
приближениыя значеня 309 
„ трансцендентность 529. 


. 


Равенство 22. 
Радикалы 117. 391, 398. 
Разложеше большихъ чиселъ на про- 
стыхь множителей 295. 
„ приводимыхь функщ 2729, 599. 
„ фунющи съ помощь прюбщенй 
радикала 391. 
числа на сумму двухъ квадратовъ 
288. 
Разность 34. 
„ ариеметической прогресфи 125, 
204, 207. 

„ Квадратовъ двухъ чиселъ 219. 
Разрывныя функщи 501. 
Расположене ирращональныхь чиселъ 

но величинЪ 80, 
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Расположен чиселъ натуральнаго ряда 

по величинв 15. 

Расходимость рядовъ 496. 
Расходящеся и сходящеся ряды 498. 
Рашюнальныя числа 57, 76. 
Керша Раз 356. 
Резольвента 330. 
Рекуррентный прмьъ 15. 
Рента 212. 

„ ея выцислене 214 

Ретикусъ 578. 

Ризе 571. 

Риманъ 449. 

Козепрегрег 567. 

Ролль 413. 

Рунге 102. 

Руссель 578. 

Руффини 415. 

РЪшето (Эратосееново) 53. 

Рядъ абсолютныхъ значенй 453 
„ Лейбница 492. 
„ ЦБлыхь чиселъь 36. 

Ряды 423, 442. 

„ арнеметичесве 207, 423. 
биномй1альные 478. 
геометричесве 210, 423. 
для показательной функши 463 

„ логариемичесве 488. 

„ сходимость нхъ 443, 445 

„ Фурье 502. 

„ Циклометрическе 490. 


Семнадцатиугольникъ 383 
Сила 107. 

„ единица ея 108. 
Сильвестръ 413. 

Симметрическы фупкши 236, 334. 

„ „ основныя 2937. 
Симметричный способъ рЬшешя 143. 
Симпсоново правило 560. 

Синусоиды 540 
Синусъ (его выражене безконечнымъ 

произведенемъ) 505. 
Система 3. 

„ мМ5Бръ, абсолютная 104 

„ счислен!я 19. 
Складыване 24. 

Скорость 104. 
Слагаемое 25. 
Сложеше 23, 37. 
„ дДесятичныхъ дробей 67. 


Сложеше дробей 59. 
Сложеше и вычиташе безконечныхь 
рядовз, 458. 

» » „ иррашональныхъ чиселъ 85. 
Слфдъ 394. 

Совершенная индукшя 14. 
Совершенныя числа 299. 

Согруппы 337. 

„Соизмфримый“ (терминъ) 101. 
Сокращенное умножене 70, 
Сомножители 27, 44. 

Сопряжене 4. 

Сопряжене комплексовъ (см. отобра- 

жене) 4. 

Составлеше перестановокь 180. 
Сочетаня безъ повторен 194. 

„ съ повторенями 198. 
Сочетательный законъ прн дфйстьяхъ 
надъ дробями 61. 
надъ мнимыми числамн 
155. 

- » При сложени 24, 38. 

„ при составлени перестановокъ 
181. 

„ › при умножени 27. 

Сравнене высшихъ стененей 596. 

Сравнимыя числа 254. 

Среднее ариеметическое двухъ чисель 
128. 

»„ геометрическое 128. 

. знацеше 99. 

„ пропорщюнальное 113. 

Стенени 32. 
„» „дробей 63. 
„ общая теорйя 118. 
отрицательныхъ чисель 42 
съ лробными показателями 118. 
‚ `Съ иррашональными ноказателями 
ТР 

„ Сь отрицательн. показателями 64. 
Степенные вычеты 259. 

» ряды 432, 450, 455. 
Степень цБлой функши 219. 
Субститущя 178. 
Сумма 25. 

» безконечнаго ряда 495. 

„ общее опредфлеше 442. 
„ одинаковыхъ степеней 240. 
цифръ 52. 
> членовъ ариометич. прогресс 205, 


ще © 
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Сумма членовъ геометрической прогрес- 
сш 210. 
Сходнмость абсолютная н неабсолют- 
ная 446, 454. 
безконечнаго произведеня 503. 
„ рядовъ, ея признакъ 430, 443, 446. 
» Рядовъ съ комплексными членами 
453. 
Сходящеся и расходяшеся ряды 424. 
и » Примбры 428. 
Счетъ 8. 
Счетъ (отсчетъ) 25. 
Счетная доска (АБасиз) 45, 570. 
Счислене (изъ истори его) 567. 
Сфчене 77. 
„ золотое 115. 
„ ращюональное и иррашюнальное 78 


"Таблица индексовъ 262. 
Таблицы Адамса 513. 
Тайлоръ 552. 
»„ Теорема его 522, 549. 
Таппегу 568. 
Тарталья 411. 
Теорема Пивагора 284. 
Тетраэдрическя чнсла 209. 
Транспозишя 176. 
Трансцендентность чнсла с 525. 
о 5 
Трансцендентныя числа 520. 
Треугольныя числа 206. 
Трнгонометрическое рЬшене кубиче- 
скаго уравненя 327. 
Тригонометрнчесве ряды 496. 
Тригонометричесмя функши 167, 540. 
„ »„ Какь суммы рядовъ 468. 
Триномъ 32. 
ТторЖе 567. 
Тяжесть 107. 


Углы (ихъ измфрен) 102. 
Уменьшаемое 34. 
Умножене 26, 40. 
„ безконечныхъ рядовъ 458. 
„ десятичныхь дробей 68. 
дробей 60. 
»„» иррашюнальныхъ циселъ 85. 
опредфлителей 586. 
„ сокращенное 70. 
Уравнеше З-ьей степени въ неприво- 
димомъ случа не разрЪшается съ 


помощью вещественныхъ радика- 
ловъ 396. 
Уравнене 3-ьей степени не разр шается 
съ помошью квадратныхъ корней 
388. 
5-ой степени не разрЪшается въ 
радикалахъ 408. 
Уравневя 1-0й степени съ однимъ и 
и двумя нензвфстными 137. 
„ 2-ой степени 152. 
два 2-ой степени съ двумя неиз- 
въстными 342. 
3-ьей степени 318. 
„ 4-ой степенн 328. 
„ 5-ой степени (Брингъ Жерардова 
форма) 414. 
„ двучленныя 390. 
„ приближенное вычислене ихъкор- 
ней 347. 
Огзи$ 580. 
Ускореше (единицы ускоренйя) 105. 
„ силы тяжести 106. 
Услове сходнмости 426, 430. 
Учене о комплексахъ 


ы 


Фаза комплекснаго числа 166. 
Факультетъ 174, 514. 
Фермата знаменитая теорема 286 
теорема 203. 
„ „ обобщенная 261- 
Фермать 575. 
Феррари Луиджи 411. 
Ферро 411. 
Физичесюя мфры 103. 
Формула для приблнженпаго вычисле- 
тя и! 517. 
Ч ормула Кардана 323. 
Формулы сложешя въ тригонометрии 
168. 
Фреге 578. 
Функши 536. 
„ представлеше ихъ съ помощью 
кривыхъ 356, 586. 
„ разложене ихъ на линейныхъ мно- 
жителей 224. 
„ разрывныя 501. 
„ Цфлыя 219. 
„ 2-0й степени 161. 
2 ой степени, нхъ разложеше на 
линейныхъ множителей 161. 
„ З-ьей степени 239. 
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Фурье 413. 


з 


ряды 502. 


Ф(п) 256. 


Характеристика логарнемовъ 129. 
Химическ  анализъ 147. 
Христофель 77. 


Циклометрическе ряды 490. 
Циклы 185. 

Цифра 571. 

Цфлое число 36 

Цфлыя функши 219. 
ЦБпная лин я 541. 

ХещНеп 567. 


Частное 43. 
Часть комплекса 7. 


” 


правильная 7 


Чернакъ Л. 54. 
Чирнгаузъ 414. 
Числа 8, 19. 


> 


алгебраическая 219, 520. 
Бернуллевы 511. 

дробныя 55. 

комплексныя 154. 

конечныя и безконечныя 10, 17. 
минмыя 154. 

натуральныя 11. 

положигельныя н отрицательн. 35. 
простыя 49 

противоположныя 35. 
рашональныя и иррацюнальныя 
57, 74. 

совершенныя 299. 

сопряженныя относительно функ- 
щи 394. 

составныя 49. 

союзныя 301. 

трансцендентныя 520. 

цфлыя 36. 

четныя, нечетныя 42. 


в 
Числитель 55. 

Числовая плоскость (комплексная) 164. 
Числовой комплексъ 9. 


корпусь 234. 

рядъ 423- 

„ натуральный 10, 
расположене чисель его по 
величинЪ 15- 


а 


Четное чнсло 42. 
Четныя и нечетн. перестановки 177, 190. 


ВР. 


615 


Члены полинома 32. ` Эйлеръ 172, 283, 296, 301, 517, 576 
Шанксь 495. | 602, 604. 

СЬа$фез 567. о 282, 296. 

Шрёдеръ 569. Электрическй токъ (примЪръ) 149. 
Штаудть 376, 385. Элементы комплекса 3. 

С4асКе! 567. Эратосвенъ 53. 

1Штифель 208, 580. Эрмить 521- 

Штурмь (георема ИБурма) 352. Якоби 146, 605. 


Эйзенштейнь 231, 605. Японя 309. 


ОГЛАВЛЕНТЕ. 


Предислове къ русскому изданю . 
Предислов!е автора 
Предислове ко второму изданю 


Хр чл Ур оч р УВ 


сд 0 Мл ив Ув их Мл 


их мл 


в 0х о Ма МЕ 


эмьюю- 


Книга 1. 


Основашя ариеметики. 


Глава [. 


Натуральныя чиела. 


. Единицы, комплексы 
. Сопряжене, мощность - 
. Числа и счетъ 


Теорема о  БеННой индукщи 


. Расположене чиселъ натуральнаго ряда по величинЪ 
. Кардинальныя числа. Системы счисленя . 


Глава ИП. 


Ариеметичесвя дЪйстня. 


. Сложен 

. Умножене - 

. Произведеня суммъ . 

. Возвышене въ степень . 
. Вычитане. Отрицательныя числа 
. Дъйстёя надъ цфлыми числамн. 
. Умножене 


Глава Ш. 


Дълене и введеше дробей. 


. Дълеше и дЪлимость чисель - - 
. Обшйй наибольший дфлитель. Числа первыя а Соб. Наименьшее 


кратное 


. Простыя и составныя числа . 

. Дробн у 

. Дъйствя надъ ий : 

. Десятичныя дроби м х 

. Приближенныя значення десятичныхь САИ 


23 
26 
30 
32 
34 
37 
40 


43 


45 
49 
55 
59 
66 
68 


рол хр охл д 


[9 
— 


лол охл ме хр 9х 


У о ЧА м Чл 05 м хл хх 


к Ул 


шо ыь 
оф 


32. 
33. 
За. 
35. 
36. 
37. 
38. 


36. 
40. 
41. 
42. 


43. 
44. 
45- 
46. 
47. 


48. 
49. 


618 


Глава [М. 


Иррацональныя чиела. 


.- Извлечене квадратныхъ корней. 

. Иррашональныя числа . 

- Верхняя и нижняя гранина : 

. ДЪйстйя надъ нррашональными числами 

- Безконечныя десятичныя дроби. ды 
. Превращене обыкновенныхъ дробей въ десятичныя 


Глава \. 
Отношентя 
. Изм5рнмость 
. Отношеня 
. Физнчесюя м5ры. 
. Несоизмфримыя величины 
. Пропорщи 
Глава УТ. 
Стенени и логариемы. 
Корни . а 
Общая теоря степеней 
Логариемы . 


Неперовы логариемы 
Бригговы логариемы 
Интерполяшя 
Примфры . 


Глава \П. 


Уравнен1я первой степени. 


Уравнея первой степени съ однимъ и двумя неизвЪстными 
Уравненя первой степени съ тремя неизвЪстными 
Однородныя уравненя. 

Приложеня . 


Глава МШ. 


Квадратныя уравнен!я и мнимыя чиела. 


Квадратныя уравненвя . 

Мнимыя числа. д « ча № 
Извлечене квалратнаго корня изъ мнимыхь чисель. 
Функщи второй степени + . . 
Геометрическое изображеше комплексныхъ чиселъ 


Глава ШХ. 


Перестановки и сочетания. 


Перестановки с к 
Четныя и нечетныя перестановки. 


Стр. 
72 
74 
82 
84 
90 
93 


98 
101 
103 
108 
112 


116 
118 
122 
125 
128 
130 
135 


137 
139 
144 
147 


152 
154 

58 
161 
164 


173 
175 


.. 


305 305 \У. 3 ча 
лил 
фм о 


= 
= 


р Ук в Ур УХ 
ямы 
чом 


908 305 5х чл 


де Ул 3х 
|2] 
сл 


60. 
61. 
62. 
63. 


619 


. Составлеше перестановокъ , 

. Изображене перестановокъ въ циклахъ 
. Группы перестановокъ. 

. Сочетая безъ повторенй 

. Сочетая съ повторенями 


Глава Х. 


Различныя приложенля. 


. Биномъ Ньютона - 

. Ариеметическе ряды ка 3 

. Ариеметическе ряды высшаго порядка 
. Геометричесве ряды 

. Вычнслене процентовъ и ренты 


Книга Ш. 


Алгебра. 
Глава Х]. 


Алгебраичесня уравнешя. 


Цлыя функши и ихъ корни 

Дъленйе цблыхъ функшй . 

Обиий наибольшй дфлнтель о 
Приводимыя и неприводимыя функши. 


Глава ХЛ. 


Основныя теореиы алгебры. 


- Симметрнчесюя функщи . 
. Суммы одинаковыхъ степеней . : Эка т: о 
- Основная теорема о существовани корня алгебраическаго уравненйя . 


Глава ХШ. 


Неопред$ленныя уравненя первой степени. 


. Сравненя 

. Степенные вычеты к -. 
. Перюдическя десятичныя дроби, 
. Уравненя Дюфанта 


Глава ХГУ. 


Неопредфленныя уравнешя второй степени. 


. Теорема Вильсона 

. Квадратичные вычеты 

. Пиеагоровы треугольники 

. Знаменитая теорема Фермата а 

- Разложеше числа на сумму двухъ квадратовъ . ‹ 
- Разложене большихъ чиселъ на простыхъь множителей. 
. Совершенныя числа 


Стр. 
178 
185 
190 
194 
198 


201 
204 
207 
210 
212 


219 
221 
225 
228 


236 
240 
246 


254 
259 
262 
270 


277 
281 
284 
286 
288 
295 
2539 


д мр мв ИА 9 р М 9 
[2 
> 


Приближенное вычиеслене корней чиеленныхъ уравнен!\. 


Ил. и мА ЗВ УХ 
®) 
[97] 


5 мл Ул 
(=) 
= 


$ 105. 


620 


Глава ХУ. 


Непрерывныя дроби. 


. Обрашене ирращюнальныхъ чиселъ въ непрерывныя дроби. : 
. Приближенное выражеше А чисель при помощи рашо- 


нальныхъ дробей 


. Обращене квадратныхъ ИЕ нъ непрерывныя дроби 
. Уравнене Пелля . 


Глава ХУГ. 
Алгебранческое рЪшен!е уравнешй 3-ей и 4-ой степени. 


. Трисекшя угла. 

. Формула Карлана- 

. Мнимые корни , } 

. Дискриминантъ кубическаго уравнен!я . 

. Тригонометрическое р-шене кубическаго уравненйя 
. РьшенЕе уравненй четвертой степени . 

. Дискриминантъ уравненя четвертой степени - 


. Группа уравненйя` четвертой степени. : , , 
. Снстема двухъ уравненйЙ второй степени съ двумя и 


Глава ХУП. 


. Декартово правило знаковъ . 

. Теорема Штурма. 

. Керща Раз. 

. ПримЪръ . а: м . 

. Разложеше вещественнаго корня въ непрерывную ты 


Глава ХУШ. 
Дъленте окрузкноети на равныя части. 


. Корни изъ единицы - р 5 
. Алгебраическое опредфлене и изъ единицы - 
. Правильный семнадцатиугольникъ 


Глава ХХ. 
Доказательства невозможности. 


. Построене сь помощью циркуля и линейки гу а 

. Кубическое уравнеше не разръшается съ помощью квадратныхъ коей 
. Разложене функши съ помощью прюбщеня радакала 

. Неприводимый случай при рёшенм кубнческаго уравненя . 

. Выражене корней изъ единицы прн помощи радикаловъ 


. Уравнен пятой степенн въ общемъ видЪ не разрфшается въ Я 
Глава ХХ1. 
Изъ истори алгебры. 


Основные моменты въ истори ученя объ алгебранческомъ ршени 
уравненй . 


303 


307 
309 
315 


318 
322 
324 
325 
327 
328 
330 
334 
342 


347 
352 
356 
359 
364 


367 
373 
383 


386 
388 
391 
396 
398 
403 


410 


> 


ей 


621 


Книга Ш. 


А нализъ. 
Глава ХХИ. 


Безконечные ряды. 


& 106. Ряды съ положительными членами . ‚ . в - : . 423 
& 107. Безконечные геометрическе ряды - . . У а: и 56 
& 108. ДальнЪйше примфры сходящихся и расходящихся рядовъ . . . 428 
$ 109. Признаки сходимости. с хе. В иль ва. № 430 
& 110. Основане системы натуральныхъ логариемовъ . ._ + ‚ . 434 


Глава ХХШ. 


Безконечные ряды ©Ъ положительными и отрицательными 


членами. 
5 111. Общее опредфлеве суммы безконечнаго ряда. 442 
& 112. Абсолютная и неабсолютная сходимость мы": тг. 445 
& 113. Абелева теорема о непрерывности степенного ряда. . . 450 
$ 114. Ряды съ комплексными членамн. . . г. ь Аи. 452 
$ 115. Степенные ряды. Кругъ сходимости . . . : ‚ ‹. 45 
$ 116. Дъйстья надъ безконечными рядами $ , . 458 


Глава ХХ. 


Безконечные сходяницеся ряды для показательной и для триго- 
нометрическихз. функций. 


$ 117. Рядь дяя показательной функщи # 2 нача 163 
$ 118. Тригонометричесвя функши, какъ суммы рядовъ „9: ; 468 
Глава ХХ\У. 

Биножмальный рядъ. 
$ 119. Биномальный рядь для цфлыхъ отрипательныхъ показателей . ‚ 43 
& 120 Непрерывность биномальнаго ряда ее . ее 476 
$ 121. Сумма биномальнаго ряда. . Уч а. 478 
& 122. Биномальный рядъ на граннцф сходимости , ь .. 483 
Глава ХХУ\[. 

Лотариемичеене ряды. 

& 123. Логарнемнчесве ряды - . . . р д\ Е - .. 488 
& 124. Циклометричесяе ряды . } х 52.26 5 з ) ‚ 490 
& 125. Функшя агс ®х. . . бо > а а ф сз 492 
$ 176. Тригонометрическе ряды „еее 496 
Глава ХХУЦ. 

Безконечныя произведеня. 
$ 127. Сходимость безконечнаго произведевя , АВ з , - 8 


& 128. Преобразоваше синуса въ безконечное произведене . . ‚ .. 505 


129. 
130. 
131. 


Мл Ух ЧЕ 


132. 
133. 
134. 
135. 


У 3 Ч МЕ 


идол Ур. Ут 3 ИВ Ур. 
Ея 
[9 
> 


М.. 
УП 
У. 
1Х. 
Хх. 


- 


622 


Безконечное произведеше для косинуса . 
Бернулмевы числа. 


Эйлерово доказательство неограниченности комплекса простыхъ чисель 


Глава ХХУШ. 


Транецендентность чисель © и т. 


Производныя цфлой функщи . 
Свойства показательной функщи 
Трансцендентность числа с. 
Трансцендентность числа = 


Глава ХХХ. 


Функции, дифференщалы и интегралын. 


. Геометрическое представлене функшй 
. Дифференщалъ и производная 

. Дифференшалы простыхъ функшй . 

. Дифференшалы сложныхъ функшй 

. Теоремы Тейлора и Маклорена 

. Поняте объ интегралЪ 

. Приближенное вычислене интеграловъ 


Донолненля. 


143. Изь истори числа и счислевя ; я 
144 Работы Евклида, „Пофанта и Фермата по теор чиселъ. 
145 Историческя свЪдЬня объ иррашональныхъ числахъ 
145. Историчесюя свЪдЪня о логариемахъ 

147. ОпредБлители. } : . : 

148. Распространене формулы Ньютона на полиномы 


149. Разложене цфлыхъ алгебраическихь функшй на множителей . 


150. Сравнешя высшихъ степеней . А бы 
151. Существоване первообразныхъ корней по простому модулю 
152. Квадратичные вычеты простыхъ чиселъ . 


Алфавитный указатель . 


510 
5 
517 


520 
522 
525 
523 


536 
541 
544 
545 
549 
554 
558 


567 
571 
576 
578 
583 
591 
592 
596 
598 
600 
607 


8. 


= 


ЗамЪфченныя опечатни. 


Стран. Строка. Напечатано: 
8 11 сверху комплексомъ 
50 13 ы Каждое простое число 
65 6 а ©" 
72 1 - Глава \1 
79 15 ы аа 
96 6 снизу 10. 
139 4 ь неизвЪстным 
166 12 сверху грдуснаго 
173 1 ы Глава Х 
209 о снизу тетраедрическимъ 
251 надъ страницей $ 69 
278, 279, 280 „ Е 272 
283 5 ы $ 73 


КромЪ того при нумеращи главь пропущенъ номеръ 


главой слфдуетъ ХХ. 


„Должно быть: 


комплексами 
Каждое чибло 
я при а 1 
Глава |\ 
—а 
10" 
неизвЪ стными 
градуснаго 
Глава 1Х 
тетраэдрическимъ 
& 66 
$ 71 
< 1 
ХХ, такъ что за ХУШ 


Строка 


21 сверху 
8 снизу 


20 сверху 
8 » 
10 »› 


8 » 
10 сверху 


ЗАМЕЧЕННЫЕ ОПЕЧАТКИ 


Напечатано 


хам ах а... 
ах - ... + а 
В + Вх + -.. + В 
= Тз 
области К () 
Я 
Иж 
| т п} {= 
ав {| т ап} 1 
тала ® т-о2? Ки 
74 т-ау—йт} = 
заключению 
часта 
на: 
степени 


р, (Е=о, 1,....р—2) 


Следует читать 


х-нах рак" ®-... 
а ех-... Нах 
Во-НВих-... ЕВ 


— 


1 2 
области К (а) 


= 029} т-ра Ки } + 
т-ойн—а29 т о29к- КП 
071 т-роР-т} = 
заключению: 
части 
на 
степень 


Лт (К=0,1,...р—2) 


